
1 Limite, continuitate, proprietatea lui Darboux - clasa a XI-a

1.1 Elemente de topologie pe R

În dezvoltarea conceptelor de analiz¼a matematic¼a vom utiliza diverse noţiuni topologice, toate
acestea sprijinindu-se pe cea de vecin¼atate a unui punct. Vom da în cele ce urmeaz¼a de�ni̧tia
acesteia pe R şi vom enumera câteva propriet¼aţi de baz¼a.

De�ni̧tia 1.1 Fie x0 2 R.
(i) Se numeşte interval deschis centrat în x0 un interval de forma (x0 � "; x0 + "), unde

" > 0.
(ii) O mulţime V � R se numeşte vecin¼atate pentru x0 2 R dac¼a exist¼a " > 0 astfel încât

(x0 � "; x0 + ") � V .
Not¼am cu V(x) mulţimea tuturor vecin¼at¼aţilor lui x.

Exemplul 1.2 Intervalul (0; 2) este deschis, centrat în 1. Acest interval este vecin¼atate pentru
orice punct din (0; 2), dar nu este vecin¼atate pentru 0 sau pentru 2.

Exemplul 1.3 Muļtimea numerelor raţionale nu este vecin¼atate pentru niciun punct x0 2 Q
deoarece orice interval de numere reale conţine şi numere raţionale, şi iraţionale.

Teorema 1.4 Dac¼a x; y 2 R şi x 6= y, atunci exist¼a o vecin¼atate U pentru x şi o vecin¼atate V
pentru y astfel încât U \ V = ;.

Muļtimea vecin¼at¼aţilor unui punct are urm¼atoarele propriet¼aţi.

Propozi̧tia 1.5 Fie x0 2 R. Atunci:
(i) pentru orice V 2 V(x0), x0 2 V ;
(ii) orice supramulţime a unei vecin¼at¼aţi pentru x0 este de asemenea vecin¼atate pentru x0;
(iii) dac¼a U şi V sunt dou¼a vecin¼at¼aţi ale lui x0, atunci U \ V este vecin¼atate a lui x0.
(iv) dac¼a V este vecin¼atate pentru x0, atunci exist¼a o vecin¼atate W pentru x0 astfel încât V

este vecin¼atate pentru orice y 2W .

1.2 Dreapta real¼a încheiat¼a

Facem convenţia de a ad¼auga muļtimii R dou¼a elemente care nu fac parte din R, notate cu +1
şi �1: Muļtimea R [ f�1;+1g o vom nota cu R şi o vom numi dreapta real¼a încheiat¼a sau
compacti�cat¼a. Uneori vom nota, pentru simplitate, 1 în loc de +1:

Prelungim şi operaţiile algebrice din R la R, f¼ar¼a a � îns¼a de�nite peste tot:
x+1 =1+ x =1; 8x 2 R n f�1g
x+ (�1) = �1+ x = �1; 8x 2 R n f+1g
1 � x = x � 1 =1; pentru x > 0 şi x 2 R
1 � x = x � 1 = �1; pentru x < 0 şi x 2 R:
Urm¼atoarele opera̧tii sunt nede�nite (se mai numesc şi nedetermin¼ari):

1+ (�1); (�1) +1; 0 � 1; 1 � 0; 0

0
;

1
1 ; 10; 00; 11:

De�ni̧tia 1.6 Numim vecin¼atate a punctului +1 (respectiv �1) orice mulţime V � R care
conţine un interval de forma (a;+1] (respectiv [�1; a)), unde a 2 R.
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Conform acestei de�ni̧tii, orice interval de forma (a;+1] este vecin¼atate a punctului +1; în
timp ce orice interval de forrma [�1; a) este vecin¼atate a punctului �1:

1.3 Puncte interioare. Muļtimi deschise

Fie A � R şi un punct x0 2 A:

De�ni̧tia 1.7 Un punct x0 2 A se numeşte punct interior al mulţimii A dac¼a exist¼a o vecin¼atate
V a lui x0 conţinut¼a în mulţimea A; adic¼a x0 2 V � A:

A spune c¼a x0 este punct interior al lui A înseamn¼a c¼a A este o vecin¼atate a lui x0.

De�ni̧tia 1.8 Mulţimea punctelor interioare ale mulţimii A se numeşte interiorul lui A şi se

noteaz¼a cu intA sau
�
A:

Evident interiorul lui A este conţinut în A,
�
A � A:

Interiorul muļtimii vide este muļtimea vid¼a.

De�ni̧tia 1.9 Mulţimea A se numeşte mulţime deschis¼a dac¼a este egal¼a cu interiorul s¼au: A =
�A; adic¼a toate punctele sale sunt interioare.

Propozi̧tia 1.10 (i) Orice reuniune (�nit¼a sau in�nit¼a) de mulţimi deschise este o mulţime de-
schis¼a;

(ii) Orice intersecţie �nit¼a de mulţimi deschise este o mulţime deschis¼a;

1.4 Puncte aderente. Muļtimi închise

De�ni̧tia 1.11 Un punct x0 2 R se numeşte punct aderent al mulţimii A dac¼a în orice vecin¼atate
V a lui x0 exist¼a cel puţin un punct din A; (eventual numai x0; dac¼a x0 2 A); adic¼a A \ V 6= ;:

De�ni̧tia 1.12 Mulţimea punctelor aderente mulţimii A se numeşte aderenţa lui A sau închiderea
lui A şi se noteaz¼a clA sau A:

Orice x0 2 A este punct aderent al lui A; deoarece în orice vecin¼atate a lui x0 se g¼aseşte cel
puţin punctul x0 în A: Deci muļtimea A este conţinut¼a în închiderea sa: A � A:

O muļtime poate avea puncte aderente care s¼a nu-i apaŗtin¼a.

Propozi̧tia 1.13 (Caracterizarea cu şiruri) x0 2 A dac¼a şi numai dac¼a exist¼a (an) � A astfel
încât an ! x0:

De�ni̧tia 1.14 O mulţime se numeşte închis¼a dac¼a este egal¼a cu aderenţa sa.

Propozi̧tia 1.15 (i) Orice reuniune �nit¼a de mulţimi închise este o mulţime închis¼a;
(ii) Orice intersecţie (�nit¼a sau in�nit¼a) de mulţimi închise este o mulţime închis¼a.

Observa̧tia 1.16 Leg¼atura dintre mulţimi deschise şi închise: o mulţime este închis¼a dac¼a şi nu-
mai dac¼a complementara sa este o mulţime deschis¼a.
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1.5 Puncte de acumulare

De�ni̧tia 1.17 Un punct x0 2 R se numeşte punct de acumulare al mulţimii A � R dac¼a
orice vecin¼atate a punctului x0 conţine puncte din A, diferite de x0: Cu alte cuvinte pentru orice
V 2 V(x0); avem V \ (An fx0g) 6= ;:

De�ni̧tia 1.18 Mulţimea punctelor de acumulare ale mulţimii A se numeşte mulţimea derivat¼a
asociat¼a lui A şi se noteaz¼a A0:

Intuitiv, un punct x0 este punct de acumulare pentru o muļtime dac¼a exist¼a puncte din acea
muļtime diferite de x0, oricât de aproape de x0: Calitatea unui punct de a � punct de acumulare
pentru o muļtime nu se schimb¼a dac¼a punctul respectiv se adaug¼a sau se scoate din muļtime. În
general, un punct de acumulare poate s¼a apaŗtin¼a sau s¼a nu apaŗtin¼a muļtimii respective.

Propozi̧tia 1.19 (Caracterizarea cu şiruri) x0 2 A0 dac¼a şi numai dac¼a exist¼a (an) � An fx0g
astfel încât an ! x0:

De�ni̧tia 1.20 Un punct x0 se numeşte punct izolat dac¼a nu este punct de acumulare.

Propozi̧tia 1.21 Mulţimile �nite nu au puncte de acumulare.

1.6 Limite de funçtii

1.6.1 De�ni̧tie. Propriet¼a̧ti generale

De�ni̧tia 1.22 Fie A � R o mulţime nevid¼a, f : A ! R o funcţie şi a 2 A0. Spunem c¼a funcţia
f are limita ` în punctul a; şi not¼am

lim
x!a

f(x) = `; sau f(x)! ` pentru x! a;

dac¼a pentru orice vecin¼atate V 2 V(`); exist¼a o vecin¼atate U 2 V(a) astfel încât, pentru orice x din
U \A diferit de a; s¼a avem f(x) 2 V; sau, formalizat,

8V 2 V(`);9U 2 V(a) : f(U \A n fag) � V: (1.1)

Observa̧tia 1.23 Punctul a nu trebuie s¼a aparţin¼a neap¼arat mulţimii A; îns¼a trebuie s¼a existe
puncte în mulţimea A oricât de apropiate de a, noţiunea de limit¼a exprimând intuitiv faptul c¼a,
atunci când punctele din domeniul funcţiei se apropie de punctul a; atunci valorile funcţiei f în
aceste puncte se apropie oricât de mult de punctul limit¼a `:

Teorema 1.24 (Caracterizarea "� �) Fie f : A � R! R şi a 2 A0; ` 2 R: Atunci f are limita
` în punctul a dac¼a şi numai dac¼a

8" > 0;9� > 0;8x 2 A n fag; jx� aj < � : jf(x)� `j < ": (1.2)

Teorema 1.25 (Caracterizarea cu şiruri) Fie f : A � R ! R şi a 2 A0; ` 2 R: Atunci f are
limita ` în punctul a dac¼a şi numai dac¼a

8(xn) � A n fag; xn ! a implic¼a f(xn)! `: (1.3)
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Observa̧tia 1.26 Uneori, una din relaţiile (1.2), respectiv (1.3), se consider¼a a � de�niţia limitei
funcţiei f în punctul a; numite şi de�niţia "�� a limitei unei funcţii într-un punct, respectiv
de�niţia cu şiruri a limitei unei funcţii într-un punct.

Teorema 1.25 ne permite s¼a ar¼at¼am în anumite cazuri c¼a nu exist¼a limita unei funçtii într-un
punct. Mai precis, are loc urm¼atorul rezultat.

Corolarul 1.27 Dac¼a exist¼a (xn); (un) � A n fag astfel încât xn ! a; un ! a; iar f(xn) !
`1; f(un)! `2; cu `1 6= `2; atunci nu exist¼a limita funcţiei f în punctul a:

De�ni̧tia 1.28 Fie f : A ! R; A � R şi a 2 A0: Spunem c¼a funcţia f are limita +1 (respectiv
�1) în punctul a; dac¼a pentru orice V 2 V(+1) (respectiv V 2 V(�1)); exist¼a U 2 V(a) astfel
încât pentru orice x 2 U \ A; x 6= a; are loc f(x) 2 V: În acest caz vom scrie lim

x!a
f(x) = 1

(respectiv lim
x!a

f(x) = �1):

Teorema 1.29 Fie f : A ! R; A � R şi a 2 A0: Atunci exist¼a lim
x!a

f(x) = +1 (respectiv

lim
x!a

f(x) = �1); dac¼a şi numai dac¼a oricare ar � " > 0; exist¼a �" > 0, astfel încât dac¼a jx�aj < �";
x 2 A; x 6= a are loc f(x) > " (respectiv f(x) < �"):

De�ni̧tia 1.30 Fie f : A ! R; A � R; astfel încât +1 (respectiv �1) este punct de acumulare
pentru A: Spunem c¼a elementul ` 2 R este limita functiei f în punctul +1 (respectiv �1); dac¼a
pentru orice V 2 V(`); exist¼a U 2 V(+1) (respectiv U 2 V(�1)) astfel încât pentru orice x 2
U \A; are loc f(x) 2 V: În acest caz vom scrie lim

x!+1
f(x) = ` (respectiv lim

x!�1
f(x) = `):

Teorema 1.31 Fie ` 2 R, f : A ! R; A � R; astfel încât 1 (respectiv �1) este punct de
acumulare pentru A: Atunci exist¼a lim

x!1
f(x) = ` (respectiv lim

x!�1
f(x) = `) dac¼a şi numai dac¼a

oricare ar � " > 0; exist¼a � > 0, astfel încât dac¼a x > � (respectiv x < ��); x 2 A are loc

jf(x)� `j < ":

De�ni̧tia 1.32 Fie f : A ! R; A � R; astfel încât +1 (respectiv �1) este punct de acumulare
pentru A: Spunem c¼a limita functiei f în punctul +1 (respectiv �1 ) este +1; dac¼a pentru orice
V 2 V (+1) ; exist¼a U 2 V (+1) (respectiv U 2 V (�1)) astfel încât pentru orice x 2 U \ A; are
loc f (x) 2 V: În acest caz vom scrie lim

x!1
f (x) = +1 (respectiv lim

x!�1
f (x) = +1).

Teorema 1.33 Fie f : A ! R; A � R; astfel încât +1 (respectiv �1) este punct de acumulare
pentru A: Atunci exist¼a lim

x!1
f (x) = +1 (respectiv lim

x!�1
f (x) = 1) dac¼a şi numai dac¼a oricare

ar � " > 0; exist¼a �" > 0, astfel încât dac¼a x > �" (respectiv x < ��"); x 2 A are loc f (x) > ":

Teorema 1.34 Fie f; g : A ! R; A � R, a 2 A0 şi exist¼a lim
x!a

f(x) = +1 (respectiv lim
x!a

g(x) =

�1). Dac¼a exist¼a U 2 V(a) astfel încât oricare ar � x 2 U \A; x 6= a; f(x) � g(x); atunci exist¼a
lim
x!a

g(x) = +1 (respectiv lim
x!a

f(x) = �1).

Teorema 1.35 Fie f : A ! R; A � R astfel încât +1 (respectiv �1) este punct de acumulare
pentru A. Spunem c¼a dreapta y = `; ` 2 R; este asimptot¼a orizontal¼a la +1 (respectiv �1) pentru
funcţia f dac¼a exist¼a lim

x!1
f(x) = ` (respectiv lim

x!�1
f(x) = `).
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De�ni̧tia 1.36 Fie f : A ! R; A � R astfel încât +1 (respectiv �1) este punct de acumulare
pentru A. Spunem c¼a dreapta y = mx+n; m; n 2 R; m 6= 0; este asimptot¼a oblica la +1 (respectiv
�1) pentru funcţia f , dac¼a exist¼a lim

x!1
jf(x)�mx� nj = 0 (respectiv lim

x!�1
jf(x)�mx� nj = 0).

Teorema 1.37 Fie f : A ! R; A � R astfel încât +1 (respectiv �1) este punct de acumulare
pentru A. Dreapta y = mx + n;m; n 2 R; m 6= 0; este asimptot¼a oblic¼a la +1 (respectiv �1)

pentru funcţia f dac¼a şi numai dac¼a exist¼a lim
x!1

f(x)

x
= m şi lim

x!1
(f(x) � mx) = n (respectiv

lim
x!�1

f(x)

x
= m şi lim

x!�1
(f(x)�mx) = n):

De�ni̧tia 1.38 (i) Spunem c¼a dreapta x = a este asimptot¼a vertical¼a la stânga (respectiv dreapta)
pentru funcţia f : A! R; A � R; a 2 A0s (a 2 A0d) dac¼a exist¼a limx!a

x>a

f(x) = +1 sau �1 (respectiv

lim
x!a
x<a

f(x) = +1 sau �1).

(ii) Spunem c¼a dreapta x = a este asimptot¼a vertical¼a pentru funcţia f : A! R; A � R; a 2 A0
dac¼a ea este asimptot¼a vertical¼a la stânga sau asimptot¼a vertical¼a la dreapta pentru f:

Observa̧tia 1.39 Avem urm¼atoarele limite fundamentale:
(i) lim

x!1
(1 + 1

x)
x = e;

(ii) lim
x!0

(1 + x)
1
x = e;

(iii) lim
x!0

ln(1 + x)

x
= 1;

(iv) lim
x!0

ax � 1
x

= ln a; a > 0;

(v) lim
x!0

sinx

x
= 1;

(vi) lim
x!0

tg x

x
= 1;

(vii) lim
x!0

arcsinx

x
= 1;

(viii) lim
x!0

arctg x

x
= 1;

(ix) lim
x!1

lnx

x
= 0;

(x) lim
x!1

xn

ax
= 0; n 2 N; a > 1:

(xi) lim
x!1

lnx = +1; lim
x!0

lnx = �1;
(xii) lim

x!1
arctg x = �=2; lim

x!�1
arctg x = ��=2;

(xiii) lim
x!�=2;x<�=2

tg x = +1; lim
x!�=2;x>�=2

tg x = �1:

Observa̧tia 1.40 Eliminarea nedetermin¼arilor se face, de obicei, astfel:

(i) Cazurile
0

0
;
�1
�1 se elimin¼a �e folosind limitele fundamentale, �e cu regula lui L�Hôpital.

(ii) Cazurile 0�1; 0�(�1) se reduc la cazurile 0
0
;
�1
�1 astfel: �e f; g : A! R; a 2 A0; astfel încât

exist¼a lim
x!a

f(x) = 0; lim
x!a

g(x) = 1(�1) şi exist¼a U 2 V(a) astfel încât, f(x) 6= 0; g(x) 6= 0; 8x 2
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U n fag; putem scrie f(x)g(x) =
f(x)
1
g(x)

şi astfel nedeterminarea dat¼a se reduce la o nedeterminare

0

0
sau f(x)g(x) =

g(x)
1

f(x)

şi vom obtine o nedeterminare
1
1 :

(iii) Cazul 1�1 se reduce, de obicei, la cazul 0 �1 astfel: �e f; g : A! R; a 2 A0; astfel încât
exist¼a lim

x!a
f(x) = 1; lim

x!a
g(x) = 1 şi exist¼a U 2 V(a) astfel încât f(x) 6= 0;8x 2 U n fag; putem

scrie (f(x)� g(x)) = f(x)(1� g(x)

f(x)
): Dac¼a lim

x!a
g(x)

f(x)
= 1, atunci nedeterminarea dat¼a se reduce la

o nedeterminare 0 � 1; dac¼a lim
x!a

g(x)

f(x)
> 1(< 1), atunci lim

x!a
(f(x)� g(x)) = �1(+1):

(iv) Cazurile 00;10 se reduc la cazul 0 � 1 astfel: �e f; g : A ! R; a 2 A0; astfel încât exist¼a
lim
x!a

f(x) = 0 (+1), lim
x!a

g(x) = 0 şi e-xist¼a U 2 V(a) astfel încât f(x) > 0; 8x 2 U \Anfag: Putem
scrie f(x)g(x) = eg(x) ln f(x) şi limita de la exponent este o nedeterminare 0 � (�1) (respectiv 0 �1).

(v) Cazul 11 se reduce tot la cazul 0 � 1 �e prin metoda de la punctul iv), �e astfel: dac¼a
f; g : A! R; a 2 A0; astfel încât exist¼a lim

x!a
f(x) = 1, lim

x!a
g(x) =1 şi exist¼a U 2 V (a) astfel încât

; f(x) 6= 1; 8x 2 U n fag; atunci vom scrie f(x)g(x) = f[1 + (f(x) � 1)]
1

f(x)�1 gg(x)(f(x)�1). Avem
lim
x!a

[1 + (f(x)� 1)]
1

f(x)�1 = e; iar lim
x!a

g(x)(f(x)� 1) este o nedeterminare 0 � 1:

1.6.2 Limite laterale

De�ni̧tia 1.41 Fie a 2 R şi A � R. Vom nota

As = A \ (�1; a]; Ad = A \ [a;1):

Punctul a se numeşte punct de acumulare la stânga (respectiv dreapta) pentru A dac¼a este
punct de acumulare pentru mulţimea As (respectiv Ad). Vom nota mulţimea punctelor de acumulare
la stânga (respectiv dreapta) cu A0s (respectiv A

0
d). Cu alte cuvinte,

a 2 A0s , 8V 2 V(a); (V \As) n fag 6= ;
, 8r > 0; (a� r; a+ r) \A \ (�1; a)
, 8r > 0; (a� r; a) \A 6= ;:

Analog,
a 2 A0d , 8r > 0; (a; a+ r) \A 6= ;:

De�ni̧tia 1.42 Fie f : A � R! R.
(i) Dac¼a a 2 A0s, spunem c¼a elementul `s 2 R este limit¼a la stânga a funcţiei f în punctul a

dac¼a pentru orice vecin¼atate V 2 V(`s) exist¼a U 2 V(a), astfel încât dac¼a x 2 (U \ As) n fag ; are
loc f(x) 2 V: În acest caz vom scrie lim

x!a
x<a

f(x) = `s sau lim
x%a

f(x) = `s:

(ii) Dac¼a a 2 A0d, spunem c¼a elementul `d 2 R este limit¼a la dreapta a funcţiei f în punctul
a dac¼a pentru orice vecin¼atate V 2 V(`d) exist¼a U 2 V(a), astfel încât dac¼a x 2 (U \ Ad) n fag ;
are loc f(x) 2 V: În acest caz vom scrie lim

x!a
x>a

f(x) = `d sau lim
x&a

f(x) = `d:
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Teorema 1.43 (i) Fie f : A � R ! R şi a 2 A0s: Atunci f are limita la stânga în a egal¼a cu `s
dac¼a şi numai dac¼a

8(xn) � As n fag cresc¼ator, convergent la a; avem c¼a f(xn)! `s: (1.4)

(ii) Fie f : A � R! R şi a 2 A0d: Atunci f are limita la dreapta în a egal¼a cu `d dac¼a şi numai
dac¼a

8(xn) � Ad n fag descresc¼ator, convergent la a; avem c¼a f(xn)! `s: (1.5)

Are loc urm¼atoarea caracterizare a limitei unei funçtii prin intermediul limitelor laterale.

Teorema 1.44 Fie f : A � R! R şi a 2 A0s\A0d: Atunci f are limit¼a în punctul a dac¼a şi numai
dac¼a exist¼a limitele la stânga şi la dreapta în punctul a şi sunt egale. În acest caz,

lim
x!a

f(x) = lim
x!a
x<a

f(x) = lim
x!a
x>a

f(x):

1.6.3 Propriet¼a̧ti ale funçtiilor cu limit¼a

Vom discuta în cele ce urmeaz¼a diverse propriet¼aţi care apar în acest cadru al funçtiilor care au
limit¼a.

De�ni̧tia 1.45 Fie A � R şi B � A: O funcţie f : A � R! R se numeşte m¼arginit¼a pe B dac¼a
mulţimea

f(B) := fy 2 R j 9x 2 B : f(x) = yg = ff(x) j x 2 Bg

este m¼arginit¼a. Cu alte cuvinte, f este m¼arginit¼a pe B dac¼a exist¼a r > 0 astfel încât f(B) � (�r; r)
sau, echivalent, dac¼a exist¼a r > 0 astfel încât jf(x)j < r pentru orice x 2 B:
Mulţimea f(A) = fy 2 R j 9x 2 A : f(x) = yg se va nota uneori cu Im f şi se va numi imaginea
funcţiei f: În cazul în care o funcţie este m¼arginit¼a pe întregul s¼au domeniu de de�niţie, se va numi
simplu m¼arginit¼a.

Exerci̧tiul 1 Funçtia f : (0;1) ! R, f(x) =
1

x
nu este m¼arginit¼a deoarece, dac¼a am presupune

c¼a exist¼a r > 0 astfel încât jf(x)j < r pentru orice x 2 (0;1) ar rezulta c¼a 1
r
< x pentru orice

x 2 (0;1): Luând x := 1

r
2 (0;1); obţinem în mod evident o contradiçtie.

Teorema 1.46 Fie f : A � R ! R o funcţie şi a 2 A0. Dac¼a exist¼a lim
x!a

f(x) = ` 2 R; atunci
exist¼a U 2 V(a) astfel încât f s¼a �e m¼arginit¼a pe (U \A) n fag :

Teorema 1.47 Fie f : A � R ! R; a 2 A0: Dac¼a exist¼a lim
x!a

f(x) = `; ` > 0 (respectiv ` < 0);

atunci exist¼a U 2 V(a) astfel încât pentru orice x 2 (U \ A) n fag ; are loc f(x) > 0 (respectiv
f(x) < 0):

Teorema 1.48 Fie f; g : A � R ! R şi a 2 A0: Dac¼a exist¼a ` 2 R şi U 2 V(a) astfel încât
jf(x)� `j � g(x) pentru orice x 2 (U \A) n fag şi lim

x!a
g(x) = 0; atunci exist¼a lim

x!a
f(x) = `:
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Teorema 1.49 (i) Fie f; g : A � R ! R; a 2 A0 astfel încât exist¼a lim
x!a

f(x) = `1 2 R şi

lim
x!a

g(x) = `2 2 R. Dac¼a exist¼a U 2 V(a) astfel încât pentru orice x 2 (U \ A) n fag s¼a avem
f(x) � g(x), atunci `1 � `2:

(ii) Fie f : A � R ! R; a 2 A0; �; � 2 R astfel încât exist¼a lim
x!a

f(x) = ` 2 R. Dac¼a exist¼a
U 2 V(a) astfel încât pentru orice x 2 (U \A) n fag s¼a avem � � f(x) � � atunci � � ` � �:

Teorema 1.50 Fie f; g : A � R! R; a 2 A0: Dac¼a lim
x!a

f(x) = 0 şi exist¼a U 2 V(a) astfel încât g
este m¼arginit¼a pe U , atunci exist¼a lim

x!a
(f � g)(x) = 0:

Rezultatul urm¼ator se refer¼a la calculul limitelor în cazul compunerii de funçtii.

Teorema 1.51 Fie A � R; B � R; a 2 A0; b 2 B0 şi funcţiile f : B ! R; g : A ! B n fbg : Dac¼a
lim
y!b

f(y) = ` şi lim
x!a

g(x) = b; atunci

lim
x!a

(f � g)(x) = `:

Observa̧tia 1.52 Ipoteza g : A ! B n fbg este esenţial¼a în teorema de mai sus. Într-adev¼ar, s¼a
consider¼am funcţiile f; g : R! R date prin

f(y) =

�
1; dac¼a y 6= 0;
0; dac¼a y = 0

şi g(x) = 0 8x 2 R.

S¼a lu¼am a = b = 0: Avem lim
y!0

f(y) = 1 şi lim
x!0

g(x) = 0: Funcţia f � g : R! R este dat¼a prin

(f � g)(x) = f(g(x)) = f(0) = 0; 8x 2 R.

Aşadar, lim
x!0

(f � g)(x) = 0 6= 1 = lim
y!0

f(y):

Putem ar¼ata rezultate referitoare la operaţii cu limite de funçtii. Demonstraţia se va real-
iza folosind, în �ecare situaţie în parte, caracteriz¼arile cu siruri formulate anterior. Astfel, con-
siderând f; g : A � R ! R şi � 2 R, putem de�ni funçtiile f + g; �f; f � g : A ! R,
f

g
: A n fx 2 A j g(x) = 0g ! R, fg : D � A! R prin

(f + g)(x) := f(x) + g(x);

(�f)(x) := � � f(x)
(f � g)(x) := f(x) � g(x); (1.6)�
f

g

�
(x) :=

f(x)

g(x)
şi

(fg)(x) := f(x)g(x)

pentru �ecare x din domeniul de de�ni̧tie al �ec¼arei funçtii.

Teorema 1.53 Fie funcţiile f; g : A � R! R, � 2 R şi a 2 A0. Presupunem c¼a exist¼a lim
x!a

f(x) =

`1 2 R, lim
x!a

g(x) = `2 2 R.
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(i) Dac¼a suma `1+ `2 a limitelor are sens, atunci funcţia f + g are limit¼a în a şi are loc relaţia:

lim
x!a

(f + g)(x) = `1 + `2 = lim
x!a

f(x) + lim
x!a

g(x)

(caz exceptat: una dintre limitele `1; `2 este egal¼a cu +1; iar cealalt¼a cu �1).
(ii) Funcţia �f are limit¼a în a şi au loc relaţiile:

lim
x!a

(�f)(x) = � � `1 = � � lim
x!a

f(x); dac¼a � 6= 0;

lim
x!a

(�f)(x) = 0; dac¼a � = 0:

(iii) Dac¼a produsul `1 � `2 al limitelor are sens, atunci funcţia f � g are limit¼a în a şi are loc
relaţia:

lim
x!a

(f � g)(x) = `1 � `2 = lim
x!a

f(x) � lim
x!a

g(x)

(cazuri exceptate: una dintre limitele `1; `2 este egal¼a cu 0; iar cealalt¼a este +1 sau �1).
(iv) Dac¼a raportul

`1
`2
al limitelor are sens şi exist¼a U 2 V(a) astfel încât funcţia f

g
este bine

de�nit¼a pe (U \A) n fag ; atunci funcţia
f

g
are limit¼a în a şi are loc relaţia:

lim
x!a

�
f

g

�
(x) =

`1
`2
=
lim
x!a

f(x)

lim
x!a

g(x)

(cazuri exceptate: `2 = 0; sau ambele limite `1; `2 sunt in�nite).
(v) Dac¼a ``21 are sens şi exist¼a U 2 V(a) astfel încât funcţia fg este bine de�nit¼a pe (U\A)nfag ;

atunci funcţia fg are limit¼a în a şi are loc relaţia:

lim
x!a

(fg) (x) = ``21 =
�
lim
x!a

f(x)
� lim
x!a

g(x)

(cazuri exceptate: (`1; `2) = (0; 0); (`1; `2) = (+1; 0); (`1; `2) = (1;+1)).

Teorema 1.54 (Limitele funçtiilor monotone) Fie f : A � R ! R monoton¼a şi a 2 A0 \ R:
Atunci exist¼a limitele laterale lim

x!a
x<a

f(x) = `s; limx!a
x>a

f(x) = `d; �nite sau in�nite.

Observa̧tia 1.55 S¼a observ¼am c¼a dac¼a în cadrul teoremei anterioare avem c¼a a 2 A; atunci lim-
itele laterale în a sunt �nite. Acest lucru se întâmpl¼a deoarece, dac¼a se consider¼a spre exemplu
funcţia f cresc¼atoare şi un şir cresc¼ator (xn) � A n fag astfel încât xn ! a; atunci şirul cresc¼ator
(f(xn)) are proprietatea c¼a f(xn) � f(a) 8n 2 N, deci limita acestuia, egal¼a dup¼a cum am v¼azut cu
`s; are proprietatea `s � f(a) 2 R. Cum şirul (f(xn)) este cresc¼ator, el nu poate avea limita �1
în mod evident. Am ar¼atat deci c¼a `s 2 R. Pentru `d 2 R demonstraţia este analoag¼a. În cazul în
care f este descresc¼atoare, rezultatul se p¼astreaz¼a cu modi�c¼ari evidente.
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1.7 Continuitate

1.7.1 De�ni̧tie. Propriet¼a̧ti generale

De�ni̧tia 1.56 Spunem c¼a funcţia f : A � R! R este continu¼a în punctul a 2 A dac¼a pentru
orice vecin¼atate V 2 V(f(a)); exist¼a o vecin¼atate U 2 V(a) astfel încât, pentru orice x din U \ A;
s¼a avem f(x) 2 V; sau, formalizat,

8V 2 V(f(a));9U 2 V(a) : f(U \A) � V: (1.7)

Dac¼a funcţia f nu este continu¼a în punctul a 2 A; vom spune c¼a f este discontinu¼a în
punctul a; sau c¼a a este un punct de discontinuitate pentru funcţia f:

Vom spune c¼a funcţia f este continu¼a pe o mulţime B � A dac¼a f este continu¼a în orice
punct x 2 B:

Observa̧tia 1.57 Remarc¼am mai întâi faptul c¼a noţiunea de continuitate, spre deosebire de cea de
limit¼a, nu are sens decât pentru punctele mulţimii A; domeniul de de�niţie al funcţiei f:

Observa̧tia 1.58 De asemenea, s¼a observ¼am c¼a, dac¼a a este un punct izolat al mulţimii A; atunci
funcţia f este continu¼a în a: Într-adev¼ar, în acest caz exist¼a U 2 V(a) astfel încât U \ A = fag :
Atunci, f(U \A) = ff(a)g � V; pentru orice V 2 V(f(a)):

Aşadar, problema continuit¼aţii se va pune doar în punctele de acumulare ale muļtimii A: Ex-
aminând de�ni̧tia de mai sus, observ¼am similitudinea cu de�ni̧tia limitei unei funçtii într-un punct,
ceea ce ne permite enunţarea urm¼atoarei teoreme de caracterizare.

Teorema 1.59 Fie f : A � R! R şi a 2 A0 \A: Atunci f este continu¼a în a dac¼a şi numai dac¼a
exist¼a lim

x!a
f(x) = f(a):

Teorema 1.60 (Caracterizarea "� �) Fie f : A � R ! R şi a 2 A: Atunci f este continu¼a în
punctul a dac¼a şi numai dac¼a

8" > 0;9� > 0;8x 2 A; jx� aj < � : jf(x)� f(a)j < ": (1.8)

Teorema 1.61 (Caracterizarea cu şiruri) Fie f : A � R! R şi a 2 A: Atunci f este continu¼a
în punctul a dac¼a şi numai dac¼a

8(xn) � A; xn ! a implic¼a f(xn)! f(a): (1.9)

Observa̧tia 1.62 Uneori, ca în cazul limitei, una din relaţiile (1.8), respectiv (1.9), se consider¼a
a � de�niţia continuit¼aţii funcţiei f în punctul a; numite şi de�niţia "� � a continuit¼aţii unei
funcţii într-un punct, respectiv de�niţia cu siruri a continuit¼aţii unei funcţii într-un
punct.

Teorema 1.63 (Carcterizarea continuit¼a̧tii globale) Fie funcţia f : R ! R: Atunci urm¼a-
toarele a�rmaţii sunt echivalente:

(i) f este continu¼a pe R;
(ii) pentru orice mulţime deschis¼a D � R; avem c¼a f�1(D) este mulţime deschis¼a în R;
(iii) pentru orice mulţime închis¼a F � R; avem c¼a f�1(F ) este mulţime închis¼a în R:
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Teorema 1.64 Dac¼a f : A n fag ! R; A � R; a 2 A0 şi exist¼a lim
x!a

f(x) = ` 2 R; atunci funcţia

ef(x) = (f(x); x 2 A n fag
`; x = a

este continu¼a în a ( ef se numeşte prelungirea prin continuitate a funcţiei f).
Exemplul 1.65 Funçtia f : R n f0g ! R; f(x) =

sinx

x
se poate prelungi prin continuitate în 0;

deoarece 0 2 (R n f0g)0 şi exist¼a lim
x!0

f(x) = 1 2 R.

1.7.2 Continuitate lateral¼a. Discontinuit¼a̧ti

Asem¼an¼ator cu cazul limitelor de funçtii, pentru a putea vorbi de continuitate lateral¼a, avem nevoie
de funçtii de variabil¼a real¼a.

De�ni̧tia 1.66 Fie f : A � R! R şi a 2 A:
(i) Spunem c¼a f este continu¼a la stânga în a dac¼a pentru orice V 2 V(f(a)); exist¼a U 2 V(a)

astfel încât dac¼a x 2 U \As, s¼a avem f(x) 2 V:
(ii) Spunem c¼a f este continu¼a la dreapta în a dac¼a pentru orice V 2 V(f(a)); exist¼a U 2 V(a)

astfel încât dac¼a x 2 U \Ad, s¼a avem f(x) 2 V:

Ţinând seama de de�ni̧tia de mai sus şi de de�ni̧tiile limitelor laterale, deducem uşor urm¼atoarea
teorem¼a de caracterizare a continuit¼aţii laterale.

Teorema 1.67 Fie f : A � R! R şi a 2 A:
(i) Dac¼a a 2 A0s, atunci f este continu¼a la stânga în a dac¼a şi numai dac¼a exist¼a limx!a

x<a

f(x) =

f(a):
(ii) Dac¼a a 2 A0d, atunci f este continu¼a la dreapta în a dac¼a şi numai dac¼a exist¼a limx!a

x>a

f(x) =

f(a):

De asemenea, se poate formula o caracterizare a continuit¼aţii laterale prin intermediul sirurilor.

Teorema 1.68 Fie f : A � R! R şi a 2 A:
(i) Dac¼a a 2 A0s; atunci f este continu¼a la stânga în a dac¼a şi numai dac¼a

8(xn) � As cresc¼ator, convergent la a; avem c¼a f(xn)! f(a):

(ii) Dac¼a a 2 A0d; atunci f este continu¼a la dreapta în a dac¼a şi numai dac¼a

8(xn) � Ad descresc¼ator, convergent la a; avem c¼a f(xn)! f(a):

Ţinând cont de caracterizarea limitei prin intermediul limitelor laterale, obţinem de asemenea
urm¼atorul rezultat.

Teorema 1.69 Fie f : A � R! R şi a 2 A\A0: Atunci f este continu¼a în a dac¼a şi numai dac¼a
f este continu¼a la stânga şi la dreapta în a.
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Noţiunile de limite laterale ne permit de asemenea, clasi�carea punctelor de discontinuitate în
mai multe categorii.

De�ni̧tia 1.70 Fie f : A � R ! R şi a 2 A punct de discontinuitate pentru f: Punctul a se
numeşte punct de discontinuitate de specia I dac¼a exist¼a limitele laterale în a şi sunt �nite.
În caz contrar vom spune c¼a a este punct de discontinuitate de specia a II-a.

Teorema 1.71 Dac¼a f : A � R! R este o funcţie monoton¼a, atunci f poate avea doar disconti-
nuit¼aţi de specia I.

1.7.3 Propriet¼a̧ti ale funçtiilor continue

Teorema 1.72 (Compunerea funçtiilor continue) Fie A � R; B � R şi funcţiile f : A ! B;
g : B ! R:

(i) Dac¼a f este continu¼a în a 2 A, iar g este continu¼a în f(a); atunci g � f este continu¼a în a.
(ii) Dac¼a f este continu¼a pe A, iar g este continu¼a pe B; atunci g � f este continu¼a pe A.

Teorema 1.73 (Opera̧tii cu funçtii continue) Fie � 2 R şi funcţiile f; g : A � R ! R con-
tinue pe A. Atunci:

(i) f + g; �f sunt funcţii continue pe A;
(ii) f � g este continu¼a pe A;
(iii)

f

g
este continu¼a pe mulţimea A n fx 2 A j g(x) = 0g;

(iv) jf j;min(f; g);max(f; g) sunt funcţii continue pe A:

Teorema 1.74 Fie f : A � R ! R o funcţie şi a 2 A. Dac¼a f este continu¼a în a; atunci exist¼a
U 2 V(a) astfel încât f s¼a �e m¼arginit¼a pe U \A:

Teorema 1.75 (P¼astrarea semnului) Fie f : A � R ! R; a 2 A: Dac¼a f este continu¼a în a şi
f(a) > 0 (respectiv, f(a) < 0), atunci exist¼a U 2 V(a) astfel încât pentru orice x 2 U \ A; are loc
f(x) > 0 (respectiv f(x) < 0):

Teorema 1.76 Dac¼a A � R este o mulţime compact¼a şi f : A ! R este continu¼a, atunci f(A)
este compact¼a.

Teorema 1.77 (Weierstrass) Dac¼a f : A � R! R este continu¼a şi A este o mulţime compact¼a,
atunci f este m¼arginit¼a pe A şi îsi atinge marginile: exist¼a a; b 2 A; astfel încât sup

x2A
f(x) = f(a) şi

inf
x2A

f(x) = f(b).

1.8 Proprietatea lui Darboux

Funçtiile continue pe un interval au proprietatea important¼a c¼a nu pot trece de la o valoare la alta
f¼ar¼a a trece prin toate valorile intermediare, adic¼a dac¼a iau dou¼a valori diferite atunci iau toate
valorile cuprinse între ele. Aceast¼a proprietate a funçtiilor continue se numeşte proprietatea lui
Darboux.

De�ni̧tia 1.78 O funcţie f de�nit¼a pe un interval I are proprietatea lui Darboux dac¼a, oricare
ar � punctele a; b 2 I; a < b; şi oricare ar � num¼arul � cuprins între f(a) şi f(b); exist¼a un punct
c� cuprins între a şi b astfel încât f(c�) = �:
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Altfel spus, f : E ! R are proprietatea lui Darboux pe E dac¼a şi numai dac¼a imaginea oric¼arui
interval I � E prin funçtia f este un interval.

Teorema 1.79 Fie f : E ! R: Dac¼a f are proprietatea lui Darboux pe intervalul I � E; atunci
f(I) este un interval.

Teorema 1.80 (Cauchy) Fie f : [a; b] ! R, continu¼a, astfel încât f(a) � f(b) < 0: Atunci exist¼a
c 2 (a; b) astfel încât f(c) = 0:

Ca o consecinţ¼a a acestei teoreme avem urm¼atoarea proprietate: dac¼a o funçtie este continu¼a
pe un interval şi nu se anuleaz¼a pe acel interval, atunci p¼astreaz¼a acelaşi semn pe interval. Aceast¼a
proprietate este un instrument puternic în rezolvarea unor inecuaţii.

Condi̧tia ca funçtia s¼a �e de�nit¼a pe un interval este esenţial¼a. Dac¼a funçtia este de�nit¼a pe o
muļtime care este o reuniune de intervale disjuncte, este posibil ca funçtia s¼a ia valori diferite, dar
s¼a nu aib¼a nici o valoare intermediar¼a.

Exemplul 1.81 Funçtia f : R n f0g ! R; f(x) =

�
�1; dac¼a x < 0;
1; dac¼a x > 0;

este continu¼a pe domeniul

ei de de�ni̧tie, ia numai valorile �1 şi 1 şi nu mai ia nicio valoare intermediar¼a.

Teorema 1.82 Orice funcţie continu¼a pe un interval are proprietatea lui Darboux.

Teorema 1.83 Fie I � R un interval şi f : I ! R. Dac¼a f are proprietatea lui Darboux, atunci
f poate avea numai discontinuit¼aţi de specia a II-a.

Observa̧tia 1.84 Proprietatea lui Darboux nu este caracteristic¼a numai funcţiilor continue.
Darboux a dat un exemplu de funcţie care are aceast¼a proprietate şi care nu este continu¼a în

nici un punct. D¼am un exemplu simplu de funcţie discontinu¼a într-un punct şi care are proprietatea
lui Darboux:

f : R! R; f(x) =

(
sin

1

x
; dac¼a x 6= 0;

0; dac¼a x = 0:

Teorema 1.85 Fie I � R un interval. Dac¼a f : I ! R este injectiv¼a şi continu¼a, atunci f este
strict monoton¼a pe I.

Teorema 1.86 Fie I � R un interval, f : I ! R o funcţie continu¼a şi J = f(I). Atunci f este
bijectiv¼a de la I la J dac¼a şi numai dac¼a este strict monoton¼a. În acest caz, f�1 : J ! I este strict
monoton¼a şi continu¼a.

Observa̧tia 1.87 Prin intermediul teoremei anterioare, putem ar¼ata continuitatea inverselor prin-
cipalelor funcţii elementare. Spre exemplu, deoarece funcţia tg :

�
��
2 ;
�
2

�
! R este bijectiv¼a şi

continu¼a, putem deduce c¼a inversa sa, arctg : R!
�
��
2 ;
�
2

�
este strict cresc¼atoare şi continu¼a.
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Figure 1: Gra�cul funçtiei f

1.9 Probleme

1.9.1 Limite

Exerci̧tiul 2 S¼a se calculeze limitele:

1. lim
x!�2

x3 + 5x2 + 4x� 4
x2 + 5x+ 6

: 2. lim
x!1

�5x4 + 3x2 � 2
4x4 + x+ 1

:

3. lim
x!�1

x3 + 1

�6x3 � 3x2 � x+ 2 : 4. lim
x!1

x� 1
x2 + 5x� 3 :

5. lim
x!�1

4x3 + 3

2x5 + 4
: 6. lim

x!1
x3 + 3x2 + 3x� 1

7x+ 1
:

7. lim
x!�1

(
p
x2 � 3x+ 5 + x): 8. lim

x!�1

�
3x3 + x+ 3

3x3 + x2 + 1

�5x2�1
�x+3

:

9. lim
x!�1

x ln(
p
x2 + 2x+ 7 + x): 10. lim

x!0

tg(tg x)� sin(sinx)
tg x� sinx :

11. lim
x!1

�
ln(1 + x)

lnx

�x lnx
: 12. lim

x!�
6

�p
3 tg x

�tg 3x
:

Exerci̧tiul 3 Calculaţi limitele laterale ale urm¼atoarelor funçtii în punctele precizate:

(i) f(x) = e
1

1�x2 în 1; (ii) f(x) = x
�
1
x

�
în 0; (iii) f(x) = 1

x2(x�2) în 0 şi 2;

(iv) f(x) = 1
1�cosx în 2�; (v) f(x) =

1

�3+3
1
x2
în 0 şi 1:

Exerci̧tiul 4 S¼a se determine numerele reale a; b; c astfel încât s¼a �e veri�cate relaţia:

lim
x!�1

x ln(
p
x2 + bx+ c+ ax) = 5:

Exerci̧tiul 5 S¼a se arate c¼a funçtiile urm¼atoare nu au limit¼a în punctele speci�cate:
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1. f(x) = sin
1

x
; în x0 = 0:

2. f(x) = cosx; la +1:

Exerci̧tiul 6 Determinaţi asimptotele funçtiei f : (�1; 1)! R; f (x) =
x2

x� 1 :

Problema 1 Fie f; g : (0;1) ! R dou¼a funçtii astfel încât limx!0+ g(x) = 0 şi exist¼a � > 0 şi
m;M > 0 astfel încât m � f(x)

x� � M pentru orice x > 0 dintr-o vecin¼atate a originii. S¼a se arate
c¼a dac¼a � limx!0+ g(x) lnx =  atunci limx!0+ f(x)g(x) = e (consider¼am e+1 = 1 şi e�1 = 0).
Ca aplicaţie, s¼a se calculeze

lim
x!0+

�
2 sin

p
x+

p
x sin

1

x

�x
:

Problema 2 Fie f : [0;1) ! R astfel încât pentru orice a � 0; limn!1 f(a + n) = 0: Este
adev¼arat c¼a exist¼a limx!1 f(x)?

Problema 3 Fie f : [0;1)! R astfel încât pentru orice a � 0; limn!1 f(an) = 0: Este adev¼arat
c¼a exist¼a limx!1 f(x)?

Problema 4 Fie f : [0;1)! R astfel încât pentru orice a � 0; b > 0 limn!1 f(a+ bn) = 0: Este
adev¼arat c¼a exist¼a limx!1 f(x)?

1.9.2 Continuitate

Exerci̧tiul 7 S¼a se studieze continuitatea funçtiilor. În caz de discontinuitate, precizaţi tipul
acesteia:

1. f : R! R; f(x) =

�
x cos 1x ; x 6= 0
0; x = 0

:

2. f : R! R; f(x) =

8>>><>>>:
ln(1 + arctg 3x)

sin 2x
; x < 0

3
2 ; x = 0

1
ln 5 �

5sin(3x
2) � 1

1� cos 2x ; x > 0

:

3. f : R! R; f(x) =

�
x2; x 2 Q
x+ 6; x 2 R nQ :

Exerci̧tiul 8 Studiaţi continuitatea funçtiilor:
(i) f : R! R,

f(x) = lim
n!1

enx + x

enx + 1
;

(ii) f : [0;1)! R,
f(x) = lim

n!1
1

xn + 1
:

Problema 5 G¼asi̧ti toate funçtiile continue f : R ! R astfel încât pentru orice x 2 R s¼a avem
f(x) + f(2x) = 0:
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Problema 6 Fie f : (0; 1) ! R o funçtie continu¼a astfel încât f2(x) = 1 pentru orice x 2 (0; 1):
Ar¼ataţi c¼a f = 1 sau f = �1:

Problema 7 Fie f : R! R o funçtie continu¼a astfel încât

f

�
r +

1

n

�
= f(r); 8r 2 Q;8n 2 N�:

Ar¼ataţi c¼a f este constant¼a.

Problema 8 Fie (an) un şir de numere strict pozitive, an ! 0: Fie f : R! R continu¼a astfel încât
f(x+ an) = f(x) pentru orice x 2 R şi orice n 2 N. S¼a se arate c¼a f este o funçtie constant¼a.

Problema 9 (a) S¼a se arate c¼a nu exist¼a f : [0; 1]! (0; 1) continu¼a şi surjectiv¼a.
(b) Daţi exemplu de o funçtie f : (0; 1) ! [0; 1] continu¼a şi surjectiv¼a. Ar¼ataţi c¼a o asemenea

funçtie nu poate � injectiv¼a.

Problema 10 Fie K � R o muļtime compact¼a şi f : K ! K cu proprietatea c¼a

jf(x)� f(y)j < jx� yj ; 8x; y 2 K;x 6= y:

S¼a se arate c¼a f are punct �x unic.

Problema 11 Studiaţi continuitatea funçtiei f : R! R dat¼a prin

f(x) =

�
1
n ; x =

m
n ; m 2 Z; n 2 Z�; (m;n) = 1

0; x 2 R nQ:

Problema 12 Fie f : R! Rnf0g o funçtie astfel încât f(2024) = 1� f(2023) şi�����������

1 + f(x1) f(x2) f(x3) : : : f(xn)
f(x1) 1 + f(x2) f(x3) : : : f(xn)
f(x1) f(x2) 1 + f(x3) : : : f(xn)
...

...
...

. . .
...

f(x1) f(x2) f(x3) : : : 1 + f(xn)

�����������
= 0;

unde x1; x2; x3; : : : ; xn sunt numere reale diferite, iar n este un num¼ar natural. Ar¼ataţi c¼a f nu este
continu¼a.

Problema 13 f : R ! R o funçtie continu¼a, periodic¼a de perioad¼a 1 (adic¼a f(x + 1) = f(x),
8x 2 R).

(i) S¼a se arate c¼a f este m¼arginit¼a şi îsi atinge marginile.
(ii) S¼a se arate c¼a exist¼a x0 2 R pentru care f(x0 + �) = f(x0).
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1.9.3 Proprietatea lui Darboux

Problema 14 Ar¼ataţi c¼a funçtia f : R! R dat¼a prin

f(x) =

�
sin 1x ; dac¼a x 6= 0
a; dac¼a x = 0

are proprietatea lui Darboux dac¼a şi numai dac¼a a 2 (�1; 1):

Problema 15 Fie f : [0; 1]! [0; 1] o funçtie continu¼a astfel încât f � f = f: De�nim

Ef := fx 2 [0; 1] j f(x) = xg :

(i) Ar¼ataţi c¼a Ef 6= ;;
(ii) Ar¼ataţi c¼a Ef este un interval;
(iii) G¼asi̧ti toate funçtiile cu propriet¼aţile de mai sus.

Problema 16 Fie f : (a; b) ! R o funçtie astfel încât pentru orice x 2 (a; b); exist¼a un interval
nedegenerat [ax; bx] astfel încât a < ax < x < bx < b astfel încât f este constant¼a pe [ax; bx].
(i) Ar¼ataţi c¼a imaginea lui f este cel mult num¼arabil¼a.
(ii) G¼asi̧ti toate funçtiile cu proprietatea lui Darboux care satisfac proprietatea de mai sus.

1.10 Limite, continuitate, PD la olimpiade

Problema 17 Fie funçtiile f; g : R! R, unde g(x) = 2f(x) + f(x2); pentru x 2 R:
a) Ar¼ataţi c¼a, dac¼a f este m¼arginit¼a într-o vecin¼atate a originii, iar g este continu¼a în origine,

atunci f este continu¼a în origine.
b) Daţi un exemplu de funçtie f , discontinu¼a în origine, pentru care funçtia g este continu¼a în

origine.
O.N.M. 2024, Etapa naţional¼a, P4

Problema 18 Fie funçtiile f; g : R ! R, unde f este continu¼a. Presupunem c¼a, pentru oricare
numere reale a < b < c, exist¼a un şir (xn)n�1 convergent la b pentru care exist¼a lim

n!1
g (xn) şi are

loc rela̧tia
f (a) < lim

n!1
g (xn) < f (c) :

a) Da̧ti un exemplu de astfel de funçtii, pentru care g este discontinu¼a în orice punct real.
b) Ar¼ataţi c¼a, dac¼a g este monoton¼a, atunci f = g:

O.N.M. 2024, Etapa judȩtean¼a, P4

Problema 19 Spunem c¼a o funçtie f : R ! R are proprietatea (P ) dac¼a oricare ar � un şir de
numere reale (xn)n�1 cu proprietatea c¼a şirul (f(xn))n�1 este convergent, rezult¼a c¼a şirul (xn)n�1
este convergent. Demonstraţi c¼a o funçtie surjectiv¼a cu proprietatea (P ) este continu¼a.

O.N.M. 2017, Etapa naţional¼a, P1
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