1 Limite, continuitate, proprietatea lui Darboux - clasa a XI-a

1.1 Elemente de topologie pe R

In dezvoltarea conceptelor de analizd matematicd vom utiliza diverse notiuni topologice, toate
acestea sprijinindu-se pe cea de vecindtate a unui punct. Vom da in cele ce urmeaza definitia
acesteia pe R gi vom enumera citeva proprietati de baza.

Definitia 1.1 Fie zp € R.

(i) Se numeste interval deschis centrat in xo un interval de forma (xg — €,209 + €), unde
e> 0.

(ii) O multime V C R se numeste vecindatate pentru ro € R daca exista € > 0 astfel incat
(xo —e,xz0+¢) C V.

Notam cu V(z) multimea tuturor vecinatatilor lui x.

Exemplul 1.2 Intervalul (0,2) este deschis, centrat in 1. Acest interval este vecindtate pentru
orice punct din (0,2), dar nu este vecindtate pentru 0 sau pentru 2.

Exemplul 1.3 Multimea numerelor rationale nu este vecindtate pentru niciun punct xg € Q
deoarece orice interval de numere reale contine si numere rationale, si irationale.

Teorema 1.4 Daca x,y € R gi x # vy, atunci existd o vecindtate U pentru x si o vecinatate V
pentru y astfel incat U NV = (.

Multimea vecinatatilor unui punct are urmatoarele proprietati.

Propozitia 1.5 Fie zg € R. Atunci:
(i) pentru orice V. € V(xg), xo € V;
(ii) orice supramultime a unei vecinatati pentru xq este de asemenea vecinatate pentru xo;
(iii) daca U g1V sunt doud vecinatali ale lui xo, atunci U NV este vecinatate a lui .
(iv) daca V este vecinatate pentru xo, atunci exista o vecinatate W pentru xg astfel incit V
este vecinatate pentru orice y € W.

1.2 Dreapta reala incheiata

Facem conventia de a adduga multimii R doud elemente care nu fac parte din R, notate cu 4+oo
si —oo. Multimea R U {—00, +00} 0 vom nota cu R si o vom numi dreapta reald incheiati sau
compactificata. Uneori vom nota, pentru simplitate, co in loc de +oc0.

Prelungim si operatiile algebrice din R la R, firs a fi insi definite peste tot:

rTH+oo=0c+z=00, VreR)\{-oo}

T+ (—00)=—0c0+x=-00, Vre€R)\{+oo}

00 T =1x-00=00, pentruz >0siz€cR

00-x=z-00=—00, pentruz <0sizckR.

Urmatoarele operatii sunt nedefinite (se mai numesc si nedeterminari):

0 oo 0

- - 0- 0, -, — 0%, 1%,
00+ (=00), (=00) 00, 000, 000, G —, oo 0,

Definitia 1.6 Numim wvecindatate a punctului +oo (respectiv —oo l orice multime V. C R care
contine un interval de forma (a,+o0] (respectiv [—o00,a)), unde a € R.



Conform acestei definitii, orice interval de forma (a,+0o0] este vecinitate a punctului +oco, in
timp ce orice interval de forrma [—o00, a) este vecindtate a punctului —oo.
1.3 Puncte interioare. Multimi deschise

Fie A C R si un punct z¢ € A.

Definitia 1.7 Un punct xg € A se numeste punct interior al muliimii A daca existd o vecindtate
V' a lui xg continuta in multimea A, adicd xg € V C A.

A spune cé x( este punct interior al lui A inseamnd ci A este o vecinitate a lui xg.

Definitia 1.8 Multimea punctelor interioare ale multimii A se numeste interiorul lui A si se
[¢]

noteazd cu int A sau A.

Evident interiorul lui A este continut in A, A C A.
Interiorul multimii vide este multimea vida.

Definitia 1.9 Multimea A se numeste multime deschisa daca este egala cu interiorul sau: A =
A, adica toate punctele sale sunt interioare.

Propozitia 1.10 (i) Orice reuniune (finita sau infinitd) de multimi deschise este o multime de-
schisa;
(ii) Orice intersectie finita de multimi deschise este o multime deschisa;

1.4 Puncte aderente. Multimi inchise

Definitia 1.11 Un punct o € R se numeste punct aderent al multimii A dacd in orice vecinatate
V' a lui xo exista cel putin un punct din A, (eventual numai xg, dacd xo € A), adica ANV # 0.

Definitia 1.12 Multimea punctelor aderente multimii A se numeste aderenta lui A sau inchiderea
lui A si se noteazi cl A sau A.

Orice zg € A este punct aderent al lui A, deoarece in orice vecinatate a lui zy se gidseste cel
putin punctul zg in A. Deci multimea A este continuté in inchiderea sa: A C A.
O multime poate avea puncte aderente care si nu-i aparting.

Propozitia 1.13 (Caracterizarea cu siruri) zo € A dacd si numai daca exista (a,) C A astfel
ncat a, — xg.

Definitia 1.14 O mulfime se numeste inchisa daca este egald cu aderenta sa.

Propozitia 1.15 (i) Orice reuniune finita de multimi inchise este o multime inchisa;
(ii) Orice intersectie (finita sau infinitda) de multimi inchise este o multime inchisa.

Observatia 1.16 Legatura dintre multimi deschise si inchise: o multime este inchisa daca §i nu-
mai dacd complementara sa este o multime deschisa.



1.5 Puncte de acumulare

Definitia 1.17 Un punct zo € R se numeste punct de acumulare al multimii A C R daca
orice vecindtate a punctului o contine puncte din A, diferite de xg. Cu alte cuvinte pentru orice
V e V(xo), avem V N (A\ {zo}) # 0.

Definitia 1.18 Multimea punctelor de acumulare ale multimii A se numeste multimea derivatd
asociata lui A si se noteazd A’.

Intuitiv, un punct g este punct de acumulare pentru o multime daca existd puncte din acea
multime diferite de xg, oricdt de aproape de xg. Calitatea unui punct de a fi punct de acumulare
pentru o multime nu se schimbi daci punctul respectiv se adaugs sau se scoate din multime. In
general, un punct de acumulare poate sa apartind sau sa nu apartina mul{imii respective.

Propozitia 1.19 (Caracterizarea cu siruri) zo € A’ daca i numai daca existd (a,) C A\ {xo}
astfel tncdt a, — xg.

Definitia 1.20 Un punct g se numeste punct izolat daca nu este punct de acumulare.

Propozitia 1.21 Multimile finite nu au puncte de acumulare.

1.6 Limite de functii
1.6.1 Definitie. Proprietati generale

Definitia 1.22 Fie A C R o multime nevida, f : A — R o functie si a € A’. Spunem ca functia
f are limita ¢ in punctul a, si notam

lim f(z) =¥, sau f(x) — ¢ pentru z — a,

daca pentru orice vecinatate V- € V({), exista o vecinatate U € V(a) astfel incat, pentru orice x din
U N A diferit de a, sa avem f(x) € V, sau, formalizat,

YV e V(£),3U € V(a) : fF(UNA\{a}) C V. (1.1)

Observatia 1.23 Punctul a nu trebuie sd aparting neapdrat mullimii A, insd trebuie sa existe
puncte in multimea A oricdt de apropiate de a, notiunea de limita exprimdnd intuitiv faptul ca,
atunci cdnd punctele din domeniul functiei se apropie de punctul a, atunci valorile functiei f in
aceste puncte se apropie oricdt de mult de punctul limita £.

Teorema 1.24 (Caracterizarea ¢ — ) Fie f: ACR - R gia € A, £ € R. Atunci f are limita
¢ in punctul a daca si numai daca

Ve > 0,30 >0,Ve € A\ {a}, |z —a| <d:|f(x) =4 <e. (1.2)

Teorema 1.25 (Caracterizarea cu siruri) Fie f : ACR - R gia € A', £ € R. Atunci f are
limita £ in punctul a dacd si numai daca

V(zn) C A\ {a}, 2y, — a implica f(x,) — L. (1.3)



Observatia 1.26 Uneori, una din relatiile (1.2), respectiv (1.3), se considera a fi definitia limitei
functiei f in punctul a, numite gi definitia ¢ —6 a limitei unei functii intr-un punct, respectiv
definitia cu siruri a limitei unet functii intr-un punct.

Teorema 1.25 ne permite sd ardtdm in anumite cazuri cd nu exista limita unei functii intr-un
punct. Mai precis, are loc urmatorul rezultat.

Corolarul 1.27 Daca existi (zy,), (u,) C A\ {a} astfel incit x, — a,u, — a, iar f(z,) —
O, f(uy) — la, cu by # Lo, atunci nu exista limita functiei f in punctul a.

Definitia 1.28 Fie f : A > R, A CR gia € A'. Spunem ca functia f are limita +o00 (respectiv

—00) in punctul a, daca pentru orice V- € V(+00) (respectiv V€ V(—o0)), exista U € V(a) astfel

incdt pentru orice x € UN A, x # a, are loc f(x) € V. In acest caz vom scrie lim f(x) = oo
r—a

(respectiv lim f(x) = —o0).

Teorema 1.29 Fie f : A — R, A C R gi a € A'. Atunci exista lim f(x) = +oo (respectiv
r—a

lim f(z) = —00), dacd si numai daca oricare ar fie > 0, exista 6. > 0, astfel incdt daca |x—a| < de,

r—a

x €A, x#a areloc f(x) > e (respectiv f(z) < —¢).

Definitia 1.30 Fie f: A — R, A C R, astfel incat +oo (respectiv — 00) este punct de acumulare
pentru A. Spunem ca elementul ¢ € R este limita functiei f in punctul +oo (respectiv —oc), daca
pentru orice V€ V({), exista U € V(+00) (respectiv U € V(—o00)) astfel incat pentru orice x €
UNA, are loc f(x) € V. In acest caz vom scrie xll}rfoof(m) = { (respectiv Ili)lzloof(a:) =)

Teorema 1.31 Fie ¢ € R, f : A — R,/ A C R, astfel incit oo (respectiv —oc) este punct de
acumulare pentru A. Atunci exista lim f(x) = £ (respectiv lim f(x) = £) dacd si numai daca
LT—00 T——00

oricare ar fi e > 0, exista § > 0, astfel incit daca x > & (respectivxz < —§), x € A are loc
|f(z) — ¢ <e.

Definitia 1.32 Fie f: A — R, A C R, astfel incit +oo (respectiv — 0o) este punct de acumulare
pentru A. Spunem ca limita functiei f in punctul +oo (respectiv —oo ) este +00, daca pentru orice
VeV (+o00), exista U € V (+00) (respectivU € V (—00)) astfel incdt pentru orice x € U N A, are
loc f(z) € V. In acest caz vom scrie mlinolof (x) = 400 (respectiv wgmoof () = +00).

Teorema 1.33 Fie f : A — R, A C R, astfel incit +oo (respectiv —oc0) este punct de acumulare
pentru A. Atunci existd lim f (z) = +oo (respectiv lim f(z) = oo) daca si numai daca oricare
Tr— 00 T——00

ar fi e > 0, exista d: > 0, astfel incit daca x > 0. (respectivx < —0:), x € A are loc f(x) > e.

Teorema 1.34 Fie f,g: A - R, ACR, a € A gi existd lim f(x) = +o00 (respectiv limg(x) =
r—a r—a

—00). Dacd exista U € V(a) astfel incat oricare ar fix € UN A, x # a, f(x) < g(z), atunci exista
limg(xz) = 400 (respectiv lim f(x) = —00).
r—a T—a

Teorema 1.35 Fie f : A — R, A C R astfel incit +oo (respectiv —oo) este punct de acumulare
pentru A. Spunem ca dreapta y = ¢, £ € R, este asimptotd orizontald la +0o (respectiv —oo) pentru
functia f daca exista lim f(x) =€ (respectiv lim f(x) =1¢).

T—00 T——00
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Definitia 1.36 Fie f : A — R, A C R astfel incit +oo (respectiv —o0) este punct de acumulare

pentru A. Spunem ca dreapta y = mx+n, m,n € R, m # 0, este asimptota oblica la +00 (respectiv

—00) pentru functia f, daca exista lim |f(x) —mx —n| =0 (respectiv lim |f(x) —mz—n|=0).
r—00 Tr——00

Teorema 1.37 Fie f : A — R, A C R astfel incit +oo (respectiv —oo) este punct de acumulare
pentru A. Dreapta y = mz +n,m,n € R, m # 0, este asimptotd oblica la +oo (respectiv —oo)

pentru functia f daca si numai dacd exista lim /@) =m gi lim (f(x) — mz) = n (respectiv
r—00 T T—00
lim /) =m gi lim (f(z) —mz)=mn).
r——00 I T——00

Definitia 1.38 (i) Spunem ca dreapta x = a este asimptota verticala la stanga (respectiv dreapta)
pentru functia f: A — R, ACR, a € A (a € AY) dacd existd lim f(x) = +oo sau —oo (respectiv
r>a
lim f(z) = +o0 sau —oc).
r<a
(11) Spunem ca dreapta x = a este asimptota verticald pentru functia f: A - R, ACR, a€ A
dacad ea este asimptotd verticald la stdnga sau asimptotd verticald la dreapta pentru f.

Observatia 1.39 Avem urmdatoarele limite fundamentale:
(i) lim (14 1)7 =¢;
T—00 1
(i) lim (14 z)= = ¢;
z—0

In(1
(iii) hr%m =1;
T— T
€T
-1
(iv) lim =1Ina,a > 0;
z—0 T
sin
li =1;
(v) lim - ;
) 1e gxr
lim —=— = 1;
() e =
foit) i L
Tr— X
t
(viii) lim AT _ 1,
T— x
|
(iz) lim 2T 0;
T—00 ngj
(z) im - =0,neN, a> 1.
r—o00 q%
(xi) lim lnx = +oc; lir%lnx = —00;
(xit) xlirglo arctgx = m/2; mggloo arctgx = —m/2;
i1t lim tgax = +o0; lim tgr = —o0.
( )xﬂﬂ/2,x<7r/2 & r—m/2,x>7/2 &

Observatia 1.40 FEliminarea nedeterminarilor se face, de obicei, astfel:
0
(i) Cazurile 0’ :l:ﬁ se elimina fie folosind limitele fundamentale, fie cu requla lui L’Hoépital.
00
0 +
(ii) Cazurile 0-00,0-(—00) se reduc la cazurile 0’ iﬁ astfel: fie f,g: A — R, a € A, astfel incat
00
existd lim f(z) = 0, limg(x) = oco(—o0) i exista U € V(a) astfel incat, f(z) # 0,g(x) # 0, Vo €
r—a r—a



)

U\ {a}; putem scrie f(x)g(x) = —5—= si astfel nedeterminarea data se reduce la o nedeterminare
0 e)

— sau f(z)g(x) = @ §t vom obtine o nedeterminare x>,

0 i) 00

(111) Cazul oo — oo se reduce, de obicei, la cazul 0-oco astfel: fie f,g: A — R, a € A', astfel incat
exista lim f(z) = oo, limg(x) = oo gi exista U € V(a) astfel incat f(x) # 0,Vz € U \ {a}; putem

r—a

serie (f(z) —g(z)) = f(z)(1 — ?22) Daca ;gl}jcix; = 1, atunci nedeterminarea data se reduce la
o nedeterminare 0 - 0o; dacd iﬂm > 1(< 1), atunci ;llg};(f(x) —g(z)) = —oo(+00).

(iv) Cazurile 0°,00° se reduc la cazul 0 - co astfel: fie f,g: A — R, a € A', astfel incat exista
hmf( ) =0 (+00), hmg( ) =0 i e-zista U € V(a) astfel incat f(x) > 0, Ve € UNA\{a}. Putem
scrie f(z)9(®) = e9(® )lnf( ) gi limita de la exponent este o nedeterminare 0 - (—o0) (respectiv 0 - 0c).

(v) Cazul 1%° se reduce tot la cazul 0 - oo fie prin metoda de la punctul ), fie astfel: daca
f,9: A— R, ae A, astfel incdt existi limf(a:) =1, limg(a:) =00 g1 exista U € V (a) astfel incat

, flx) # 1, Vo € U\{a} atunci vom scrie f(x)9®) = {1 + (f(z) — 1)]ﬁ}g(x)(f(x)*1). Avem
ilir{ll[ + (f(x) — 1)]f<w> 1 =e, iar ;Erég( x)(f(x) — 1) este o nedeterminare 0 - oo.

1.6.2 Limite laterale
Definitia 1.41 Fiea € R si A CR. Vom nota

Ag =AN(—00,a], Ag=AN]a,0).

Punctul a se numeste punct de acumulare la stdnga (respectiv dreapta) pentru A daca este
punct de acumulare pentru multimea As (respectiv Ag). Vom nota multimea punctelor de acumulare
la stanga (respectiv dreapta) cu Al (respectiv Al)). Cu alte cuvinte,

ac A, & VV eV(a),(VNA)\{a} #0
< Vr>0,(a—r,a+r)NAN(—oco,a)
< Vr >0,(a—r,a)NA#0.

Analog,
a€ A, &Vr>0,(a,a+r)NA#D.

Definitia 1.42 Fie f: ACR — R.

(i) Dacd a € A, spunem ca elementul {5 € R este limita la stanga a functiei f in punctul a
daca pentru orice vecinatate V- € V({s) exista U € V(a), astfel incat daca x € (U N As) \ {a}, are
loc f(x) € V. In acest caz vom scrie lim f(z) = {s sau li}n f(z) = 4s.

- z/a
r<a
(it) Daca a € Al;, spunem ca elementul {5 € R este limita la dreapta a functiei f in punctul

a daca pentru orice vecinatate V€ V(lg) exista U € V(a), astfel incit daca v € (U N Ag) \ {a},
are loc f(x) € V. In acest caz vom scrie lim f(z) = {4 sau li{n f(x) =4Ly.
= z\a

rx>a



Teorema 1.43 (i) Fie f : ACR — R gia € A.. Atunci f are limita la stdnga in a egald cu s
daca i numai daca

V(xn) C As \ {a} crescator, convergent la a, avem ca f(x,) — Cs. (1.4)

(i) Fie f : ACR — R sia € Al,. Atunci f are limita la dreapta in a egald cu lq dacd gi numai
daca
V(xn) C Ag\ {a} descrescator, convergent la a, avem ca f(x,) — L. (1.5)

Are loc urmatoarea caracterizare a limitei unei functii prin intermediul limitelor laterale.

Teorema 1.44 Fie f: ACR — R gia € A,NA). Atunci f are limita in punctul a dacd §i numai
dact existd limitele la stanga gi la dreapta in punctul a i sunt egale. In acest caz,

lim f(2) = lim f(x) = lim /().
rx<a r>a

1.6.3 Proprietati ale functiilor cu limita

Vom discuta in cele ce urmeaza diverse proprietati care apar in acest cadru al functiilor care au
limita.

Definitia 1.45 Fie ACR si B C A. O functie f : A C R — R se numeste marginitd pe B daca
multimea

f(B):={yeR|3zeB: f(z)=y}={f(z) |z € B}
este marginita. Cu alte cuvinte, f este marginita pe B daca exista r > 0 astfel incat f(B) C (—r, 1)
sau, echivalent, daca exista r > 0 astfel incdt |f(x)| < r pentru orice x € B.
Multimea f(A) ={yeR |3z € A: f(x) =y} se va nota uneori cu Im f §i se va numi imaginea
functiei f. In cazul in care o functie este marginitd pe intrequl sdu domeniu de definitie, se va numi
simplu marginita.

1
Exercitiul 1 Functia f : (0,00) — R, f(z) = — nu este marginita deoarece, dacid am presupune
x
1
cd existd r > 0 astfel incat |f(z)| < r pentru orice z € (0,00) ar rezulta c& — < x pentru orice
r
1
x € (0,00). Luand z := = € (0,00), obtinem in mod evident o contradictie.
T
Teorema 1.46 Fie f : A C R — R o functie si a € A'. Daca exista lim f(x) = £ € R, atunci
r—a
exista U € V(a) astfel incat f sa fie marginita pe (U N A) \ {a}.

Teorema 1.47 Fie f : ACR — R,a € A'. Daci existd lim f(x) = ¢, £ > 0 (respectiv £ < 0),

r—a

atunci exista U € V(a) astfel incat pentru orice x € (U N A)\ {a}, are loc f(z) > 0 (respectiv
f(z) <0).

Teorema 1.48 Fie f,g : A C R — R gia € A'. Daca exista ¢ € R §i U € V(a) astfel incat
|f(x) —¢| < g(z) pentru orice v € (UNA)\{a} gi limg(x) =0, atunci ezistd lim f(z) = £.
r—a T—a



Teorema 1.49 (i) Fie f,g : A C R — R, a € A’ astfel incat existd il_r%f(w) =/ € R si
limg(x) = ¢2 € R. Dacd exista U € V(a) astfel incat pentru orice x € (U N A)\ {a} si avem
j“?xa) < g(z), atunci t1 < lo.

(i) Fie f : ACR - R, a € A,a,8 € R astfel incdt exista lim f(x) = ¢ € R. Dacd existi
U € V(a) astfel incat pentru orice x € (U N A) \ {a} sa avem a < ??;) < B atunci a < 0 < 3.

Teorema 1.50 Fie f,g: ACR — R,a € A'. Daca lim f(z) = 0 gi exista U € V(a) astfel incdt g

r—a
este marginita pe U, atunci exista lim (f - g)(z) = 0.
r—a

Rezultatul urmator se refera la calculul limitelor in cazul compunerii de functii.

Teorema 1.51 Fie ACR,B CR,a€ A'be B i funcliile f : B— R, g: A — B\ {b}. Daca
linr%7 fly) =€ gi lim g(x) = b, atunci
y— T—a

lim (f o g)(z) =¢.

r—a

Observatia 1.52 Ipoteza g : A — B\ {b} este esentialt in teorema de mai sus. Intr-adevir, si
consideram functiile f,g: R — R date prin

|1, dacay #0, . B
f(y)—{ 0, daciiy =0 gt g(x) =0 Vo € R.

Sa luam a =b=0. Avem liII(l) fly)=1gi lin% g(z) = 0. Functia fog:R — R este data prin
y— r—

(feog)(x) = flg(x)) = f(0) =0, Yz € R.
Asadar, lim(f o g)(z) =0 # 1 = lim f(y).

Putem arata rezultate referitoare la operatii cu limite de functii. Demonstratia se va real-
iza folosind, in fiecare situatie in parte, caracterizarile cu siruri formulate anterior. Astfel, con-
siderand f,g : A C R — R si @ € R, putem defini functiile f + g, af, f-g : A — R,

ch:A\{xeA|g(m):0}—>R,fgzDCA—>Rprin

(f +9)() = f(x) +g(x),
(af)(x) :==a- f(x)
(f-9)(x) = f(z)-g(x), (1.6)
f flz) .
<g) @)= ©

pentru fiecare x din domeniul de definitie al fiecdrei functii.

Teorema 1.53 Fie functiile f,g: ACR - R, a € R gia € A'. Presupunem ca exista lim f(z) =

r—a

l € ﬁ, lim g(m) =/{y € R.



(i) Daca suma €1+ 0a a limitelor are sens, atunci functia f+ g are limitda in a gi are loc relatia:
lm (f + g)(z) = 1 + ¢2 = lim f(z) + limg(x)
T—a T—a r—a

(caz exceptat: una dintre limitele (1,05 este egala cu +oo, iar cealaltd cu —o0).
(ii) Functia aof are limita in a si au loc relatiile:

lim(af)(z) =a- -l =a- lim f(z), daca o # 0,
lim(af)(z) =0, dacd a = 0.

(#ii) Daca produsul €1 - by al limitelor are sens, atunci functia f - g are limita in a gi are loc
relatia:
lim(f - g)(z) =41 - la = lim f(z) - limg(x)
r—a T—a

r—a
(cazuri exceptate: una dintre limitele {1, este egala cu 0, iar cealaltd este +00 sau —o0).
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(iv) Daca raportul L4l limitelor are sens gi exista U € V(a) astfel incat functia S este bine
g

lo

definita pe (U N A)\ {a}, atunci functia / are limita in a gi are loc relatia:
)

I f b :}«%f(x)
= (g) =% = g

(cazuri exceptate: by =0, sau ambele limite {1,y sunt infinite).
(v) Daca %2 are sens gi exista U € V(a) astfel incat functia f9 este bine definita pe (UNA)\{a},
atunci functia f9 are limita in a gt are loc relatia:

lim g(z)

lim (f7) () = €2 = (lim f() )

(cazuri exceptate: (£1,02) = (0,0), (¢1,¢2) = (+00,0), (¢1,42) = (1,+00)).

Teorema 1.54 (Limitele functiilor monotone) Fie f: A C R — R monotona si a € A’ NR.
Atunci existd limitele laterale %ILT}L f(x) =L, %13% f(x) = Ly, finite sau infinite.

r<a r>a

Observatia 1.55 Sa observam ca dacd in cadrul teoremei anterioare avem cd a € A, atunci lim-
itele laterale in a sunt finite. Acest lucru se intdmpla deoarece, daca se considerda spre exemplu
functia f crescatoare gi un gir crescator (x,) C A\ {a} astfel incit x,, — a, atunci sirul crescator
(f(xy)) are proprietatea ca f(x,) < f(a) Vn € N, deci limita acestuia, egala dupa cum am vazul cu
ls, are proprietatea s < f(a) € R. Cum girul (f(x,)) este crescator, el nu poate avea limita —oo
in mod evident. Am aratat deci ca £s € R. Pentru £y € R demonstratia este analoaga. In cazul in
care f este descrescatoare, rezultatul se pastreazd cu modificar: evidente.



1.7 Continuitate
1.7.1 Definitie. Proprietiti generale

Definitia 1.56 Spunem ca functia f : A C R — R este continud in punctul a € A dacd pentru
orice vecinatate V- € V(f(a)), exista o vecinatate U € V(a) astfel incat, pentru orice x din U N A,
sa avem f(x) € V, sau, formalizat,

YV € V(f(a)),3U € V(a) : fFUNA) C V. (1.7)

Daca functia f nu este continua in punctul a € A, vom spune cd f este discontinud in
punctul a, sau ci a este un punct de discontinuitate pentru functia f.

Vom spune ca functia f este continud pe o multime B C A daca [ este continud in orice
punct x € B.

Observatia 1.57 Remarcam mai intdi faptul ca notiunea de continuitate, spre deosebire de cea de
limita, nu are sens decit pentru punctele multimii A, domeniul de definitie al functiei f.

Observatia 1.58 De asemenea, sa observam ca, daca a este un punct izolat al multimii A, atunci
functia f este continud in a. Intr-adevar, in acest caz existda U € V(a) astfel incit UN A = {a}.

Atunci, f(UNA) ={f(a)} CV, pentru orice V€ V(f(a)).

Asadar, problema continuititii se va pune doar in punctele de acumulare ale multimii A. Ex-
aminand definitia de mai sus, observam similitudinea cu definitia limitei unei functii intr-un punct,
ceea ce ne permite enuntarea urmatoarei teoreme de caracterizare.

Teorema 1.59 Fie f: ACR — R gia € A NA. Atunci f este continud in a dacd si numai dacd
exista lim f(z) = f(a).
T—a

Teorema 1.60 (Caracterizarea ¢ — ) Fie f: ACR — R gi a € A. Atunci f este continud in
punctul a dacd si numai daca

Ve>0,30 >0,Ve € A, |z —a| <§:|f(x) — fla)] <e. (1.8)

Teorema 1.61 (Caracterizarea cu siruri) Fie f: ACR — R gia € A. Atunci f este continud
in punctul a daca st numai daca

Y(zn) C A,z — a implica f(zyn) — f(a). (1.9)

Observatia 1.62 Uneori, ca in cazul limitei, una din relatiile (1.8), respectiv (1.9), se considera
a fi definitia continuitatii functiei f in punctul a, numite si definitia € — § a continuitatii unei
functii intr-un punct, respectiv definitia cu siruri a continuitatii unei functii intr-un
punct.

Teorema 1.63 (Carcterizarea continuitatii globale) Fie functia f : R — R. Atunci urma-
toarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este continua pe R;

(ii) pentru orice multime deschisd D C R, avem ca f~1(D) este multime deschisa in R;

(iii) pentru orice multime inchisa F C R, avem ci f~1(F) este multime inchisd in R.
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Teorema 1.64 Daca f: A\ {a} =R, ACR, a€ A gierista lim f(x) = ¢ € R, atunci functia
T—a

L, r=a

- _{ﬂm,xeA\m}

este continud in a (f se numegte prelungirea prin continuitate a functiei f).

sinx

Exemplul 1.65 Functia f: R\ {0} — R, f(z) =
deoarece 0 € (R \ {0}) si exista liH(l) fx)y=1€eR.
T—

se poate prelungi prin continuitate in 0,

1.7.2 Continuitate laterala. Discontinuitati

Asemandtor cu cazul limitelor de functii, pentru a putea vorbi de continuitate laterald, avem nevoie
de functii de variabila reala.

Definitia 1.66 Fie f: ACR —> R gia € A.

(i) Spunem ca f este continud la stdnga in a daca pentru orice V€ V(f(a)), exista U € V(a)
astfel incat daca x € U N Ag, sa avem f(x) € V.

(ii) Spunem ca f este continud la dreapta in a daca pentru orice Ve V(f(a)), exista U € V(a)
astfel incat daca x € U N Ag, sa avem f(x) € V.

Tinadnd seama de definitia de mai sus si de definitiile limitelor laterale, deducem ugor urmatoarea
teorema de caracterizare a continuitatii laterale.

Teorema 1.67 Fie f: ACR — R gia€ A.
(i) Daca a € AL, atunci [ este continud la stdnga in a dacd si numai daca exista lim f(z) =

r<a
f(a).
(it) Daca a € A}, atunci [ este continud la dreapta in a daci §i numai dacd existd lim f(z) =
r>a

f(a).

De asemenea, se poate formula o caracterizare a continuitatii laterale prin intermediul sirurilor.

Teorema 1.68 Fie f: ACR—R gia€ A
(i) Dacia a € Al, atunci f este continud la stdnga in a dacd gi numai daca

V(zyn) C As crescator, convergent la a, avem ca f(x,) — f(a).
(it) Daca a € A}, atunci f este continud la dreapta in a daca st numai dacd
V(x,) C Aq descrescator, convergent la a, avem ca f(xz,) — f(a).

Tin&dnd cont de caracterizarea limitei prin intermediul limitelor laterale, obtinem de asemenea
urmatorul rezultat.

Teorema 1.69 Fie f: ACR - R siae ANA'. Atunci f este continud in a dacd $i numai dacd
f este continud la stanga si la dreapta in a.
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Notiunile de limite laterale ne permit de asemenea, clasificarea punctelor de discontinuitate in
mai multe categorii.

Definitia 1.70 Fie f : A C R — R gi a € A punct de discontinuitate pentru f. Punctul a se
numegte punct de discontinuitate de specia I daci exista limitele laterale in a §i sunt finite.
In caz contrar vom spune ci a este punct de discontinuitate de specia a II-a.

Teorema 1.71 Dacd f: A CR — R este o functie monotona, atunci f poate avea doar disconti-
nuitati de specia I.

1.7.3 Proprietati ale functiilor continue

Teorema 1.72 (Compunerea functiilor continue) Fie A C R, B C R si functiile f : A — B,
g: B—R.
(i) Daca f este continua in a € A, iar g este continud in f(a), atunci go f este continud in a.
(ii) Daca f este continua pe A, iar g este continud pe B, atunci g o f este continua pe A.

Teorema 1.73 (Operatii cu functii continue) Fie a € R gi functiile f,g : A C R — R con-
tinue pe A. Atunci:

(i) f+ g, \f sunt functii continue pe A;

(ii) f - g este continud pe A;

(iii) f este continua pe multimea A\ {x € A | g(x) = 0};
g
() | f], min(f, g), max(f,g) sunt functii continue pe A.

Teorema 1.74 Fie f : A C R — R o functie si a € A. Daca f este continua in a, atunci exista
U € V(a) astfel incat f sa fie marginita pe U N A.

Teorema 1.75 (Pastrarea semnului) Fie f: ACR — R,a € A. Daca f este continua in a i
f(a) > 0 (respectiv, f(a) <0), atunci exista U € V(a) astfel incdt pentru orice x € U N A, are loc
f(z) >0 (respectiv f(z) <0).

Teorema 1.76 Daca A C R este o mullime compacta si f : A — R este continud, atunci f(A)
este compacta.

Teorema 1.77 (Weierstrass) Daca f: A C R — R este continua gi A este o multime compacta,
atunci f este marginita pe A si isi atinge marginile: exista a,b € A, astfel incat sup f(z) = f(a) i

€A
int [(2) = f(0).

1.8 Proprietatea lui Darboux

Functiile continue pe un interval au proprietatea importanta ca nu pot trece de la o valoare la alta
fard a trece prin toate valorile intermediare, adicd dacd iau doua valori diferite atunci iau toate
valorile cuprinse intre ele. Aceastd proprietate a functiilor continue se numeste proprietatea lui
Darboux.

Definitia 1.78 O functie f definita pe un interval I are proprietatea lui Darboux dacad, oricare
ar fi punctele a,b € I, a < b, gi oricare ar fi numarul X\ cuprins intre f(a) i f(b), exista un punct
¢y cuprins intre a i b astfel incdt f(cy) = A
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Altfel spus, f : E — R are proprietatea lui Darboux pe E daca gi numai dacd imaginea oricarui
interval I C F prin functia f este un interval.

Teorema 1.79 Fie f : E — R. Daca f are proprietatea lui Darboux pe intervalul I C E, atunci
f(I) este un interval.

Teorema 1.80 (Cauchy) Fie f : [a,b] — R, continua, astfel incat f(a)- f(b) < 0. Atunci exista
c € (a,b) astfel incat f(c) = 0.

Ca o consecintd a acestei teoreme avem urmatoarea proprietate: daca o functie este continua
pe un interval si nu se anuleaza pe acel interval, atunci pastreaza acelagi semn pe interval. Aceasta
proprietate este un instrument puternic in rezolvarea unor inecuatii.

Conditia ca functia sa fie definitd pe un interval este esentiald. Dacéa functia este definitd pe o
multime care este o reuniune de intervale disjuncte, este posibil ca functia sa ia valori diferite, dar
sa nu aiba nici o valoare intermediara.

—1, dacd x <0,
1, dacaz >0,
ei de definitie, ia numai valorile —1 si 1 si nu mai ia nicio valoare intermediara.

este continud pe domeniul

Exemplul 1.81 Functia f: R\ {0} — R, f(z) = {

Teorema 1.82 Orice functie continud pe un interval are proprietatea lui Darbou.

Teorema 1.83 Fie I C R un interval st f : I — R. Daca f are proprietatea lui Darboux, atunci
f poate avea numai discontinuitati de specia a Il-a.

Observatia 1.84 Proprietatea lui Darboux nu este caracteristicd numai functiilor continue.

Darbouz o dat un exemplu de functie care are aceastda proprietate i care nu este continud in
nict un punct. Dam un exemplu simplu de functie discontinua intr-un punct i care are proprietatea
lui Darboux:

.1 o
FIRDR, f(z)= sm;, dacd x # 0,
0, daca x = 0.

Teorema 1.85 Fie I C R un interval. Dacd f : I — R este injectivd si continud, atunci f este
strict monotond pe I.

Teorema 1.86 Fie I C R un interval, f : I — R o functie continua i J = f(I). Atunci f este
bijectivi de la I la J dacd si numai dacd este strict monotond. In acest caz, f~1: J — I este strict
monotona §i continud.

Observatia 1.87 Prin intermediul teoremei anterioare, putem arata continuitatea inverselor prin-

cipalglor functii elmnemfarej Spre exemplu, deoarece functia tg : (—g, g) — R efste bijectivé st
continuda, putem deduce ca inversa sa, arctg : R — (—g, g) este strict crescatoare i continua.
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Figure 1: Graficul functiei f

/4
—

1.9 Probleme
1.9.1 Limite

Exercitiul 2 Sa se calculeze limitele:

o4 bx? 44— 4 o —bhxt 4322
1. lim . 2. lim
w2 x2+53§+6 z—oo  4rt4x+1
x°+1 r—1
3. I . 4. lim ——-——.
a:—1>r—noo —623 =322 —x + 2 :cLoo:L‘2+5:L‘—3
o 42343 . 234322431
5 lim ——. 6. lim
z——o00 2x° + 4 T—00 Tx+1
3 5m27§
3x° +2x+ 3\ —*t+
7 ZEIPOO( z? =3z +5+ ) 8 zErPoo 3x3 + a2 +1
te(t — i i
9. lim zln(Va?+2z+7+z). 10. lim 8(tg ) SI.D(SIMU)-
T——00 z—0 tgx —sinx
In(1 zlnx
1. Lim (Il(*"f)> . 12. lim (\/§tgm)tg3x.
T—00 Inz z—%

Exercitiul 3 Calculati limitele laterale ale urmatoarelor functii in punctele precizate:

(i) f(x) = e+ in 1; (z) =z [X] in 0; (iii) f(z) = m in 0si 2;
(iv )f(x)—lmszm%,()f() o m0sil.
—3+3%

Exercitiul 4 Sa se determine numerele reale a, b, ¢ astfel incat sa fie verificate relatia:

lim zln(va?+4bx+c+ax)=>5.

r——00

Exercitiul 5 Si se arate ca functiile urméatoare nu au limita in punctele specificate:
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o1
sin —, in g = 0.

L f(a) = sin
2. f(z) = cosz, la 4-00.

Exercitiul 6 Determinati asimptotele functiei f : (—oo,1) = R, f(x) = T
z —

Problema 1 Fie f, g : (0,00) — R doud functii astfel incat lim, ot g(z) = 0 si existd a > 0 si
m, M > 0 astfel incat m < % < M pentru orice x > 0 dintr-o vecindtate a originii. Sa se arate
ci dac alim,_o4 g(x) Inz = v atunci lim,_gy f(2)9*) = €7 (considerim et = oo si e~ = 0).
Ca aplicatie, sa se calculeze
1 x

lim <2 sin /x + v/ sin ) .

z—0+ x
Problema 2 Fie f : [0,00) — R astfel incat pentru orice a > 0, lim, ., f(a + n) = 0. Este
adevirat cd exista lim, .o f(2)?

Problema 3 Fie f : [0,00) — R astfel incat pentru orice a > 0, lim,,_. f(an) = 0. Este adevarat
ca exista limg o0 f(x)?

Problema 4 Fie f:[0,00) — R astfel incat pentru orice a > 0, b > 0 lim,,_,oo f(a + bn) = 0. Este
adevirat cd exista limg_o0 f(2)7

1.9.2 Continuitate

Exercitiul 7 Si se studieze continuitatea functiilor. In caz de discontinuitate, precizati tipul
acesteia:

1
xcos;, x#0

1. f:R—R, f(:):):{ 0 a0
In(1 + arctg 3x) .

- <0
3 sin 2x
2fR—>R, f(:B): §,$:0
5sin(3x2) -1
L 23>0
1‘;5 1—cos2z  ©
) 2t 2eQ
3. f:R—R, f(x)—{x_i_G?xeR\Q.
Exercitiul 8 Studiati continuitatea functiilor:
(i) f: R —= R,
nx
f(z) = lim c_tr

n—oo eNT 4 17

(i) f:]0,00) — R,

f(z) = lim

n—oo x™ 4+ 1"

Problema 5 Gasiti toate functiile continue f : R — R astfel incat pentru orice z € R sa avem

f(@) + f(22) = 0.
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Problema 6 Fie f : (0,1) — R o functie continui astfel incat f2(z) = 1 pentru orice x € (0, 1).
Ardtati cd f = 1sau f = —1.

Problema 7 Fie f : R — R o functie continua astfel incat

1
f <r + ) = f(r), VreQ,VneN".
n
Aratati ca f este constanta.

Problema 8 Fie (a;,) un sir de numere strict pozitive, a,, — 0. Fie f : R — R continud astfel incat
f(x 4+ a,) = f(x) pentru orice x € R si orice n € N. S se arate cd f este o functie constanta.

Problema 9 (a) S& se arate ca nu existd f : [0,1] — (0,1) continud si surjectiva.
(b) Dati exemplu de o functie f : (0,1) — [0, 1] continud si surjectivi. Ardtati cd o asemenea
functie nu poate fi injectiva.
Problema 10 Fie K C R o multime compacta si f : K — K cu proprietatea ca
[f(@) = fW)l <lz—yl|, Yo,y € K,z #y.

S& se arate cd f are punct fix unic.

Problema 11 Studiati continuitatea functiei f : R — R data prin

l,x:%, m € Z,n € Z*, (m,n) =1

f(x):{ 8, z € R\ Q.

Problema 12 Fie f: R — R\{0} o functie astfel incat f(2024) =1 — f(2023) si

L+ f(z1)  flx2) flxs) .. f(zn)
flx) 1+ f(z2)  flzs) ... flzn)
f(x1) flx2) 1+ f(z3) ... flwa) | =0,
fa)  f) fam) . L+ fa)
unde z1, T2, 3, ..., T, sunt numere reale diferite, iar n este un numar natural. Ardtati cd f nu este

continua.

Problema 13 f : R — R o functie continud, periodicd de perioada 1 (adicd f(z + 1) = f(z),
Vz € R).

(i) S& se arate ci f este marginita si isi atinge marginile.

(ii) Sa se arate ca existd ¢ € R pentru care f(zo+ m) = f(zo).
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1.9.3 Proprietatea lui Darboux
Problema 14 Aratati ca functia f : R — R datd prin

" o

o= { b e

are proprietatea lui Darboux daci gi numai dacd a € (—1,1).

Problema 15 Fie f:[0,1] — [0,1] o functie continua astfel incat f o f = f. Definim
Es:={x€0,1]| f(z) =x}.

(i) Aratati ca Ef # 0;
(ii) Ardtati cd Ef este un interval;
(iii) Gasiti toate functiile cu proprietétile de mai sus.

Problema 16 Fie f : (a,b) — R o functie astfel incat pentru orice x € (a,b), existd un interval
nedegenerat [ay, by] astfel incat a < a, < x < b, < b astfel incat f este constanta pe [az, by].

(i) Aratati ca imaginea lui f este cel mult numarabila.

(ii) Gasiti toate functiile cu proprietatea lui Darboux care satisfac proprietatea de mai sus.

1.10 Limite, continuitate, PD la olimpiade

Problema 17 Fie functiile f,g: R — R, unde g(z) = 2f(z) + f(2?), pentru = € R.
a) Ardtati cd, dacd f este marginitd intr-o vecindtate a originii, iar g este continud in origine,
atunci f este continua in origine.
b) Dati un exemplu de functie f, discontinua in origine, pentru care functia g este continud in
origine.
O.N.M. 2024, Etapa nationala, P4

Problema 18 Fie functiile f,g : R — R, unde f este continud. Presupunem c&, pentru oricare
numere reale a < b < ¢, existd un gir (z,),>1 convergent la b pentru care existd lim g (z,) si are
- n—oo

loc relatia
fla) < lim g (z,) < f(c).

a) Dati un exemplu de astfel de functii, pentru care g este discontinud in orice punct real.
b) Aratati cd, dacd g este monotond, atunci f = g.
O.N.M. 2024, Etapa judeteana, P4

Problema 19 Spunem ci o functie f : R — R are proprietatea (P) daci oricare ar fi un sir de
numere reale (x,),>1 cu proprietatea ca sirul (f(z,))n>1 este convergent, rezulta ca sirul (2,)n>1
este convergent. Demonstrati cd o functie surjectiva cu proprietatea (P) este continud.

O.N.M. 2017, Etapa nationald, P1
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