1 Siruri de numere reale - clasa a XI-a

Definitia 1.1 Un gir de numere reale este o functie f : N — R. In acest caz f(n) = x,, i notim

sirul prin (Tn), oy sau (Tn) -
T, se numeste termenul de rang n al sirului. xg,x1,%2,T3,... S numesc termenii girului.

Definitia 1.2 Fie f : N — R un gir. Se numeste subgir restrictia lui f la o submultime numarabila
N1 CN.

Observatia 1.3 Pentru orice gir (z,) de numere reale, un subsir al sau va fi dat prin
Yk = Tp,,, VEk €N,

unde (ny) este un gir strict crescator de numere naturale.
Deoarece ny, este un gir strict crescator de numere naturale, se arata imediat ca ny > k,Vk € N.
Pentru ny, = k pentru orice k € N subsirul x,, coincide cu sirul xj,.

1.1 Modalitati de definire a unui sir

I. Siruri definite prin formula termenului general z,.

n+1
n2

Ty = ,n>1.

II. Siruri definite printr-o relatie de recurenta: un termen al sirului se exprimd in functie de k
termeni anteriori, £ > 1. In acest caz trebuie precizati si primii k termeni ai girului.

Tnt1 = VIt a,n> 1o =vV2(k=1);
Tnt2 :xi—3xn+1+2,n >0,z0=1,71 =2(k=2);
To = T, Tn+1 = Tp + 1, numerele z,r € R date (progresie aritmetica);

Ty = T, Tpt+1 = Tpg, numerele z,q € R date (progresie geometrica).

III. Siruri definite descriptiv.

1 =1,20=11,...,z, = 11...1.

n

Putem descrie astfel: fiecare termen se scrie cu ajutorul cifrei 1 si numarul cifrelor de 1 este
egal cu rangul termenului.

1.2 Siruri monotone

Definitia 1.4 Un sir (z,,),,cy se numeste:
a) crescator daca T, < Tp41, pentrun € N, sau, echivalent,

2o <w1 < ... <Xy < Tp-1 <.
b) strict crescator daca v, < Tpt1, pentru n € N, sau, echivalent,

o<1 < ... <Tp < Tp-1 < ..



¢) descrescator daca x, > Ty41, pentru n € N, sau, echivalent,

T > T1 > . 2Ty 2 Tyl > ...

d) strict descrescator daca x, > Tp41, pentru n € N, sau, echivalent,
o> T1 > . > Ty > Tp—1 > ...

Un gir crescator sau descrescator se numegte gir monoton. Un gir strict crescdator sau strict
descrescator se numeste strict monoton.

Se verificd usor ca orice subsir al unui gir monoton este un sgir monoton.
Observatia 1.5 Se observa cd un gir este monoton dacd i numai daca functia care defineste girul

este monotona.

Procedee utilizate pentru demonstrarea monotoniei unui sir

I. Prin folosirea definitiei:

n
= ——,n¢c N7
n n+1 "
Avem z, < Tpt1 & g < ﬁ—ié enn+2)<(m+1)?<0<1,¥n>0.
II. Prin calculul diferentei x,,41 — x,, sau x,, — x,+1 $i compararea cu zero:
_q 1 1 1 -1
Tn=l+ gttt on>l

Calculam

1 1 1 1 1
TIn+l1 — Tn = +ﬁ+§++ﬁ+m—

1+ ! + ! + ..+ LA ! >0

o220 ) ()T

de unde x, 1 > x,, pentru orice n > 1, deci (z,) este un gir strict crescator.
Tn+1 Tn

III. In cazul in care sirul are termeni strict pozitivi, prin calculul raportului sau si
L, Tn+1

compararea cu 1:

=— n>1.
Tn ngan =
Avem:
2n+1
1)2 2
.Z‘n+1:(n+n> — <1, n>1.

Tn 2 n+1

n2

Rezulta ca, deoarece x,, > 0, 1 < Ty i deci girul este monoton descrescator.
IV. Prin analizarea monotoniei functiei care definegte sirul (tabel de variatie): se va studia mai
tarziu.

Urmatorul rezultat se poate folosi in studiul monotoniei girurilor definite prin relatii de re-
curenta.



Teorema 1.6 Fie f : I — I,I C R gi (zp)n>0 un sir definit prin relatia xp41 = f(zn), n >
0,z9 € I. Atunci:

e Daci f este crescatoare = (Tn)n>0 este monoton;
e Daca f este descrescatoare = (1’2n)n20, (w2n+1)n20 sunt monotone i au monotonie diferitd.

Demonstratie. Exercitiu! O

1.3 Siruri marginite
Definitia 1.7 Un sir (x,),, oy se numeste marginit daca multimea termenilor sirului este marginita.

Propozitia 1.8 Un sir (z,),cy este marginit daca i numai daca exista M > 0 astfel incat |z,| <
M pentru orice n € N.

Observatia 1.9 FEste suficient ca inegalitatea sa fie verificatd numai incepdnd cu un anumit rang.

Propozitia 1.10 Un sir (z,),cy este nemarginit daca si numai dacd oricare ar fi M > 0 existd
un termen xy, din gir astfel incat |z > M.

Exemplul 1.11 Sirul 1,2, ...,n, ... este minorat (de 0, de exemplu), dar nu este majorat.

Exemplul 1.12 Sirul de termen general z,, = (—1)",n > 1 este marginit, deoarece |(—1)"| < 1
pentru orice n > 1.

Exemplul 1.13 Sirul de termen general y,, = nsin %, n > 1 nu este marginit.
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Exemplul 1.14 Dacd = > 1, sirul 1, z, 22,23, ..., 2", ... este nemirginit.

1.4 Limita unui sir. Siruri convergente/divergente
Definitia 1.15 1) Un sir de numere (x,),cy are limita ¢ € R daca
Ve > 0,3n. € N,Vn > n.: |z, — x| <e.
2) Un sir de numere (v,,),cy are limita oo daca
Ve > 0,dn. e N,Vn > n. :z, > ¢.
8) Un sir de numere (T,),cy are limita —oco daca
Ve >0,9n. e N,Vn > n. : z, < —¢.
Vom nota faptul ca sirul (z,),cy are limita ¢ € R = RU{xoo} astfel: nlingo Ty =L sau x, — L

pentru n — 0o.

Definitia 1.16 Un sir de numere (z,), .y Se numeste convergent daca are limita in R. Daca
strul nu are limita, sau are limita, dar aceasta este +00 sau —oo, atunci spunem ca §irul este
divergent.

Exemplul 1.17 §irul de termen general z, = (—1)",n > 1 nu are limita.

1
Exemplul 1.18 Fie girul z,, = —,n € N*. Atunci lim z, = 0, deci (z,) este convergent.
n n—o00



1.5 Proprietati ale sirurilor cu limita

Teorema 1.19 1. Limita unui sir de numere reale, daca existd, este unicd.
2. Orice subgir al unui gir cu limita £ € R are aceeasi limita.
3. Orice gir convergent este marginit.

Observatia 1.20 Conform acestei teoreme, dacd un gir are doud subsgiruri care tind la limite
diferite, atunci sirul este divergent. Astfel, de exemplu, sirul z, = (—1)" analizat anterior contine
subgirurile xo, = 1, care are limita 1, §i xon,+1 = —1, care are limita —1. Deci, x, = (—1)" este un
str divergent.

Observatia 1.21 Daca un sir nu este marginit, atunci el este divergent.

Observatia 1.22 Marginirea este o conditie necesard, nu si suficientd pentru convergentd. Sirul
de termen general x, = (—1)" ,n > 1, desi este mdarginit, nu este convergent.

Observatia 1.23 Daca unui sir i addugam sau eliminam un numar finit de termeni, atunci natura
strului nu se schimba. In caz de convergentda nu se schimba nici limita.

Teorema 1.24 Daca un gir se poate partitiona intr-un numar finit de subsgiruri, toate avand aceeasi
limita ¢ € R, atunci sirul are limita £.

Exemplul 1.25 Fie girul de termen general

sin &

2 n>1.
n

Ty =

Atunci, cum toate subsirurile (z4y,), (Tan+1) » (Tan+2) , (Tan+3) au limita 0, va rezulta ca sirul con-
verge la 0.
1.6 Operatii cu siruri convergente

Vom studia operatiile cu giruri si legaturile intre limitele girurilor si limita rezultatului operatiei.

Teorema 1.26 (reguli de calcul) 1. Daca (2y),cn §i (Yn)pen Sunt doud siruri convergente, sirul
suma este convergent §i

lim (z, + yp) = lim x, + lim y,.

n—oo n—oo n—oo

Analog, sirul produs este convergent si

lim (z,y,) = lim x, lim y,.
n—oo n—oo n—oo

2. Daca (), ey este convergent si im x, = £ # 0 atunci exista un k € N astfel incit x, # 0
n—oo

pentrun > k §i

Din aceasta teorema decurg regulile de calcul posibile pentru operatia de trecere la limita.



1.7 Criterii de determinare a limitei

Vom prezenta in continuare criterii si teoreme cu ajutorul cérora vom putea calcula limita unui sir.

Propozitia 1.27 Daca (zn),cn 80 (Yn)pen doud siruri astfel incdt y, > 0, |, — x| < yn,Vn > ng
s¢ lim y, =0 atunct lim z, = x.
n—oo n—oo

Propozitia 1.28 Daca (z,),cy este un sir marginit, iar (yn),cy salisface lim y, = 0, atunci
n—oo

lim (zpyn) = 0.

n—oo

1
Exercitiul 1.29 Fie girul z, = —sin(n!),n € N*. Atunci lim z, = 0.
n n— 00

Propozitia 1.30 Daca lim z, = z atunci lim |x,| = |z| (reciproca nu este adevirata decdt in
n—oo n—oo

cazul x = 0).

Teorema 1.31 (trecerea la limita in inegalitati) Daca sirurile (), cy §6 (Yn)pen Sunt astfel
incdt xp, <y, pentrun > ny gt daca lim z, =z §t lim y, =y atunci z < y.
n—oo n—oo

Observatia 1.32 Daca x,, < yn pentrun > ny §i dacd lim z, =z s lim y, =y atunci ¢z < y.
n—oo n—oo

1 1
De exemplu, pentru x, =1— — st y, =14+ — avem x, <y, Yn € N dar lim z, = limy, = 1.
n n n— oo n—oo

Propozitia 1.33 (criteriul clestelui) Daca x, < y, < z, pentru n > ny gi dacd lim x, =
n—oo

lim z, = /¢ € R atunci lim vy, = /.
n—oo n—oo

1.8 Limite remarcabile

A)
. k Y k| +oo,ar >0
1) Jim o o) = Jim aunt = {0070
%-oo, k>l
. aknk + .. tan+ap . aknk afC
2) lim = lim ={ZF L=
n—00 blnl + -+ bin+ by n—00 blnl b ’
0, k<l
o0, a>1
l,a=1
3) lim a" = ¢
n—00 0, |a| <1
ﬂ?a S -1
4) lim n*a™ =0,k € N*,a € (-1,1).
n—oo n
5) lim — =00,k € Nya > 1.
n—>ooi’L
6) lim — =0
n—oo N
1 n
7) lim {1+ > = e, numarul lui Euler
n—oo n



n—00 1 21 n!

11 1
QMHC+++W+>:&

1 1 1
10) lim <1 + 3 +-+-+—-——In n) = ¢, c = constanta lui Euler-Mascheroni.
n

n—00 3
B)
1) lim S e _ 1,2z, e R*,z,, — 0
n—oo  Ip
t
2) lim g$n:1,xn€R*,xn—>0
n—oo :Un_
3) lim aretion _ 1z, € R 2, — 0
n—00 Ty
t
4) 1 are g$n:1,wn€R*,xn—>0
n—oo Tn
In(1
n—oo Tn
ITn _1
6) lim =Ina,z, € R*, 2, — 0,a >0,a #1
n—oo Ty
1 -1
7) lim Ata,) -1 =nrx, € R 2, —0,7r € R.
n—oo Ty
C)

1.9 Rezultate importante

Teorema 1.34 (Weierstrass)
1. Un gir de numere reale () crescator si majorat este convergent, iar

lim z,, = supxy,.

2. Un gir de numere reale (xy) descrescator si minorat este convergent, iar

lim z,, = inf z,,.
n—oo neN

Exercitiul 1.35 Sa se studieze convergenta girului de termen general

542(n—1)

e el S
10 7 443m—1) —

Ip =

7
7

Solutie. Vom studia monotonia gi marginirea. Pentru monotonie consideram

Tpy1 D+ 2n
T,  4+3n

. c L 5+ 2n . . <
De aici rezultd ci —t = 113 < 1, pentru orice n > 1, deci sirul este monoton descrescator.
T n




Deoarece girul este marginit inferior de 0 rezultd ca este convergent. Notam limita sa cu £.
Pentru a calcula limita folosim relatia dintre x,, i T,41. Avem

5+ 2n
=, — > 1.
Tn+1 xn4 T30 n =z
Trecand la limita i tindnd seama ca lim x, = lim x,11 = ¢, obtinem
n—oo n—oo
2
{=-0=1{=0,
3
deci lim z, = 0. ]

n—oo

Teorema 1.36 (Lema lui Cesaro) Orice gir marginit de numere reale are cel putin un subgir
convergent.

1.10 Siruri fundamentale (Cauchy)

In definitia convergentei unui gir intervine limita sirului care numai in rare cazuri este cunoscuta.
Cauchy a dat un criteriu pentru a determina daca un sir este convergent, fara si intervina limita
sirului considerat.

Definitia 1.37 Un sir (x,,),cn se numeste gir Cauchy sau sir fundamental daca
Ve > 0,3In. e N,Vn,m > n. : |z, — zp| < e, (1.1)
sau, intr-o formulare echivalenta,
Ve > 0,3n. e N,Vn > n.,Vp € N |zp4p — zp| <e. (1.2)

Exercitiul 1.38 Aratati ca sirul (x,), unde

n

cos(ka
Tp — 22(16)7 n Z ].,
k=0

este un gir Cauchy.

Observatia 1.39 Practic, pentru a arata ca un gir este gir Cauchy, este suficient sa ardtam ca
|Zptp — Tn| este majorat pentru orice p € N* de ay,, unde a, — 0.

Exercitiul 1.40 Aratati ca girul (x,), unde

n

1
Ty = ZE’ Vn > 1,
k=1

nu este un gir Cauchy.
Observatia 1.41 Practic, pentru a ardta ca un gir este nu sir Cauchy, este suficient sd ardatam
ca

|z, — Tm, | > an — £ >0,

unde k,, m, > n pentru orice n.

Teorema 1.42 (Criteriul Cauchy de convergentd) Un sir (x,), .y de numere reale este con-
vergent daca gt numai daca este gir Cauchy.



1.11 Siruri cu limita 400 si —o0

Ca si in cazul girurilor convergente, putem pune in evidenta cateva criterii pentru ca un gir sa
divearga la +00 sau —oo, dar si reguli de calcul pentru astfel de siruri.

Teorema 1.43 1. Daca (o) este un gir cu limita +o0o iar (zy) este un gir astfel incat oy < x,
pentru orice n € N, atunci lim x, = 400.

n—oo
2. Daca (By) este un gir cu limita —oo iar (x,) este un gir astfel incat x,, < (B, pentru orice
n € N, atunci lim z,, = —oc.

n—oo

Teorema 1.44 (reguli de calcul) 1. Daca z, — oo i y, — vy, unde y € RU{oco}, atunci
Tp + Yn — +00.

2. Daci x, — —00 §i yp, — y, unde y € RU{—o0}, atunci x,, + y, — —oo.

3. Daca x, — o0 §i yp, — y, unde y € (0, 00|, atunci x, - Yy — +00.

4. Daca x,, — o0 §iy, — y, unde y € [—00,0), atunci x,, - y, — —o0.

Observatia 1.45 Daca x, — o0 §i Yy, — —00 nu Sse poate spune nimic despre natura sirului
(T, + Yn). De exemplu

a) pentru T, =n §i Yy, = —n avem Tp + yn — 0;

b) pentru x, =n §i y, = —2n avem Tp, + Y, — —00;

¢) pentru T, = 2n §i Yy, = —n avem T, + Yn — +00;

d) pentru x, = (—1)" +n §i yp = —n avem xp, + y, = (—1)", care nu are limita.

Despre astfel de situatii vom spune ci sunt cazurt de nedeterminare, sau cazuri exceptate.

1 .
Teorema 1.46 Daca x, — oo sau x, — —oo atunci — — 0. Invers, daca x, — 0 §i (x,,) are
T,

un numar finit de termeni mai mici sau egali cu 0 (respectiv mai mari sau egali cu 0) atunci —
In
(definit cu exceptia acelor termeni pentru care x,, = 0) are limita +00 (respectiv —oo).

1.12 Teoremele Stolz-Cesaro

Teorema 1.47 (Stolz-Cesaro 1) Fie (an)n>0, (bn)n>0 doud siruri de numere reale cu propri-
etatile urmatoare:
1) (bn)n>0 este strict monoton si nemdarginit;
. Apt1—a —
2) existd lim —L—"" — ¢ eR.
n—oo bn+1 — by
a
Atunci lim - = (.
n—oo n
Teorema 1.48 (Stolz-Cesaro 2) Fie (an)n>0, (bn)n>0 doua siruri de numere reale cu propri-
etatile urmdtoare:
1) lim a, = lim b, =0;
n—oo n—oo
2) sirul (by)n>0 este strict monoton;

. . a —a =
3) exista lim ol T e R
n—00 Op41 — bn

L. an
Atunci lim — = /.
n—oo n



a J—
Corolarul 1.49 Fie (an)n>0 un sir de numere pozitive cu proprietatea ca exista ntl — g eR.

an
Atunci im a, = £.

n—oo

. . ., . o VR An+1
Teorema 1.50 Fie (ay)n>1 un gir de numere pozitive cu proprietatea ca existd lim ntl — o,
- n—o0  Qp

Atunci: daca £ < 1 atunci lim a, =0, iar daca £ > 1, atunci lim a, = +o0.
n—oo n—oo

1.13 Subsiruri. Puncte limita. Limita inferioara si superioara
Pentru un gir oarecare (z,,) introducem atunci multimile
Ap ={xn, Tpi1, .-}
(din multimea termenilor girului ii elimindm pe cei pana la rangul n — 1). Avem atunci
Apn D Apr1 YneN
Cum orice multime nevida din R este marginitd in R, putem defini

Yn =supA,, neN gi
infA,, neN.

Zn
Deoarece A, D Ap+1 Vn € N avem
Zn < Znt1 SYn+1 SYn YR EN.

Fiind siruri monotone, acestea au limit in R.
Numim limita superioard a sirului (x,) elementul y € R dat prin

y= lim y, = lim [sup{zklk >n}].
n—oo n—oo
Numim limitd inferioard a sirului (z,,) elementul z € R dat prin

z= lim z,= lim [inf{zx]k > n}].

n—oo n—oo

Aceste limite existd intotdeauna in R.
Vom nota limita superioard a sirului (x,) prin

limsupz, sau lim =z,
n—00 n—oo

iar limita inferioard prin
liminfx, sau lim z,.
n—oo n—o0

Deoarece (y,,) este sir descrescétor, limita sa este egald cu marginea inferioard a multimii ter-
menilor sgirului, adica:
limsup z,, = inf {y,, | n € N} = inf supzy.
n—o00 neN k>n
Analog se observa ca:

liminf 2, = sup{y, | n € N} =sup infz.
n—oo neN k2n



Deoarece z, <y, pentru orice n € N, rezultd cd lim z, < lim y,, adicd lim inf z,, < lim sup x,,.
n—oo n—oo n—oo

n—oo
Avand in vedere cd sup(—A) = —inf A rezultd ca
liminf 2, = —limsup (—z,), limsupz, = —liminf (—z,).
n—00 n—00 n—00 n—0oo

Au loc urmaé&toarele rezultate:

Teorema 1.51 Un sir numeric (zy,) are limita in R daca si numai daca limsup z, = liminf x,,.
n—00 n—00

In acest caz,
limsup z, = liminf z,, = lim x,,.
n—00 n—00 n—o00
Teorema 1.52 Pentru orice gir de numere reale (x,,) exista un subgir al sau, monoton, convergent
la limita superioara a lui (z,) §i exista un subsir monoton, convergent la limita inferioara a lui

Teorema 1.53 Dacd (zy,) este un gir de numere reale iar £ este multimea punctelor limitd ale
girului (xy,) , i.e.,

L={xzeR| ezistd subsir (zn,) al lui (zp) cu zn, —x},

atunci:
(i) L este nevida;
(#i) liminf =, = sup £ gi limsup x,, = inf L;
n—oo

n—oo

(iii) (xy,) are limita daca si numai dacd L este formatd dintr-un singur element.

Teorema 1.54 (reguli de calcul) 1) Daca (xy,) si (yn) sunt siruri de numere reale astfel incat
Tn < yn Vn € N, atunci

liminf z,, <liminfy, s limsupz, < limsupy,.
o0

n—00 n— n—00 n—00

2) Daca (zy) §i (yn) sunt siruri marginite atunci:
(i) lim sup (z,, + yp) < limsup z,, + lim sup y,;
n—oo n—oo n—oo
(#) liminf =, + lim inf y,, < liminf (x, 4+ y,);
n— oo n—00 n—oo
(#i) im sup (zpyy) < limsup z,, - imsup y,, dacd x, > 0 gi y, > 0.
n—oo n—oo n—oo
(iv) lim inf x,, - lim inf y,, < liminf (z,y,), dacd x, >0 §i y, > 0.
n—oo n—oo n—oo
Rezultatele (i)-(iv) raman valabile si pentru siruri nemdarginite, ori de cdte ori operatiile care
intervin au sens in R.
1.14 Recurente de siruri

1.14.1 Recurente liniare omogene, cu coeficienti constanti

Sunt date de formulas:
Tptp =01 Tpyp-1+ 02 Tpip-2+ ...+ ap1 - Tpt1+ap- Ty, Vn € N* p >3

10



unde z1,x2,...,T, sunt termeni initial dati, iar a1, as, ..., a, sunt constante date.

Determinarea explicitd a unor astfel de siruri se va face astfel:

- se rezolvd ecuatia caracteristicid t? = ay - P! +ag - P2 4., + ap—1 -1+ ap;

- se clasificd radécinile distincte dupd ordinul de multiplicitate;

- dacd t; € C este radacind simpld, ea se va prezenta in exprimarea termenului general x,, aditiv
sub forma A - t7;

- dacd to € C este radécina dubla, ea se va prezenta in exprimarea termenului general x,, aditiv
sub forma (nB + C) - t3;

- daca t3 € C este radacina tripla, ea se va prezenta in exprimarea termenului general x,, aditiv
sub forma (n2D +nE + F) -1y, etc.

Coeficientii A, B, C etc. se obtin din sistemul termenilor initiali ai recurentei.

Exercitiul 1.55 Faxplicitati sirul dat de recurenta:

Tpyo = 6xpy1 — 9y, n € N*
r1 = 2,1‘2 =T.

Solutie. Ecuatia caracteristicd conduce la ridacina dubla ¢; = 3, deci x,, = (nA + B) - 3" si din
sistemul termenilor initiali,

(A+B)-3=2

(2A+B)-32 =7,
1
97

obtinem A = - B = g si formula termenului general

T, = (n+5)-3"2 O
Exercitiul 1.56 FExplicitati sirul dat de recurenta

Tpt2 = dTpq1 — 62, n € N
Tr1 = 4,$2 =35.

Solutie. De aceasta datd ecuatia caracteristica are radacinile simple t1 = 2,t9 = 3, deci x,, =
A-2"+ B-3" cu

2A+3B =141
4A+9B =5,
. 7 : .
rezultand A = > B = —1 gi formula termenului general
Ty =T7-2""1 3" O

Exercitiul 1.57 FExplicitati sirul dat de recurenta

Tpt3 = TTpyo — 162p41 + 122, n € N*
Tr1 = ]_,CL‘Q == 2,$3 = 5.

Solutie. In acest caz ecuatia caracteristics este t3 — 7t2 4+ 16t — 12 = 0, cu t; = 3 ridicing simpla
si to = t3 = 2 radacina dubla, deci termenul general al sirului va avea forma

Tp=A-3"+(nB+C)- 2"

11



Din sistemul termenilor initiali se determina coeficientii, A = %, B = —i, C= % si se obtine

T, =3"14(1—n) 22 O

Exercitii propuse:

Exercitiul 1.58 FEaxplicitati urmatoarele recurente:
o) { Tpio = 4xpy1 — 4z, n € N* b) { Tpyo = 10zp11 — 252y, n € N*
1:1:1,:1:2:2. x1:1,x2:3.
¢) Tpyo = TTpy1 — 12x,,n € N* d) { Tpio = Txp+1 — 10z,,n € N*
1 = 1,290 = 3. 1 =2,290 = 3.

¢) { Tpisg = 8Tpyo — 21xpny1 + 18x,,n € N*

)

1 =1,29 = 5,23 = 6.
Tp+s = Tpto + 162,41 + 202, n € N*
1 =4,29 = 5,23 = 3.

1.14.2 Recurente liniare neomogene, cu coeficienti constanti

Sunt date de formula:
Tptp = A1 Tpgp—1 + Q2 Tpgp—2+ ...+ ap—1 - Tpt1 +ap -y +b,Vn € N* p >3,

unde x1,x2,...,x, sunt termeni initial dati, iar a1, as,...,ap,b sunt constante date.
La fel ca la recurenta neomogena de ordin doi cu coeficienti constantti:
- se rezolva ecuatia caracteristicd tP = aq - Pl fag - P24+ ap—1 -1+ ap;
- se clasificd radécinile distincte dupéa ordinul de multiplicitate;
- daca t; € C este raddcina simpla, ea se va prezenta in exprimarea termenului general x,, aditiv

sub forma A - t7;
- daca to € C este radacina dubla, ea se va prezenta in exprimarea termenului general x,, aditiv

sub forma (nB + C) - t§;

- daca t3 € C este radicina tripla, ea se va prezenta in exprimarea termenului general z,, aditiv
sub forma (n2D +nk + F) -ty etc.

- se introduce coeficientul termen liber G.

Coeficientii A, B, C, ..., G etc. se obtin din sistemul termenilor initiali ai recurentei.

Exercitiul 1.59 Explicitati sirul dat de recurenta

Tpto = dxps1 — 4z, + 3,n € N*
r1 =129 = 2.

Solutie. In acest caz, ecuattia caracteristici t2 — 4t +4 = 0 conduce la t; = to = 2, deci
z, = (nA+B)-2"+C
si din sistemul termenilor initiali, inclusiv x3 = 4x9 — 421 +3 = 7, se obtin A = %, B = —g, C =3,

i in final
Tn=3n—-7)-2""%243. O
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Exercitiul 1.60 FExplicitati sirul dat de recurenta

Tp+2 = Dxpt1 — 62, + 3,n € N¥
Tr1 = 1,:E2 = 2.

Solutie. De aceasta datd ecuatia caracteristicd are radécinile t1 = 2,y = 3, deci

T, =A-2"+B-3"+C.

Avand x3 = bxa—6x1+3 = 7, din sistemul celor trei termeni cunoscuti obtin A = —1, B = %, C = %,
de unde )
3n —2n 3
it -

Exercitiul 1.61 FEaxplicitati sirul dat de recurenta

Tpt3 = TTpyo — 16241 + 122, — 1,n € N*
Tl =Xy = T3 — 1.

Solutie. Ecuatia caracteristici este t3 — 7t 416t — 12 = 0, cu t; = 3 ridédcind simpld si ty = t3 = 2
radacind dubla, deci termenul general al sirului va avea forma

Tp=A-3"+(nB+C)-2"+ D.

Din sistemul termenilor initiali gsi x4 = ... = 2 se obine A = %, B = —%, C= %, D= % si se obtine

3l (1-n)-2vl 41
— 5 _

0

Tn
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Exercitii propuse:

Exercitiul 1.62 FExplicitati urmatoarele recurente:

J— _ * — _ *
Exercitiul 1.63 a) { Tpto =4xpy1 — 4, +5,n €N b) { Tpto = 10241 — 252, +3,n €N

xlzl,x2:2. a:lzl,a:2:3.

¢) Tpio = TTpy1 — 122, +2,n €N d) Tpio = TTpy1 — 102, +1,n € N*
1 =1,290 = 3. 1 = 2,20 = 3.

) Tnt3 = 8Tpg2 — 21Tpq1 + 18
r1 =120 =123 =2.

f) Tp+s = Tpto + 162,41 + 202, — 15,n € N*
r1=1,29 =0,23 = 0.

1.14.3 Recurenta telescopica aditiva

Este definitd prin:
Tpil = Tp + ap, Vn € N¥

unde x este termen initial dat, iar (a,,) este un gir explicit dat.
Din relatia de recurenta, obtinem

n—1 n—1
xn—xl—g ak=>xn—w1+§ ag
k=1 k=1
n—1
In aplicatiile curente, suma iterata g ay, se va constata de regula calculabila.

k=1
Utila se va dovedi in acest sens si procedura de descompunere a fractiilor rationale in supran-

umitele sume de fractii simple (metoda coeficientilor nedeterminati), care va facilita calculul unor
n

f(k)

g(k)

sume iterate Ztk cu termenul general, ¢, = , fractii avand f(k) si g(k) expresii polinomiale.
k=1

Exercitii propuse:
Exercitiul 1.64 FExplicitati urmatoarele recurente:

1 1
o) Tpt1 =Tp + ————, VneN* Tp4l =Tpn+ ———, VneN*

n2+5m+6’ b) 4n? +8n + 3’
1’121. 321:1.

1.14.4 Recurenta telescopica multiplicativa

Este data prin:
Tptl = T - Ay, VN € N*,

unde z; este termen initial dat, iar (a,) este un gir explicit dat.

Procedura este aseméanatoare cu cea de la recurenta telescopica aditiva, de aceasta data insa
eliminarile ce conduc la aflarea expresiei termenului general al sirului apar la efectuarea produsului
iterat corespunzator exprimarilor particulare, respectiv din

Tn+1

Tpt1 = Tp - A, VN € N* = = ap,Vn € N*

Tn
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si astfel obtinem

n—1
i
k=1

produs care in aplicatile propuse se va restrange, uneori prin simplificdri telescopice, alteori prin
exprimari combinatorice adecvate.

Exercitii propuse:

Exercitiul 1.65 FEaxplicitati urmatoarele recurente:
2

n n®+3n+2
———— Vn e N* = eV N*
(n+1)(n+2) b) Tntl = Tn n2+4n+3 ne

561:1, 33'1:1.

(l) Tpn41 = Tn -

1.14.5 Recurenta liniara neomogena de ordin I, cu coeficienti variabili

Este data prin:
Tpt1 = ATy + by, Vn € N¥,

unde 71 este termen initial dat, iar (an), ey« > (bn),en- Sunt siruri explicit date.
Explicitarea acestei recurente se va baza pe transformarea ei intr-o recurentd telescopica aditiva.
Intr-adevar, introducand substitutia

_ _Un _
Qp = , y1=1,
Yn+41

relatia de recurenta devine
Tntl* Yntl = Tn " Yn + bp - Ynt1.

Obtinem

n
Tntl  Yntl — T1 Y1 = Zbk “Ykt1-
k=1

Pentru finalizarea explicitarii este necesara doar determinarea sirului (yy),,cy introdus de substitutia

efectuata. Se obtine imediat
1

Yn+1 = n )
[Ti=1 ak

n—1 n—1 b
k
Ty = Hak |z + kl), Vn > 2.
(k:l ) < o1 1oy ai

Evident c& in aplicatii este de preferat parcurgerea integrald a rationamentului expus.

si de aici

Exemplul 1.66 Explicitati sirul dat de recurenta

Tpy1 =n-Tp +nl,Vn € N*
xr1 = 1.
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Solutie. Notand
Yn

n= s =1,
Yn+1
obtinem
Tpil Yntl — Tn - Yn = 0L Yy, Vn € N7,
Dar
&:1,%:2,..., In =N = Ynt1 = —,
Y2 Y3 Yn+1 n:
deci
Tntl Yntl = Tn " Yn + 1,
care conduce imediat la
Tp Yo =x1 Y1+ (n—1)
si in final x, = n! g

Exercitii propuse:

Exercitiul 1.67 FExplicitati urmatoarele recurente:

1 1
Tpy1 =Ny + (n+ 1), Vn € N* Tpi1l = — XTp + —,Vn € N*
a) b) n n!

.%'1:1. 1‘1:1.

1.14.6 Recurenta liniara omogena de ordin II, cu coeficienti variabili

Este data prin:
Tpt2 = Qp - Tyl + by - T, Y € N¥,

unde 1, z2 sunt termeni initial dati, iar (a,),cye » (bn),en+ sSunt siruri explicit date.

Vom prezenta doar un rezultat partial legat de explicitarea acestui tip de recurenta. Acesta
este continut de afirmatia: dacd ecuatia t?> — a, -t — b, = 0 admite o ridicini care nu depinde de
n € N*, atunci recurenta devine explicitabild. Intr-adevir, dacd supranumita ecuatie caracteristici
a recurentei are radécinile t1 = « i to = 5, atunci a + B, = a, $i a - 8, = —by,. In acest caz vom
obtine

Tnyo = (@ + Bn) - Tny1 — afn - Tn & Tpya — aTpy1 = B - (Tpy1 — ay),
recurenta telescopica multiplicativd care va permite determinarea x,4+1; = ax, + Yy, obtinand

n—1

Y1 =2y — az1, Yo = (w2 — am1) - [[ Br, V0 > 2.
k=1

Dar recurenta x, 11 = ax, + y, a fost gi ea tratatd anterior si particularizatd pe aceasta situatie
conduce in final la forma explicité

n—1 y1k—1
n—1 | T2 [[i=i Bi
Ty =a"" " E—i—(xg—axl)g T ,Vn > 3.
k=2

Exercitiul 1.68 FEaxplicitati sirul dat de recurenta:

NTpyo = 2(2n + xpy1 — 4(n+ 1)z, n € N
1 =1,20 = 3.
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Solutie. Ecuatia caracteristica
nt> —22n + 1)t +4(n+1) =0

are radacinile

2 1
t1:2at2: (n+ )7
n

deci suntem in conditii favorabile explicitarii. Folosind cunoscutele relatii dintre radacinile si coe-
ficientii ecuatiei de gradul doi, relatia de recurentd se va scrie in forma

(n+1)

2 4n+1
xn+2:|:2+ ( )

:|CUTL+]._$7L
n n

de unde
Tp42 — 2Tp41 _ 2(n+1)
Tni1 — 2Tp n

De aici se va repeta rationamentul intalnit la recurenta telescopica multiplicativa, obtinand

Tptl — 2T =N - on—1,
Tptl = 2Tp +n - gn—l
Tr1 = 1

itare finalizand cu z,, = (n2 —-n+ 4) 2773 Y > 3. O

Dar recurenta { este de tip cunoscut, de aceastd data procedura de explic-

Exercitii propuse:

Exercitiul 1.69 FExplicitati urmatoarele recurente:
o) { NTnt+2 = 3(2n + 1)zpt1 — 9(n + 1)z, n € N*
Ir1 = 1,1‘2 = 5.
n2r, 0 =2 (2n2 +2n + 1) Tpy1 — 4(n +1)%z,,n € N*
xr1 = 1, T = 3.
n3xp 0 =2 (2n3 +3n2 4+ 3n + 1) Tpy1 —4(n +1)32,,n € N*
xr1 = 2, To = 5.
n2Tp 0 =2 (2n2 + 3n + 2) Tpa1 — 4 (n2 + 3n + 2) Tp,n € N*
T = 1,3}2 =b.

b)
¢)
d)

——

1.14.7 Recurenta omografica cu coeficienti variabili

Este data de formula:
Tn+1 = 761” “Tn * bn,Vn S N*,
Cn* Tp + dy

unde z7 este termen initial dat, iar (an), ey« > (bn)pens 5 (€n)nen+ » (dn),en+ sSunt siruri explicit date.

La aceste recurente vom analiza urmaétoarele doud cazuri:

I) Cazul b, =0

Dupa cum ugor se va observa, aceasta particularitate permite totdeauna finalizarea explicitarii.
Intr-adevar

Qn * T, 1 dj 1 n Cn

Tn+1 = = = T
Cn*Tp + dn Tn+1 ap T Qnp

deci notand i = yn, recurenta ia forma y,+1 = A, -y, + By care este explicitabila.
IT) Cazul b, # 0
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Un rezultat partial in astfel de situatii este urmatorul:
- introducem substitutia c,z, + d, = y, = recurenta ia forma Yn+1 - Yn = An - yn + Bn

- introducem substitutia

Zn+1
Yn = y21 =1,
Zn

iar recurenta ia forma
Zn+2 = An * Zp41 + Bn * Zn

cuz =18 290 =...=c-x1+ dq, deci dacd ecuatia caracteristici t2 — A, -t — B, = 0 are o
radéacind nedependentd de n € N* atunci z, devine determinabil prin procedura descrisd anterior
si astfel

Yn — dn, Zn+1 — dy - 2n

:L.TL = =
Cn Cn * Zn

Exercitiul 1.70 (b, = 0) Explicitati sirul dat de recurenta

Tn
Tpil = —
{ et nl-x, +n

1‘1:1.

1
Solutie. Cu y, = — recurenta devine y, 11 = ny, + n!,y1 = 1 (explicitatd anterior) din care se
Tn

va obtine y, = n! gi in final x,, = - O
n!

1.14.8 Recurenta omografica cu coeficienti constanti

Este data prin:
a-T,+b

———.Vn € N*,
c-xp+d

Tn+1 =

unde x; este termen initial dat, iar a, b, ¢, d sunt constante date.

Fiind particularizare a celei anterioare, se vor parcurge rationamente analoge, conform cu fiecare
din situatile:

I) Cazul b= 0

Avand

a- T, 1 d 1 c
xn+1: —57

Y

= =
c-Tp+d Tptl Tn @

1 .

deci notdnd — = y,, recurenta ia forma y,+1 = A-y,+ B care este explicitabild. In aceasta situatie
T

termenul general se va obtine de forma

an

$n:4a.dn+6'an7

cu coeficientii « si 8 determinabili din sistemul primilor doi termeni, observatie care poate scurta
sensibil explicitarea.

IT) Cazul b # 0

In aceasi situatie:

- introducem substitutia cz, + d = y, = recurenta ia forma y,11 -y, = A -y, + B

18



. . . Z:
- introducem substitutia y, = 2
n

z1=18l20=...=c-x1 +d= determindm z, = determinam y, =

,21 = 1 = recurenta ia forma z,y0 = A - 2,11 + B - 2, cu
Ztl g finalizém obtinand
n
Yn—d _ 2Zpp1—d- 2y
c c- 2y '

Ip =

De aceastd datd forma termenului general va fi decisd de ordinul de multiplicitate a radacinilor
o : n-a+f . -1+ 615
ecuatiei t* — A-t— B = 0, respectiv x, = ———— cand t; = to i ¥, = — = cand t; # 3,
n+vy i+t

coeficientii «, 8,7 fiind determinabili din sistemul primilor trei termeni.

Exercitiul 1.71 (b =0) Explicitali sirul dat de recurenta

Tn
=—V N*
Tn+1 3$n+5’ ne
r1 = 1.
Solutie. Obti ) L +3= L t O
olutle. mem = - — Tp = ———— €lC.
Tnt1 T, " A.-3"4+B

Exercitiul 1.72 (b # 0,t1 = t2) Explicitati sirul dat de recurenta

5x, — 1

R IS

$1:1.

Solutie. Aplicarea substitutiilor

Zn+1
, 21 = 1
n

cTp +d=Yn,Yn =

va conduce la recurentd omogend de ordin doi. Se obtin radacini ale ecuatiei caracteristice t; =

ty = 3 etc., cu finalizarea
n 4+ 2
Ty = . L]
2n+1

Exercitiul 1.73 (b # 0,t1 # t2) Explicitam girul dat de recurenta

Tx, —4
T = —
" b, — 2
xr1 = 2.
Solutie. Aplicarea substitutiilor
z
Cn+d = Ypyn = 2 =1

n

va pune in evidenta recurenta omogena de ordin doi. Se vor obtine rad&cini ale ecuatiei caracteristice

t1 = 2,t9 = 3, etc., cu finalizarea
3n—2n
BT ST -
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Exercitii propuse:

Exercitiul 1.74 FExplicitati urmatoarele recurente:

I) Cazulb=0
In 2x
o) { Tp41 5z, + 2 n b) Tn+1 3xn+7,Vn€N
II) Cazul b # 0,11 = to
STy + 3 3T, — 1
=—V N* = N*
a) Tn41 an_]_? ne b) Tn+1 xn—i—l ,VTLG
1'1:3. r1 =
III) Cazul b # 0,t1 # ta
4z, — 1 STy — 2
— " " Yp e N¥ = ———,Vne N
CI,) Tn+1 2$n+17 n e b) Tn41 Z‘n+2’ n c
x1:2. 513123.

2 Probleme propuse

2.1 Cateva siruri importante

Problema 2.1 (numarul e este irational) Consideram sirurile (uy) si (vn) de numere reale
definite prin

n
1 .
VnZl:un:kZOk! §t Un:un_’_n-n!'

a) Sa se arate ca (uy,) gt (vy) sunt adiacente. Notam limita comund a acestor siruri cu e.
b) Sa se arate ca

1
Vn > 1:nlu, <nle < nlu, + —.
n

¢) Utilizand metoda reducerii la absurd, deduceti ca numarul e este irational.
d) Calculati limitele:

a) nh_)ngo n-{enl!}.

b) nh_)rgo nsin (2men!) .

Problema 2.2 (Fibonacci) Consideram girul

Fo=0F =1
VnEN:Fn+2:Fn+1—|—Fn

a) Deduceti formula lui Binet

1
VneN* : F,=— (0" —7"),
\/g(w )

unde ¢ si T sunt solutiile reale ale ecuatiei x> = x + 1, i.e.

1+5
=7

~ 1.618 i
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Numarul ¢ se numegste sectiunea de aur.
b) Demonstrati identitatea lui Cassing

Vn € N*: F, 1 Fpyq — F2 = (—=1)™

¢) Calculati
lim Fos1 .

n—+oo [,

2.2 Calcul de limite

Problema 2.3 Determinati o € R astfel incat
o _pa(nt3 ntd \/n+1_\/n+2
e n+4 n+3 n 4+ 2 n+3

Problema 2.4 Sa se determine numerele reale a, b, ¢ astfel incdt sa fie verificate relatiile:

sa fie convergent.

lim nln(v/n2 +bn+c+an) = 2.

n—oo

Problema 2.5 Calculati limitele:

) I L + 2 + ...+ n
a) lim :
n2+1 n2+2 nZ+n/’

b) li v + z + .t "
im it ;
n—oo \n34+1  nd+2 nd+n)’

n cifre
. a-+aa+aaa—+ ... +aa...a
c¢) lim ;
n—oo n
al! +af +...+a?
d) lim 7\1/ ! 2 P unde a1, as, .y ap > 0 sunt numere date, fizate.
n—od p

Problema 2.6 Folosind criteriile Cesaro-Stolz (prima sau a doua forma), sa se calculeze limitele:

Inn!

1. lim .
n—oconlnn

. 1 1 1 1
2. nlLH;oT\/ﬁ <1 + Fok—1 * Y/3k—1 et ¥/ k1
1

3. lim n 1 + +---+i—ln2 .
n—o00 n+1 n+2 2n

) , unde k € N* este fixat;

Problema 2.7 Daca sirul (a,),cy converge spre a, atunci sirul (Sp),cy unde

Sn=a1+a2+m+an,n21
n

converge catre aceeagi limita a.
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Problema 2.8 Daca sirul de numere pozitive (ay), oy converge spre a, atunci sirul

a1,4/0102, ..., /A102...0y, ...

tinde de asemenea catre a.

Problema 2.9 Sa se calculeze:

Ynl 1)2
1mmw;zmi£3mm”W).

n—oo0 n—oo n n—oo \| (2n)!8"

Problema 2.10 Sa se calculeze

. 14 1 141
a) lim (61+2+ tar —eltat +n).

n—oo

1 1 1,1 1
b) lim /n <61+§+"'+m - 26§+Z+'“+ﬁ> .

n—oo

2.3 Studiul convergentei

Problema 2.11 Ardtati cd urmatoarele siruri sunt convergente:

1+ ! + ...+ ! In (Inn)
—_— ... — In(In .
2In2 nlnn " n>2

Problema 2.12 Se definesc girurile (x,,), (yn) de termeni generali

1 1 1
tpn=14+—=+—4=4+..+—=—-2vn+1, Vn>1
! V2 V3 Vn

1 1 1
=1+—+—+..+——-2v/n, VYn>1.
Un V2 V3 Wi¢7

Demonstrati ca cele doud siruri sunt monotone, marginite si au aceea§i limitd care apartine
intervalului (—2,—1) .

Problema 2.13 Fie a §i b doua numere pozitive. Sa se calculeze limita sirului (x,) definit de

relatia:
Tpi1 = Va+bx,, Vn>1, 1 = Va.

In particular, sa se calculeze:

hm%+%+m+ﬁ4memn

n—oo

Problema 2.14 (criteriul Cauchy) Aratali ca un sir de numere reale (ay,,) este convergent daca
st numai daca este sir Cauchy.
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Problema 2.15 Verificati daca sirul (ay,) este fundamental, daca termenul general are formula:

1 1 1
Lap=14-4-4...4= ,n>1
2 3 n
1 1 1
sinl  sin2 sinn
cosa  cos2a cos na
4an27+7++ n2 ,nZl
ar  a an, L
5. xp = 1—p + o + .+ L >1; p>2, peR,(ay), gir marginit de numere reale.
6. Tn = a1+ a2q + a3q®* + ...ang” 1,0 > 159 € (—1,1), (ay),, sir marginit de numere reale.
1 1
7. an:1—§+...+(—1)”+1— ,n > 1.
n
1 2 3
8. ap = o (1) + o (2) + o (3) +..+ U(n), n > 1, unde o : N* — N* este o functie bijectiva.
12 22 32 n?

2.4 Recurente neliniare

Problema 2.16 Fie sirul (u,), oy dat prin relatia de recurenta:

Un,

1 5
un+1:2<un+>avn205 uOZ]-'

a) Aratati ca u, > V5,¥n € N.

b) Studiati monotonia sirului.

¢) Studiati convergenta sirului, iar in cazul in care este convergent, determinati lim .
n—od

Problema 2.17 Fie sirul (a,),cy dat prin relatia de recurenta:

2
1
an+1 = an;_ 7vn207 ag = 1.

a) Studiati monotonia girului.
b) Aratati ca sirul este convergent si determinati lim ay,.
n—oo

¢) Calculati lim n(ap, —1).
n—oo
Problema 2.18 Fie girul (x,),cy dat prin relatia de recurenta:

2
Tp4l =Tpn + —,Vn >0, z9=1.
n
a) Studiati monotonia girului.

b) Folosind punctul anterior, rezultd ca existd lim x, € R. Aratati cd lim x, = +oo.
n—oo n—oo

¢) Calculati lim In
n—oo 1/
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Problema 2.19 Fie girul (vy),cy dat prin relatia de recurenta:
Upt1 =€ —1,YVn >0, vyg=-—1.

a) Studiati semnul functiei x — e* — 1 — x.
b) Studiati monotonia sirului si aratati ca lim v, = 0.
n—oo

¢) Calculati lim (nvy,).
n—oo
Problema 2.20 Fie sirul (yn),cy dat prin relatia de recurenta:

1
Ynt1 =Y =Y, ' 20, yo = 3.
a) Studiati monotonia sirului.
b) Aratati ca lim y, = 0.
n—oo

¢) Calculati nango YYn.
Problema 2.21 Fie sirul (z,),cy dat prin relatia de recurenta:
Zni1 = 2p +27°,YVn >0, 29=0.

a) Studiati monotonia girului.

b) Folosind punctul anterior, rezultd ca existd lim z, € R. Ardtati cd lim z, = +oc.
n—oo n—oo

¢) Calculati lim on
n—oo Inn

Problema 2.22 Fie sirul (t,),cy dat prin relatia de recurenta:

1
—,Vn>0, ty3=0.
vn+1 - 0

a) Studiati monotonia sirului (un),cy, unde uy, = t, —2y/n,¥n > 0.
b) Aratati ca lim t, = +oo.
n—oo

tn+1 =t +

tn
¢) Calculati lim —.
n—oo n

Problema 2.23 Dat o > 0, consideram sirul (uy),~, dat prin relatia de recurenta:

n
n—+ o

Uptl = “Up, VR >1, up > 0.

a) Studiati monotonia girului.
b) Aratati ca girul este convergent.
c¢) Definim sirurile (vn),~1 §¢ (Wn),~q Prin:

vp =In(n%uy)  §1 Wy = Vpy1 — Up, VR > 1.

Calculati lim (ann) . (Indicatie: se poate folosi o schimbare de variabila, apoi requla lui L’Hopital).
n—oo
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Problema 2.24 Consideram sirul (vy), s, definit prin

01221
1
Un+1:1+f, 7121
(Y

n

a) Sa arate sa girul (wy),~q , Wn = este bine definit si sd se justifice cd acesta este o

n
progresie geometricd de ratie T/, unde o si T sunt solutiile ecuatiei x? —x — 1 = 0.

b) Deduceti ca w,, — 0, atunci cand n tinde la +00.
¢) Justificati sensul egalitatii de mai jos

1+
1+

1
1+ —

Problema 2.25 Fie (ay,) gi (by) doua siruri de numere reale cu ag > bg > 0 si

an + by - 2a,,bp,
1 = .
2 § ntl an + by,

VneN:apt) =

a) Sa se arate ca ay, > by, oricare ar fin € N.

b) Sa se arate ca girul (a,by) este stationar.

¢) Sa se arate ca cele doud siruri sunt adiacente.

d) Sa se determine valoarea comuna a limitei celor doud siruri.

Problema 2.26 Se definesc sirurile ag,bg € R, ag < by $i

_ Gn—1 +bn—1 _ Gn—1 + 2bp,—1
ap = ybn = 3

Vn > 1.
2 VR =

Sa se arate ¢ cele doud siruri sunt convergente §i au aceeasi limitd.

Problema 2.27 Fie a,b € R, a < b gi A € (0,1). Sa se arate ca sirul definit prin z1 = a,x9 =
b, Tpi2 = Axy + (1 — N)zpi1, pentru orice n > 1 este convergent gi sa se determine limita.

Problema 2.28 Fie (z,) C R un gir de numere reale si o € (0,1) cu |zpt1 — zn| < |y, — zp—1
pentru orice n > 1. Sa se arate ca (x,,) este convergent.

2.5 Limita inferioara si superioara. Puncte limita

Problema 2.29 Fie (ay)nen un gir de numere strict pozitive. Aratati ca

a
lim inf < liminf /a,, <limsup /a, < limsup ntl

n—oo  ap n—00 n—00 n—oo  Qn

an+1

Dati exemplu de un gir pentru care prima i ultima inegalitate si fie stricte. Drept consecinid,

STINY o C e 1 Ap41 . C e e . o
ardtati ca daca existd lim ntl— e [0, +00], atunci exista lim /a, gi este egald cu f.
n—oo  Qy n—00
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Problema 2.30 Flie sirul

m
S { T dacd exista m,k € N astfel incat n = 283™
n =

0, in rest.

Sa se arate ca oricare ar fi a > 0 exista un subsir al lui (x,) cu limita a. Sa se indice un sir pentru
care multimea punctelor limita este {1} U [4, 5].

Problema 2.31 Sa se arate ci (cosn)pen §i (Sinn)pen nu au limitd. Mai mult, si se arate cd
pentru orice a € [—1,1] exista un subsir al sirului (cosn)pen cu limita a. Aceeasi problema pentru
(sinm)pen.

Problema 2.32 Flie (ap)n>1 un sir de numere reale cu proprietatea ca lim (ap+1 —an) =0, care
- n—oo

are cel putin doud puncte limita diferite. Aratati ca multimea punctelor limita ale lui (an)n>1 este
un interval tnchis nedegenerat in R.

2.6 Probleme diverse

Problema 2.33 Dacad x, este solutia din intervalul (mr,mr—i— %) a ecuatier tgx = x, n € N,
calculati limita

. T
lim n-(mr—i———:vn).
n—oo 2

Problema 2.34 Flie (u,) un gir de numere reale convergent la ¢ € R.

a) Presupunem ca £ ¢ Z. Ce putem spune despre sirul ([uy])?

b) Presupunem ca ¢ € Z. Propozitia "Daca sirul (u,) converge la £ atunci ([uy]) converge" este
intotdeauna adevarata?

Problema 2.35 Preupunem ca (uy,) este un gir care satisface
Umtn < Upm + Un,

pentru orice m,n € N,
a) Fie m,n € N* cum <n. Aratati ca

Up < qUm + Ur,
unde g € N, r € {0,...,m—1} gin =qgm +r este descompunerea dupd teorema tmpartirii cu rest.
U
b) Presupunem cd multimea § — |n € N*} e marginitda inferior si notam
n
U
E::inf{—”\neN*}.
n
o Lo Un
Aradtati ca girul (—) converge la £.
n
U
¢) Presupunem ca multimea {—" |n € N*} e nemarginita inferior. Aratati ca
n

. Un
lim — = —oo0.
n—oo N
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Problema 2.36 Consideram a € [—2,2] §i sirul (zn),cy dat prin
o =a, Tpt1=V2+z,, VneN.

a) Calculati
0y = lim 4"(2 — x,).

n—o0

b) Calculati
62 = lim 4" [61 - 4”(2 - l‘n)] .

n—oo

3 Siruri la olimpiade

Problema 3.1 Fie un numar natural p > 2. Aratati ca girul (x,)n>1, definit prin x; =a > 0 i

relatia de recurentd Tn4+1 = Tn + [p] ,n € N*, este convergent si determinati limita sa in functie
Tn
de valorile parametrului a.

O.N.M. 2024, Etapa judeteana, P2

Problema 3.2 Fie n un numar natural nenul.
a) Aratali ca numdarul de cifre ale lui n este egal cu [lg(n)] + 1, unde prin [z] s-a notat partea
intreagd a numdrului real x.

b) Calculati lim C—n, unde ¢, reprezintd numarul de cifre ale numarului 2023™.
n—oo N
O.N.M. 2023, Etapa locala

Problema 3.3 Fie (an)n>1 un sir de numere reale strict pozitive, cu proprietatea ca sirul (an4+1 —
an)n>1 este convergent, cu limita nenula. Calculati limita

n
. Anp+1
lim )
n—o00 Qan,

O.N.M. 2019, Etapa judeteand

2

Problema 3.4 Fie (ap)n>1 un sgir de numere reale astfel incit a; > 2 §i apy1 = 1+ —, pentru
= a
orice n > 1. "

a) Aratati ca agn—1 + ag, > 4, oricare ar fin > 1 gi ca lim a, = 2.
n—oo

b) Determinati cel mai mare numar real a pentru care inegalitatea

\/x2+a%+\/x2+a%+\/x2+a§+...+\/a:2+a%>n\/$2+a2

este adevaratd oricare ar fi x € R gi oricare ar fin € N*.

O.N.M. 2017, Etapa judeteand

Problema 3.5 Fie sirul (an)n>1 cu proprietatile a, > 1 si a%_i_l > Qnanya, oricare ar fin > 1.
Aratati ca sirul (xn)n>1 dat de x, =log, any1 pentrun > 1 este convergent si calculati-i limita.
O.N.M. 2018, Etapa judeteand
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Problema 3.6 Fie sirul (x,),>1 definit in mod recurent prin x1 =1 §i

T T2 In
n+1+n+2+m 2n

Tnt+1 =

24+ a2

pentru orice n € N*. Consideram sirul (yn)n>1, U Yn = ,n € N*. Aratati ca:

n
2n +1
a) a:%H < y?" §1 Ynt1 < ﬁyn, pentru orice n € N*;
b) lim z, =0.
n—oo

O.N.M. 2022, Etapa judeteand

Problema 3.7 Fie (zy,)p>1 un sir de numere reale din intervalul [1,00). Presupunem cé girul

(.%@) oy’ definit prin ygﬂ) = [me] ,n > 1, este convergent pentru oricare k € N*. Sa se demonstreze
n

ct girul (zn)n>1 este convergent.
O.N.M. 2015, Etapa judeteand

Problema 3.8 Spunem ca o functie f : R — R are proprietatea (P) daca oricare ar fi un sir de
numere reale (Tyn)p>1 cu proprietatea ca sirul (f(zy))n>1 este convergent, rezultd ca girul (Tpn)n>1
este convergent. Demonstrati ca o functie surjectiva cu proprietatea (P) este continud.

O.N.M. 2017, Etapa nationala
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