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Planul determinat de normala si un punct

: - = . :
Fie reperul R(O, i, j, k) in spatiu.
Numim normala a unui plan, un vector perpendicular pe
fiecare directie din plan. Normala este un vector de forma

N—A7 +B] +CK, RR+B2+C2+0.
Fie My (X0, Yo, 20) un punct fixat al planului si M(x, y,z) un
punct oarecare al planului. Din definitia normalei
MoM.L N
ceea ce este echivalent cu

MoM - N = 0. (1)
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Relatia (1) este echivalenta cu

(7 - T)LN =0 @)

Planul determinat de normala si un punct are ecuatia:

A(x — xo) + B(y — y0) + C(z — ) = 0. 3)
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Ecuatia generala

Fie in S reperul cartezian R(O, 7, 7, ?).

Teorema

Pentru orice plan existd A, B, C € R, cu A% + B? + C? +# 0 astfel
ca orice punct din plan sa satisfaca ecuatia

Ax+ By +Cz+ D=0. (4)

Ecuatia explicita. Daca C # 0, atunci ecuatia planului se
poate pune sub forma

A D
= ¢ ¢ ¢ ©)

e 4
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Cazuri particulare

—

. Daca D = 0 planul trece origine

2. Daca A = 0 planul este paralel cu Ox

3. Daca A= D = 0, planul contine axa Ox

4. Daca A = B = 0 planul este paralel cu planul xOy

5. Daca A= B = D =0 planul este z = 0.
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Planul in spatiu

Plane paralele

Teorema
Doua plane sunt paralele daca normalele sunt coliniare.

Fie planele

Aix+Biy+Ciz+ Dy =0, Axx+ Boy+ Coz+ Do =0.
Planele sunt paralele daca si numai daca
Ay By G
A, B Gy (®)
Planele coincid daca si numai daca

A _B _Ci_D -

R
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Unghi diedru

Unghiul diedru a doua plane este unghiul determinat de
normale si are cosinusul

A1As + BiBs + C1Co
A+ B+ C3\ A+ BR + G

Cosp =
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Planul determinat de 3 puncte necoliniare

Fie Mi(x;, i, zi),i = 1,2, 3 trei puncte necoliniare si fie
M(x, y, z) un punct arbitrar al planului. Atunci vectorii
MiM, MyMo, M;Ms sunt coplanari. Ecuatia planului este

(MiM, MyMz, My Mz) = 0. 9)
Forma echivalenta este:

X=X Y=V Z-Z
Xo—X1 Yo—Y1 22—z |=0
X3—X1 Ya—Y1 Z3—Z4
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Planul prin taieturi

Alta forma este

X y z

X1 N 4

Xo Yo 22

X3 Y3 Z3
Planul prin taieturi. Daca planul taie axele de coordonate in
punctele A(a,0,0), B(0, b,0), C(0,0, ¢) atunci din ecuatia
planului prin 3 puncte deducem

Y

Xl Zoq
a b ¢

—_ = .
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Distanta de la un punct la un plan

Un plan este unic determinat daca se cunoaste distanta de la
origine la plan, notata p si versorul normalei

- — —
" =cosa i +cospj +cosvyk.
Ecuatia normala a planului este
XCcosa+ycosf+zcosy—p=0. (10)

Distanta de la punctul My(xo, Yo, Z0) la planul
P):Ax + By + Cz+ D =0este

Ax+By+ Cz+ D
VA% 4+ B? + C?

d(Mo, (P)) = (11)
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Pozitia relativa a trei plane in spatiu

Fie planele
P): Ax+By+Ck+D; =0, i=1,23.

Formam sistemul

A1X+B1y—|—C1k+D1 =0
Aox + Boy + Cok + Do =0
A3X—|—B3y—|—03k—|-D3:0

Fie

A1 B1 C1 A1 B1 C1 D1
r=rang| A, B, Co sip=rang| Ao B> C> D,

A3 B3 C3 A3 BS CS D3
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1. Daca r = p = 3 planele au un singur punct comun.

Numim snop de plane determinat de 3 plane, mulfimea tuturor
planelor care trec prin punctul comun de intersectie.

Ecuatia snopului este
)\1P1 +)\2P2+)\3P3 = 0, Ai € R, i = 1,2,3.

2. Daca r = 2, p = 3 doua plane sunt paralele sau planele
formeaza o prisma.
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3. Daca r = p = 2 planele se intersecteaza dupa o dreapta.
4. Daca r =1, p = 2 planele sunt paralele
5. Daca r = p = 1 planele sunt confundate.
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Dreapta printr-un punct si de vector director dat

Fie My(xo, Yo, Zo) Si vectorul director
7:/7+m7>+n?, P+ m?+n?+#0.
Un punct M(x, y, z) apartine dreptei daca are loc

MoM = \V.
Ecuatia vectoriala a dreptei
T - =V (12)

unde 7, TJ sunt vectorii directori ai punctelor M si M.
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Ecuatiile parametrice

Ecuatiile parametrice ale dreptei:

X=X _Y=—W_2-2%
/ m n
Cazuri particulare:
1. Dreapta perpendiculara pe Oz

, AeR. (13)

X=X _Y—W_2-2%
/ m 0o

2. Dreapta paralela cu Oz
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Dreapta prin doua puncte

Fie Mi(x;, yi, z;), i = 1,2 doua puncte din spatiu. Acestea
determina in mod unic o dreapta, al carei vector director este
VoMW =7 T

Ecuatia vectoriala este

T=H+XNB-H)

Forma echivalenta este

X=X _ YN 24

= = , YeR. (14)
Xo—X1  Yo—Y1 Z2—Z

e 4
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Dreapta ca intersectie a doua plane

Fie doua plane

P): Aix+Biy+Ciz+D;1 =0 si Q): Acx+Boy+Coz+D>=0

astfel ca rang< 21 By g‘ > =2
2

o B
Atunci cele doua plane determina in mod unic o dreapta, de
ecuatii
A1X—|—B1y—|—C1Z—|—D1:0 (15)
Acx+ Boy+ Coz+ D=0

Directia dreptei este SN
7 = N1 X Ng.
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Fascicul de plane

Multimea tuturor planelor P) care trec printr-o dreapta de forma
(15) se numeste fascicul de plane.

Ecuatia fasciculului de plane este

AMA1X + By + C1z+ Dy) + p(Aox + Boy + Coz + Dy) = 0,

unde X\, € R, N2 + p2 # 0.



Dreapta printr-un punct si de vector director dat
Dreapta prin doua puncte
Dreapta in spatiu Dreapta ca intersectie a doua plane

Plane determinate de drepte paralele si concurente

Distanta de la un punct la o dreaptaa

Fie A un punct in spatiu si D o dreapta de vector dlrector V.

Fie AA'LD. Observam ca distanta d este egala cu HAA’H
Distanta de la A la D este data de formula

—
g IMoAx V|
IVI

unde M, este un punct arbitrar al dreptei.
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Unghiul a doua drepte

Fie doua drepte

Unghiul dintre drepte este unghiul vectorilor directori si este
determinat prin

= =
Vi Vo Il +myms + nyno

lalllvall /% + m2 + 2\ /8 + m3 + 8
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Consecinte

1. Conditia de perpendicularitate a doua drepte este

Vi V=0
conditie echivalenta cu
Itk + mymo + nyno = 0.

2. Conditia de paralelism a doua drepte este

— —
Vi = AV

echivalenta cu
/1 L

m
b mp
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Pozitiile relative a doua drepte

Fie doua drepte

X=X Y—VYo Z2-2

b mp Ny

s
1. Dreptele sunt coplanare daca (M; Mz, Vi, Vg) =0.
Dreptele coplanare pot fi: paralele sau concurente.

2. Planele sunt necoplanare (oarecare) daca
IRV e
(MiMz, vi, v2) # 0.
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Planul determinat de doua drepte paralele

Fie doua drepte paralele
X=X _Y=—»hn _2-%4
/ m n
X=X _Y—)o 22
/ m n
Atunci ecuatia planului este

(MyM, My My, V) = 0.
Forma echivalenta este

X=X Y=WNn Z-24
Xo—X1 Yo—Y1 Z2—2 |=0.
/ m n
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Planul determinat de doua drepte concurente

Fie doua drepte concurente
X=X _Y—-WNn_Z—-24

I my n
X=X Y—VYo Z2—-2
lo mp ne

Atunci ecuatia planului este

T

(MoM, V3, v3) = 0.
Forma echivalenta este

X=X Y=Y Z2— 2
/1 my n =0.
I mp ny
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Perpendiculara comuna a doua drepte

Fie doua drepte

X—Xo Y—)Yo Z2—22
b m  np
Perpendiculara comuna a celor doua drepte este o dreapta d
care :
-intersecteaza ambele drepte
-este perpendiculara pe ambele drepte; deci vectorul director
= V1> X Vo unde vi, V5 sunt vectorii directori ai celor doua

drepte
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Consideram planele:
P;) planul determinat de M;(x1, y1, 21), 7, Vf Si
P>) planul determinat de Max(xo, ¥, 22), V, Vo.

Perpendiculara comuna este d = P; N Ps.



Dreapta printr-un punct si de vector director dat
Dreapta prin doua puncte
Dreapta in spatiu Dreapta ca intersectie a doua plane

Plane determinate de drepte paralele si concurente

Pozitia relativa a unei drepte fata de un plan

Fie planul P de ecuatie Ax + By + Cz+ D = 0 si dreapta d de
X=X Y—Yo Z2—2

/I m  n _
1. Dreapta d este paralela cu planul P, daca V.N=0,sau
echivalent

ecuatii

Al+Bm+ Cn=0.

2. Dreapta d este inclusa in planul P, daca au loc

Al+Bm+Cn=0
Axo+Byo+Cz+ D=0

3. Dreapta d si planul P sunt secante; daca sistemul format cu
ecuatiile lor au un punct comun.
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