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Prefata

Folosirea metodelor probabilistice este un fenomen tot mai raspandit in inginerie,
economie, stiinte medicale etc. Aceste metode sunt folosite, de exemplu in teoria
transmiterii informatiei, in teoria semnalelor, modelarea fenomenelor de zgomot,
fiabilitatea sistemelor, teoria asteptarii, matematici financiare, pentru a enumera
doar cateva dintre ramuri.

Datele experimentale analizate cu metode statistice fac aplicabild teoria gene-
rald a probabilitatilor si ofera posibilitatea de a aproxima comportarea aleatoare a
diferitelor fenomene importante, mai ales dacd nu avem suficiente informatii.
Cartea se adreseazd in primul rand studentilor din invatdimantul tehnic si intelegerea
materialului presupune cunoasterea unor capitole de matematicd, dupd cum urmea-
za : combinatorica, calcul matriceal, calcul diferential si integral, transformata
Fourier, ecuatii diferentiale ordinare.

Pentru Intelegerea continutului acestei carti, recomandam cititorilor sa parcurga
mai Intai primele 2 capitole, care sintetizeaza principalele aspecte ale teoriei pro-
babilitdtilor. Celelalte trei capitole sunt independente, dar se bazeaza pe materialul
din capitolele enuntate.

Camp finit de probabilitate

Este introdusd notiunea de probabilitate Tn sens clasic, apoi axiomatic si sunt
enuntate principalele formule de calcul cu probabilitdtfi. Aici sunt prezentate
schemele clasice de probabilitate si un numar variat de exemple si probleme care
ilustreazd multitudinea domeniilor in care apar fenomene aleatoare ale caror sanse
de producere pot fi apreciate. Se insistd pe intelegerea independentei si a conditio-
ndrii evenimentelor si sunt prezentate primele aspecte ale analizei Bayesiane.

Variabile aleatoare

Materialul din acest capitol prezintd pentru inceput variabile discrete, punand ac-
cent deosebit pe variabila Bernoulli si pe cazurile ei limitd: legea numerelor mari
si legea normald. Alte variabile cu infinitate numarabild de valori sunt prezentate
si exemplificate: variabila geometricd si variabila Pascal.

Partea a doua cuprinde cazul continuu. Aici sunt prezentate variabilele continue,
cu legituri si aplicatii. Numeroase exemple indicd rolul important jucat de vari-
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abila normald. Caracterul de lege limitd este ilustrat prin aplicatii ale teoremei
limita centrald. Printre cele mai importante aplicatii mentiondm pe cele din teoria
fiabilitatii.

Notiunea de valoare medie a unei variabile joacd un rol important, deoarece din
acestea decurg si alte valori caracteristice, care completeazd informatiile asupra
teoriei.

Urmatoarele capitole pot fi citite independent unul de celdlalt.

Variabile aleatoare multidimensionale

In acest capitol se prezinti principalele aspecte teoretice ale variabilelor bidimen-
sionale, probleme de conditionare si, ca o consecintd, apar operatiile cu variabile
continue. Cunoagterea modului In care se transforma, prin diferite operatii, den-
sitdfile de probabilitate este importantd, deoarece acestea sunt folosite in analiza
calitdtii, stiut fiind ca proprietatea de functionare a unui sistem este exprimata prin
anumite operatii cu componentele sale.

Procese stochastice

Procesele de numadrare: binomiale sau Poisson reprezintd o componentd a oricarui
studiu de inginerie electricd modernad sau a teoriei asteptdrii. Sunt date numeroase
exemple 1n aceste sens. Lanturile Markov sunt de asemenea deosebit de impor-
tante in teoria transmiterii informatiilor. Evolutia Tn timp a unor sisteme care
se pot afla in diferite stdri, in mod aleator, duce la studiul matricelor stochastice
atasate.

Statistica matematica

Ultimul capitol este justificat de toate aspectele teoretice precedente. Date fi-
ind determindri experimentale apar o serie de probleme interesante. Dacd este
cunoscutd legea teoreticd, prin metode statistice, se pot determina parametrii ei
necunoscuti, se pot estima media, dispersia sau se pot gasi intervale carora acestea
le apartin cu o anumitd probabilitate. Dacd legea nu este cunoscutd, prin aplicarea
testelor de concordanta, se poate motiva alegerea unei anumite legi.

Aducem multumiri domnilor profesori care au citit atent si constructiv aceastd
carte: prof. dr. Nicoleta Negoescu si prof. dr. Eugen Popa, recomandand-o spre
publicare. Mulfumim anticipat tuturor celor care vor face observatii si sugestii pe
marginea acestui material.



Capitolul 1

Camp finit de probabilitate

1.1 Formule de calcul intr-un camp de probabilitate

Fie £ = {ey,- -+ ,e,} o multime finitd ale cirei elemente le numim cazuri posi-
bile (sau evenimente elementare) si P(E£) multimea submultimilor ei () C E).

Exemplul 1.1.1 1. La aruncarea unui zar omogen pe o suprafatd pland se obtin
cazurile posibile

E = {617627”' 766}
unde prin evenimentul elementar e;,1 = 1,--- |6 intelegem cd "la o aruncare se
obtine fata cu numdrul .
2. La aruncarea a doud zaruri simultan sunt 36 de cazuri posibile, iar multimea
lor este

E = {(ei7€j>7i7j: 17 76}

3. Dacd trebuie sd transmitem 3 semnale diferite pe un canal, iar transmisia
se poate face intr-o ordine aleatoare, atunci avem 6! moduri, iar multimea E este
multimea tuturor tripletelor ordonate (permutdri), care se pot forma cu elementele
multimii {1,2,3} . 4. Dacd trebuie sd transmitem 3 semnale diferite pe 3 canale
de transmisie in mod aleator, atunci avem 3° cazuri posibile.

Daca A C E, A= {ey, -, e}, numim elementele ei cazuri favorabile.

Exemplul 1.1.2 1. La aruncarea unui zar un eveniment poate fi A "obtinerea
unui numdr par”, deci are 3 cazuri favorabile

5
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A — {627 €4, 66}

2. La aruncarea a doud zaruri evenimentul A “obtinerea unei duble” are 6
cazuri favorabile

A={ (e1,e1), (e2,€2), (e3,€3), (es,€4), (€5,€5), (€6, €6) }

Operatii cu evenimente

Evenimentele A si B coincid sau sunt egale si notim A = B, daca se realizeaza
simultan. Aceasta revine la existenta acelorasi cazuri favorabile.

Daci A este un eveniment, A se numeste eveniment contrar si este acel eveni-
ment, care se realizeaza atunci cand A nu se produce; in limbajul teoriei multimilor,
acesta reprezintd complementara multimii A, deci A = £\ A = CA.

Exemplul 1.1.3 La aruncarea unui zar, daca A a fost “obtinerea unui numdr
par”, atunci A reprezintd ”obtinerea unui numdr impar”.

Dacéd A si B sunt doud evenimente, spunem ca A implica B si notdim A C B,
daca realizarea lui A antreneaza realizarea lui B, sau echivalent toate cazurile
favorabile lui A sunt favorabile si lui B.

Intersectia evenimentelor

Date A si B doud evenimente, numim intersectia lor, evenimentul notat A" B
care se realizeazd atunci cind A si B se produc simultan. Daci A B = 0,
evenimentele se numesc incompatibile.

Mai general, dacd avem o familie cel mult numéarabili de evenimente (A;);er, I C
N, evenimentul

N

el

se realizeazd atunci cand toate evenimentele A; se produc.

Reuniunea evenimentelor

Daci A, B sunt doud evenimente, reuniunea lor este evenimentul notat AU B care
se realizeaza daci cel putin unul dintre evenimentele A sau B se produce. Daca
avem o multime cel mult numarabila de evenimente A;,7 € I, C N reuniunea
este evenimentul notat
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U4

el

se realizeaza daci cel putin unul dintre A; se produce.

Au loc urmaétoarele proprietati ale operatiilor cu multimi:
1. comutativitatea

ANB=BnNA AUuB=BUA

2. asociativitatea

(ANB)NC=ANn(BNC)

(AUB)UC = AU (BUC)

3. distributivitatea

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

Semnaldm relatiile lui de Morgan

ANB=AUB AUB:ZHE

care se generalizeaza

Ua=N4 Na=Ua

el el icl icl

Exemplul 1.1.4 Dacd A, B, C sunt 3 evenimente sd exprimdm cu ajutorul lor
urmdtoarele evenimente.

1. Faptul cd toate trei se realizeazd se exprimd prin AN BN C.

2. Cel putin unul se realizeazd inseamnd AU B U C.

3. A sau B se realizeazd si C nu are loc, se exprimd prin (AU B) N C..
4. Exact unul se realizeazd inseamnd (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC).

Numim probabilitate in sens clasic functia P : P(E) — [0, 1] definitd prin
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P(A) = nr.cazurilor favorabile _ E (L.1)

nr.cazuri posibile n

Se observa ca aceastd notiune satisface urmatoarele proprietafi:

P(A) € [0,1], VA € P(E) (1.2)
P(E) =1 (1.3)
P(AUB) = P(A)+ P(B) YA,B€ P(E), ANB =1 (1.4)

Sd mai observdm cd proprietatea (1.4) se extinde imediat la o familie finitd de
evenimente. Dacd (A4;),i € {1,--- ,n}, 4;NA; =0, i # j atunci

Tripletul (£, P(E), P) se numeste camp finit de probabilitate. Deoarece cal-
culul probabilitatilor revine intr-un caAmp finit la numdrarea unor cazuri, dim in
continuare cateva reguli.

Reguli de numarare

Principiul multiplicarii. Presupunem ca doua evenimente A si B, se pot realiza
in m respectiv k£ moduri, independent unul de celdlalt. Numarul de moduri 1n care
se poate realiza A si B este m X k.

Permutari. Numairul tuturor aplicatiilor bijective (permutiri) de la o multime de
n elemente laeainsasieste n! =1-2---n.

Aranjamente. Numarul submultimilor ordonate cu k elemente ale unei multimi
cu n elemente, 0 < k < n, se numeste aranjamente de n luate cate k si este
AF =nn—-1)...(n—k+1).

Combinari. Numarul submultimilor cu &k elemente ale unei multimi cu n ele-
k
mente, 0 < k < n, se numeste combiniri de n luate cite & si este CF = k—?
Exemplul 1.1.5 1. Cdte parole cu cdte 5 litere se pot forma pentru un computer,
dacd literele nu se pot repeta ? Dar dacd se pot repeta ? (Folosim 26 de litere).
2. Cate coduri de trei cifre se pot forma cu cifrele 0,1, ...97
3. In cdte moduri 10 studenti pot ocupa 10 banci? Dar 12 bdnci?
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1. Pentru primul caz se folosesc submultimi ordonate A3, deoarece putem in-
terpreta ca prima literd poate fi aleasd in 26 de moduri, a doua in 25 de moduri
etc, deci o parola este o submulfime ordonatd cu 5 elemente. In al doilea caz din
principiul multiplicdrii 26°, deoarece fiecare pozitie poate sa fie ocupati de oricare
dintre cele 26 de litere, independent de celelalte.

2. Din principiul multiplicdrii rezultd 103 de cazuri.

3. Evident cd 10 studenti pot ocupa 10 banci in 10! moduri. Apoi 10 bénci pot
fi alese In C}J, iar pentru 10 bénci fixate avem 10! moduri, dupd care folosim
principiul multiplicdrii si obtinem C19 x 10! = A19.

Exemplul 1.1.6 Dintr-o urnd cu 3 bile albe si 2 bile negre extragem 2 bile astfel:
1. simultan
2. cdte una fdrd repunere
3. cu repunere
Indicati toate cazurile posibile.

Numerotam bilele aq, as, as, nq, no.
In cazul 1. se formeaz submultimi de 2 elemente dintr-o multime cu 5 , deci CZ.

E, = {(ah az), ((11, Clg), (ah 711), ((ll, 712)7 (az, (13), (Clz, nl)

(CLQ; n3)7 (a37 nl)? (CL37 77/2), (n17 n2)}
In al doilea caz intervine si ordinea deci A? si
E2 — El U {(GQ; a’l)) (a37 a1)7 (nh a’l)) (TLQa al)a (C(,g, a?)
(nb (12), (77,3, a?)? (nla 0,3), (n27 (13), (n27 nl)? }

3. Dupa principiul multiplicdrii rezultd 5 x 5 moduri

Es = EyUEyU{(a1,a), (az,az), (as, as), (n1,n1), (n2, ng).}
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1.2 Formule de calcul intr-un camp de probabilitate

Fiind datd o multime finitd £ si o aplicatie P : P(E) — [0, 1] satisfacand a-
xiomele (1.3) si (1.4) spunem cd avem un camp finit de probabilitate.

Evenimentul sigur, F, este acela care se realizeazd cu certitudine la orice probd,
iar evenimentul imposibil, (), este acela care nu se poate realiza in nici o efectuare

a experientei. Are loc:
P(0) =0

Probabilitatea evenimentului contrar. Evenimentul a cdrui realizare constd 1n
nerealizarea evenimentului A se numeste “non A”, se noteaza cu A si are proba-
bilitatea:

P(A) =1- P(A) (1.5)

Urmatorul exemplu de aplicare a probabilitdtii unei diferente este una din primele
probleme de calcul al probabilitdtilor cunoscutd din istoria matematicii si a fost
rezolvatd de Blaise Pascal in secolul 17.

Exemplul 1.2.1 Sd ardtdam ca probabilitatea de a obtine cel putin un 6 cand se
aruncd un zar de patru ori este mai mare decdt probabilitatea de a obtine cel
putin o dubld (6,6), dacd se aruncd 2 zaruri de 24 de ori.

Notdm cu
A evenimentul “de a obtine cel putin un 6 cand se arunca un zar de patru ori”
B evenimentul “de a obtine cel putin un (6, 6) cand se aruncd doud zaruri de
24 ori”

Constatdm cd A si B reprezinta reuniuni de evenimente. Este mult mai comod sa
trecem la evenimentele contrare
A evenimentul ”de a nu obtine nici un 6 cand se arunci un zar de patru ori”
B evenimentul ”de a nu obtine nici un(6, 6) cand se arunci doui zaruri de 24
29

ori
Dacd aruncam un zar avem 6 cazuri posibile la o aruncare, iar la 4 aruncari 6*;

— — )
pentru A avem 5* cazuri deci P(A) = (6>4’ iar folosind (1.5) P(A) = 1 —

(6)4 = 0,5177. Deoarece la o aruncare a doud zaruri existd, conform principiului

multiplicérii, 6 x 6 cazuri, iar la 24 de arunciri 6 x 624,

P(B) = (%)24.
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Probabilitatea unei diferente
P(A\ B)=P(A)— P(ANB) (1.6)

Consecinti. Dacid A C B rezultd P(A) < P(B). Aceasta deoarece dacd A C B,
avem A= ANBsi P(B) — P(A) =P(B\ A) > 0.

Probabilitatea unei reuniuni

n

P(UAaziP(Ai)— ST oPANnA)+ Y PAINA; N A+

i=1 1<i<j=n 1<i<j<k<n

n

+o (=) P() A) (1.7)

=1

Exemplul 1.2.2 Rezistorii circuitului din figura (1.1) R;,1 = 1,4 functioneazd
independent §i au aceleagsi sanse de a se arde. Sd calculdm probabiliatea ca prin
circuit sd circule curentul.

Iy
k2
— !
e E— g
E3
Figura 1.1:

Fie R;,» = 1,4, evenimentul cd rezistorul R; functioneaza si A faptul ca circuld
curentul. Avem

A= (RyURyUR;)N Ry = (Ry N Ry)U(RoN Ry) U(RyN Ry)
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P(A)=P(RiNRy)+ P(RyNRy) + P(R3N Ry)—

Dacd aplicam probabilitatea

—P(RiNRyNRy) — P(RiNR3NRy) — P(RyN R3 N Ry)+
+P(RiNRyN Ry N Ry)

Cazurile posibile sunt 2* , deorece orice rezistor poate fi in doui situatii, indepen-
dent de celelalte. Doi rezistori functioneazi in 22 cazuri favorabile,trei rezistori in
2 cazuri favorabile, iar toate patru intr-un singur caz. Deci

22 2 1

Inegalitatea lui Boole

n

P (ﬂ Ai) >3 P(A) — (n—1) (1.8)

=1

Exemplul 1.2.3 Un dispozitiv corespunde cerintelor dacd satisface proprietdtile
a,b,c. Intr-un lot de dispozitive existd 95% de dispozitive ce satisfac a, 90% ce
satisfac b si 92% ce satisfac c. Sd determindm o limitd inferioard a probabilitdtii
ca alegand la intamplare un dispozitiv, acesta sd corespundd.

Notam cu A, B, C, faptul cad dispozitivul satisface proprietdtile a,b,c. Atunci
faptul cd acesta corespunde, reprezintd evenimentul

ANnBNC

Deoarece nu avem informatii despre dispozitivele ce satisfac simultan doud sau
toate proprietdtile folosim inegalitatea lui Boole si avem

P(ANnBNC) > 1-3+P(A)+P(B)+ P(C) =0,954+0,90+0,92—2 =0, 77.

Inegalitatea lui Boole este utild deoarece dd o margine inferioard a probabilitdtii
unei intersectii.
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Conditionare si independenta

Dacd A C E, satisface P(A) # 0, atunci probabilitatea de realizare a evenimen-
tului B 1n ipoteza cd evenimentul A s-a realizat, se numeste probabilitatea lui B,
conditionata de A si este definitd prin:

P(ANB)
P(A)

Evenimentele A si B se numesc independente daci are loc P(AN B) = P(A) -
P(B).

P(B|A) = P4(B) = (1.9)

Exemplul 1.2.4 O urnd contine 6 bile albe si patru bile negre. Extragem o bila §i
constatdm cd este albd. Mai extragem o bild; cu ce probabilitate a doua este tot
albd. Vom considera situatiile:

a. prima bila este repusd

b. prima bila nu este repusd.

Considerdm evenimentele A “prima bild este alba” si B ” a doua bila este alba”.
Daca suntem in situatia a., atunci A conditioneaza pe B si prin urmare

5
Daca suntem in cazul b., faptul ca s-a produs A nu influenteaza pe B. Atunci
P(B) =4
10

Punctul b. ne conduce la ideea de independentd a doud evenimente.

Exemplul 1.2.5 Dacid A, B € P(E) si P(A) - P(B) # 0, atunci urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente
1. A, B sunt independente

2. P(A|B) = P(A)
3. P(B|A) = P(B).

Afirmatiile rezultd imediat; noi vom exemplifica doar implicatia 1 < 2
Aratam mai intai 1 = 2. Calculam probabilitatea condifionata, folosind indepen-
denta si avem

(ANnB) P(A)P(B)

P(A]B):PP(B> =B = P(4)

Pentru 2 = 1, din
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P(AN B)
P(B)
rezultd P(AN B) = P(A)P(B), deci independenta evenimentelor.

P(A|B) = = P(A)

Exemplul 1.2.6 Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente pentru doud evenimente
A, B oarecare

1. A, B sunt independente

2. A, B sunt independente

3. A, B sunt independente

4. A, B sunt independente.

Demonstram doar 2 < 4. Daca 2 este adevarata, atunci

P(ANB) = P(A)P(B)

Primul membru este probabilitatea unei diferente
P(ANB) = P(A)— P(ANB)
dar folosind de Morgan si probabilitatea unei diferente

P(A\B)=P(A) -1+ P(AUB) = P(B) - P(ANB)
Din P(A)P(B) = P(B) — P(AN B) rezultd independenta evenimentelor A, B.

4 = 2 rezulta asemanator.

(A;),i € {1,--- ,n} € P(F) se numesc global independente daca pentru orice
I C{1,2,--- ,n}areloc

P (ﬂ AZ-) =[P4

i€l 1€l

Exemplul lui Bernstein arata cd exista 3 evenimente independente doud céte doud,
dar care nu sunt global independente.

Exemplul 1.2.7 Un tetraedru regulat si omogen are fetele colorate astfel: o fatd

complet albd, o fatd complet rosie, o fatd complet neagrd si a patra fatd contine

toate cele trei culori. Aruncam tetraedrul pe o suprafatd pland si fie evenimentele
Ay “tetradedrul se aseazd pe fata ce contine culoarea albd”
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Ag "tetradedrul se aseazd pe fata ce contine culoarea rosie”
Ajs “tetradedrul se ageazd pe fata ce contine culoarea neagrd”. Avem atunci

1
P(A1ﬂA2):P(A1QA3):P(A20A3):Z
iar

P(A1)P(A;y) = P(A1)P(Ag) = P(A) P(A3) =

DN —
DN | —

de unde deducem independenta cate doud; in timp ce

P(AlﬂAgmAg):—#§—§

ceea ce aratd cd nu sunt global independente.

Probabilitatea unei intersectii

()

= P(A1)P(A2| A1) P(A3| Ay N Ag) -+ P(Ap[Ar 0o N Apy) (1.10)

Exemplul 1.2.8 Un lot de 100 de diode contine 5% rebuturi. Se face umdtorul
control de calitate: se aleg (fdrd repunere) 5 diode si dacd cel putin una este
defectd, lotul se respinge. Sd calculdm probabilitatea de a respinge lotul.

Notam cu A; faptul ca ”la extragerea ¢ se obtine o diodd corespunzitoare”. Lotul
este respins daca se produce

5
U4
i=1

Calculam probabilitatea trecind la evenimentul contrar
5
P (UE) =1-P([4)=1-
=1 ;

—P(A1)P(As| A1) P(Ag] A1 N Ag) P(Ag| A1 N Ao Ag) P(As| A1 N As N As N Ay) =
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95 94 93 92 91

|

Evenimentele A;,7 = 1,--- ,n cu proprietatile

1. P(4;) >0, Yi=1,---,n

2. AZﬂA]:Q),Z%j

3. E =4

i=1

formeaza un sistem complet de evenimente.
Exemplul 1.2.9 1. Dacd E = {ey,- - ,e,} este finitd, multimea evenimentelor

elementare e; formeazd un sistem complet de evenimente.
2. Dacd A este un eveniment, atunci A si A formeazd un sistem complet de
evenimente.

[
Dacd A;,i = 1,--- ,n este un sistem complet de evenimente au loc urmatoarele
doud formule.
Formula probabilitatii totale
P(B) =Y P(A;)P(B|A)) (1.11)
i=1
Formula lui Bayes
P(B|A;)P(A; .
P(A;|B) = — (B]4:)P(4:) ,1=1,---.n (1.12)

}:H&W@Mﬂ

Exemplul 1.2.10 intr-un canal de comunicatii se transmite 0 sau 1 cu proba-
1 2
bilitatile — si respectiv —. Receptionerul face erori de decizie cu probabili-

tatea p = 0, 1. Sd determinam probabilitatea de a receptiona 1. Dacd semnalul
receptionat este 1, cu ce probabilitate a fost transmis 0?
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Consideram evenimentele A;,7 = 0, 1 cu semnificatia

Ap 7’s-a transmis 07

A; ”s-a transmis 17
Evident cid {Ag, A;} formeaza un sistem complet de evenimente. Fie A faptul ci
” s-a receptionat 1”. Pentru prima intrebare folosim (1.11). Avem

1 2
P(A) = P(Ao) - P(A|Ag) + P(Ay) - P(A|A)) = 3 0,1+ 3 0,9=0,633.

Dacd s-a receptionat 1, atunci folosim formula (1.12)

P(A)P(Al4)  1-0.1

1
P(AgA) = — 3
(Aol 4) P(A) 0,633

= 0, 0526.

1.3 Scheme clasice de probabilitate

Schema lui Poisson Urnele U;,7 = 1, - - - n contin bile albe si negre in proportii
cunoscute; fie p;, respectiv ¢; probabilitdtile de a extrage o bild albd respectiv
neagrd din urna U;; extragem cate o bild din fiecare urnd; probabilitatea de a obtine
k bile albe este coeficientul lui 2* din polinomul

n

[Tz +a) (1.13)

=1

Exemplul 1.3.1 Trei semnale sunt receptionate corect cu probabilitdtile 0, 8; 0,7
51 0,9. Sd determindm cu ce probabilitate doud semnale sunt receptionate corect.

Ne aflam in cazul schemei Poisson, iar probabilitdtile de a ’extrage bile albe” sunt
cele din enunt. Atunci probabilitatea ciutati este coeficientul lui 22 din polinomul

(0,82 4 0,2)(0,7x +0,3)(0,9z + 0, 1)

Rezultd p = 0, 398.
|

Schema lui Bernoulli (a bilei revenite) Dintr-o urnd cu a bile albe si b bile negre,
extragem cu repunere n bile; probabilitatea ca sd avem k bile albe, 0 < k£ < n

este b
ok = Clpfgn=t p= 40— 1.14
Prsk P q D (Hb,q Y (1.14)
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Exemplul 1.3.2 Se aruncd doud zaruri de 10 ori. Care este probabilitatea ca de
4 ori sd apard suma 7?

La o efectuare a experientei evenimentul “aparitia sumei 7 are probabilitatea 1/6
(6 cazuri favorabile din 36 posibile). Deci

1 5
=—,q==,n=10, k=4
p 67 q 67 n )
. s v 4 1 4 ) 6
iar probabilitatea ceruta este 010(6) (6> .
|

Generalizare Intr-o urnd cu bile de s € N culori, extragem cu repunere n bile;
probabilitatea de a extrage k; bile de culoare i,7 = 1,--- , s este

n!
Puiksi e = PR Bt b By =, prkep, =1 (L19)
Lok

unde p; este probabilitatea de a extrage o bild de culoare ¢

Exemplul 1.3.3 Se aruncd un zar de 10 ori. Care este probabilitatea ca exact de
2 ori sd apard fata cu un punct si exact de 3 ori sd apard fata cu doud puncte?

Avem:

=5 =2 =3 =5 —1 —1 —2
n=9,N1 =4 Ng =9, N3 = >p1—6,292—6>p3—3,

iar probabilitatea cerutd este:

Schema geometrica (a bilei neintoarse) Dintr-o urna cu a bile albe si b bile
negre, extragem fard repunere n bile n < a + b ; probabilitatea ca sd avem k bile

albe & < a este
km—k
ke CaCY

b Cilvp

(1.16)

Generalizare Intr-o urnd sunt a; bile de culoarea 7, 1 = 1---s,s5 € IN; extragem
n fdrd repunere; probabilitatea de e extrage k;, k1 + - - - + ks = n bile de culoarea

1 este i i
... s
ki,ks __ Cal Ca.s

Pojia, = w (1.17)
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Exemplul 1.3.4 [ntr-un lot de 100 de articole se aflii 80 corespunzditoare, 15 cu
defectiuni remediabile si 5 rebuturi. Alegem 6 articole. Cu ce probabilitate 3 sunt
bune, 2 cu defectiuni remediabile §i leste rebut ?

Vom presupune pentru inceput cd extragerile se fac cu repunere. Atunci ne aflam
in cazul schemei Bernoulli generalizata si aplicdm (1.15).

6 80N\’ 15\ [/ 5\
Pos2r =35m \100) \100/) \100
Daca extragerile se fac fara repunere atunci folosim (1.17) si obtinem

3 2 1

301 CgyC5505

Pso,15,5 = 6
100

1.4 Camp infinit de evenimente.

Fie FE o multime oarecare si K C P(E),K # (). K se numeste o-algebra daci

satisface -
I.VAe K=Ae kK
2.VA, € K, néeN avem

UAneIC

neN

Punem in evidenta proprietdti imediate
1. E,0e K
Intr-adevir, deoarece K # () existd A € K, iar din prima axioma Ae K:dina
doua axiomi AU A = E € K. Folosind prima axiomi, ) = £ € K .
2.VA, € K ne N avem

ﬂAnelC

Intr-adevir, din A,, € K rezultd A, € K, iar din a doua axiom3

A =J4. ek

neN neN

deci si complementara este din K.
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3.VA,Be K=A\BeK.
Aceasta rezultd din relatia A\ B = AN B si axiomele structurii. In acest cadru
Kolmogorov a introdus axiomatic, notiunea de probabilitate.

Fie E o multime si /C o o-algebra. Functia
P: K —[0,1]

cu proprietdtile
1. P(E)=1
2.VA, e K, neN, A, NA,=0,n#m

P (U An> =) P(4,)

neN neN

se numeste probabilitate.
Tripletul (£, IC, P) se numeste camp infinit de probabilitate.

Exemplul 1.4.1 o -algebra Boreliand. Fie E = (0, 1) §i considerdm multimea

D = {{ J(ai, b)), T € N, (a:,b:) N (a;,0;) = 0,i # j}

el

Elementele lui D se numesc multimi deschise.

Se poate demonstra cd existd o cea mai mica o -algebrd, care contine pe D (aceasta
se construieste luand intersectia tuturor o-algebrelor care contin pe D). o-algebra
astfel obtinutd se numeste o- algebra Boreliand si o notim K.

Definim "maésura” (lungimea ) unui element din D prin P : D — [0, 1] definita

Py(a,b) =b—a

Po(| (@i b)) = Y (b — @)

i€l iel
Seria din membrul al doilea este convergentd. Functia Fj se poate extinde pe K cu
indeplinirea celor doud proprietati ale notiunii de probabilitate. Aceastd prelungire

o numim masuri Lebesgue. Constructii aseminitoare se pot face in R? sau R,
|

Se pot acum rezolva probleme 1n care factorul aleator depinde de mdrimea unui
domeniu care se afla pe dreaptd, in plan sau spatiu. Se obtin astfel probabilitafi
geometrice.
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150
A B A

S0
C D c

30
A B A

50 90 170
Figura 1.2:

Probabilitati geometrice
Presupunem ca un “punct aleator ” se afld intr-un domeniu posibil £ C R", iar
probabilitatea ca acesta sd se afle intr-un anumit domeniu, depinde de marimea
(mdsura) acestui domeniu; marimea este o lungime (n = 1), o arie (n = 2), sau
un volum (n = 3). Probabilitatea ca ’punctul aleator” sa se afle intr-un domeniu
favorabil D C E este

P(D)="—"F= (1.18)

n(E)

Exemplul 1.4.2 Pe cadranul unui osciloscop, care este un pdtrat cu latura a > 0
apare aleator un semnal luminos. Cu ce probabilitate acesta apare la o distantd

a
d<=7?
2
Domeniul posibil este interiorul pitratului cu aria a?. Domeniul favorabil este in-

teriorul cercului cu centrul 0 gi raza 3, al cdrui centru coincide cu centrul patratului.
Deci

Exemplul 1.4.3 O bandd magnetica are lungimea de 200 m si contine doud me-
saje inregistrate pe doud piste; pe prima pistd se afld un mesaj de 30 m, iar pe a
doua de 50 m, a cdror pozitie nu se cunoaste precis. Din cauza unei defectiuni
trebuie indepdrtati 10 m de bandd, dupd primii 80 m. Gdsiti probabilitdtile eveni-
mentelor:
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Figura 1.3:

A "nici o inregistrare nu este afectatd”

B "prima inregistrare este afectatd §i a doua nu”
C "a doua inregistrare este afectatd §i prima nu”
D “ambele sunt afectate’.

Fie x,y coordonata la care poate incepe prima respectiv a doua inregistrare; x €
[0,170], y € [0,150]. Pentru ca prima si nu fie afectatd, trebuie ca = € [0, 50] U
(90, 170], iar a doua y € [0, 30]U[90, 150]. Probabilitatile sunt date facind raportul
ariilor din figura si aria domeniului total posibil (vezi figura (1.2)).

Exemplul 1.4.4 Doud semnale de lungime 7 < % sunt transmise in intervalul de
timp (0,1); fiecare poate sd inceapd in orice moment al intervalului (0,1 — 7).
Dacd semnalele se suprapun, chiar §i partial se distorsioneazd §i nu pot fi re-
ceptate. Gdsiti probabilitatea ca semnalele sd fie receptionate fdrd distorsiondri.
(vezi figura (1.3)).

Domeniul posibil este un patrat de laturd 1 — 7, iar domeniul favorabil este A =
(1—27)2

{(x,y)||x — y| > 7}. deci probabilitatea este
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1.5 Probleme propuse

1.

Cate numere de telefon cu 7 cifre sunt posibile, dacd primele doua cifre nu
potfiOsaul ?

. a. In cate moduri putem monta 5 becuri de culori diferite in serie ?

b. Din 5 rezistente numerotate, alegem la Intamplare 2; in cate moduri e
posibil ?

. In cate moduri 3 semnale diferite se pot transmite aleator pe un canal de

transmisie ? Dar pe 3 canale diferite ?

3 rezistori sunt montati intr-un circuit si consideram A; evenimentul ca
rezistorul 7 functioneaza. Exprimati faptul ca functioneaza:

. numai primul

. numai unul

. cel putin unul

. cel mult unul

. toate

AN L A W N =

. nici unul

. Cate cazuri posibile se obtin la aruncarea simultand a doud zaruri ? Dar a 3

monede ?

12 semnale de intensitdti diferite se transmit aleator pe 12 canale. Cu ce
probabilitate pe fiecare canal s-a transmis cate un semnal ?

12 semnale de intensitdti diferite se transmit aleator pe 8 canale. Cu ce
probabilitate pe primul canal s-au transmis 3 semnale oarecare ?

. Un calculator este format din n componente ce se pot defecta independent

cu probabilitatile 1 — p; cu? = 1,...n Intr-un anumit interval de timp. Cu
ce probabilitate calculatorul nu mai functioneazd, stiind ca defectarea unei
componente atrage acest lucru ?

. O urnd contine n bile numerotate cu 1,2, ...n. Se extrage o bild. Con-

sideram evenimentele:
A : ”bila extrasd are numdr pitrat perfect” si
B : ”bila extrasd are numar care marit cu 1 este multiplu de 3”.

Cele doud evenimente sunt compatibile? Calculati P(A U B).
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O urnd contine n bile numerotate cu 1,2, ...n. Notdim M{a} evenimentul
ca la o extragere sd obtinem o bild numerotatd cu un multiplu de a. Sa se
calculeze probabilitatea acestui eveniment. Dacd n este multiplu de a, sd se
calculeze probabilitatea obtinerii unui numadr care nu se divide la a.

(Problema concordantelor) Un student are de rdaspuns la n intrebdri, carora
trebuie sa le asocieze raspunsul corect dintre n raspunsuri indicate. Pre-
supunand ca studentul asociazd la intdmplare rdaspunsurile, stabilifi proba-
bilitatea ca acesta sa rdspundd corect la:

a) prima intrebare;

b) primele doua intrebari;

¢) cel putin o intrebare.

Un circuit electric are patru relee a cdror functionare este egal probabild
(functioneaza si se pot defecta independent unul de celdlalt), montate dupa

ca 1n figura (1.4)). Calculati probabilititea ca intre punctele A si B sd nu
circule curentul.

Figura 1.4:

Rezistorii R; sunt legafi ca in schema din figura (1.5) si se pot arde indepen-
dent unul de altul cu aceeasi probabilitate p € (0,1). Cu ce probabilitate
prin circuit circuld curentul ?

In doui urne se gisesc bile diferit colorate, astfel:

U, : 5 albe, 11 negre, 8 rosii

U, : 10 albe, 8 negre, 6 rosii.

Din fiecare urnd se extrage la intamplare céte o bild. Care este probabilitatea
ca ambele bile sa fie de aceeasi culoare?
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15.

16.

17.

Figura 1.5:

O urnd contine 3 bile albe si 4 bile negre. Din aceasta urnd se extrage o bild.
In locul ei se introduce o bild de cealaltd culoare si se face o noud extragere.

a) Care este probabilitatea ca a doua bild extrasd sd fie neagrd, stiind ca
prima a fost albd?

b) Care este probabilitatea ca a doua bila extrasa sa fie neagra?

c) Care este probabilitatea sd obtinem bile de culori diferite?

Figura 1.6:

Intr-un canal de comunicatie se introduc 0 sau 1 cu probabilitatea 1 — p
respectiv p.

Receptionerul face erori de decizie cu probabilitatea €. Fie evenimentele A;
“intrarea a fost i i B, "iesirea a fost j”. Calculati P(A,NB;)i=0,1,j =
0, 1. Determinati probabilitatea de a receptiona 1 (figura (1.6)) .

10 aparate de acelasi tip sunt supuse unei probe de verificare; se stie

3 provin de la fabrica A si trec probele in 90 % din cazuri

2 provin de la fabrica B si trec probele in 75 % din cazuri
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5 provin de la fabrica C si trec probele in 85 % din cazuri

Se alege la intamplare un aparat. Cu ce probabilitate trece probele ? Aparatul
ales trece probele. Cu ce probabilitate provine de la A sau B?

Intr-un lot de 100 de becuri 5 sunt rebuturi; la controlul de calitate alegem
la intamplare un bec, pe care din greseala il spargem. Alegem inca unul. Cu
ce probabilitate becul este bun ?

Se dau sase urne cu urmadtoarele structuri:

1. U; si U, contin céte 4 bile albe si 2 negre,

2. Us, Uy si U contin cate 3 bile albe si 5 negre,
3. Ug contine 6 bile albe si 4 negre.

Se extrage la intamplare o bild dintr-o urnd. Cu ce probabilitate bila extrasa
este neagrd. Stiind cd s-a extras o bild albd, cu ce probabilitate aceasta
provine dintr-o urnd cu structura 2?

Un lot de 50 de cipuri (circuite integrate) contine 3 defecte. Alegem la
intamplare 10, simultan si le verificim. Cu ce probabilitate 2 sunt defecte ?

a. Un semnal este transmis pe trei canale diferite, iar probabilitdtile de re-
ceptionare corectd sunt 0,9; 0,8 si 0,7. Cu ce probabilitate unul dintre ele se
receptioneaza corect ?

b. Dar dacd semnalul este trimis pe un canal ales la intamplare si pre-
supunem cd orice canal poate fi ales cu aceeasi probabilitate ?

O urnd contine 2 bile albe si 3 bile negre. Alegem la Intamplare 2 bile, fara
repunere. Cu ce probabilitate sunt negre? Dar dacd repunem bila ?

Se testeazd cinci dispozitive ce functioneaza in conditii identice, indepen-
dent si cu randamentul 0,9. Se cere probabilitatea ca exact doud sa functio-
neze.

Se considerd trei urne : U; cu b bile albe si 5 negre, Us cu 4 albe si 6 negre,
iar Us cu 4 bile albe si 5 negre. Din fiecare urnd se extrag cu repunere cate
5 bile. Care este probabilitatea ca din doud urne sd obtinem cate 2 bile albe
si 3 negre iar din cea de-a treia urnd sd obtinem o altd combinatie?

Se considerd urnele din problema precedentd. Din fiecare urnd se extrage
cate o bild. Dacd se repetd experienta de 5 ori, care este probabilitatea ca de
trei ori sd obginem o bild alba si 2 bile negre?
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O persoana cumpdra doua cutii de chibrituri cu cate n bete fiecare. Apoi, de
fiecare data cand are nevoie, scoate la intAimplare una sau alta dintre cutii.

a) Care este probabilitatea ca Tn momentul in care constatd ca una din cutii
este goald, cealaltd cutie sa mai contind % bete? (Problema lui Banach)

b) Utilizand rezultatul obtinut sa se arate ca:
b +2C5, 1 +2°Ch, 5+ ...+ 270 = 27"

Intr-un lot de 100 de articole existd 90 bune, 6 cu defectiuni remediabile si
4 rebuturi. Alegem 3 cu repunere. Cu ce probabilitate se obtine cel mult
un articol bun si cel mult unul remediabil ? Dar dacd extragerile se fac fard
repunere ?

Trei mesaje sunt transmise pe un canal de comunicate.In functie de exacti-
tatea transmisiunii avem evenimentele:

Aj mesajul este transmis ntr-o forma corecta
A, mesajul este partial eronat
A3z mesajul este complet eronat.

Probabilititile evenimentelor Ay, A, A3 sunt p1, ps si ps, (p1 + p2 + p3 =
1). Considerand cd transmiterea corectd sau eronatd a unui mesaj nu este
influentatd de modul de transmitere a celorlalte (independenta evenimente-
lor), sd se gdseasca probabilititle urmatoarelor evenimente:

A “’toate mesajele sunt transmise corect ”
B cel putin un mesaj sa fie complet eronat”

C ” cel putin doud mesaje sunt partial sau complet eronate ™.

Un mesaj important este transmis simultan pe n canale de comunicatie si
repetat pe fiecare canal de £ ori pentru a usura receptionarea sa corectd.
Probabilitatea ca in timpul transmisiei unui mesaj acesta sa fie eronat este
p si nu depinde de transmiterea altor mesaje. Fiecare canal de comunicatie
poate fi "blocat” cu zgomote cu probabilitatea ¢; un canal ’blocat” nu poate
transmite nici-un fel de mesaje. Sa se calculeze probabilitatea evenimentu-
lui A ” mesajul este transmis sub formad corectd macar o datd”

Un mesaj este format din n cifre 0 si 1 . Fiecare simbol poate fi transmis
eronat cu probabilitatea p (este schimbat Tn contrarul sdu cu probabilitatea
q). Pentru sigurantd, mesajul este transmis de doua ori; informatia este con-
sideratd corectd dacd ambele mesaje coincid. Sa se calculeze probabilitatea
ca mesajul sd nu fie corect, in ciuda faptului cd cele doud mesaje transmise
sunt identice.
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Fie opt canale de transmitere a informatiei care functioneaza independent.
Presupunem cd un canal este activ cu probabilitatea 1/3. Sa se calculeze
probabilitatea ca la un moment dat sa fie mai mult de sase canale active.

Un asamblor de calculatoare foloseste circuite din trei surse: A, i = 1,2.3.
Ele pot fi defecte cu probabilitdtile de respectiv 0,001, 0,005 si 0,01. Dacad
se 1a un circuit la intimplare si se constata ca este defect, care este probabi-
litatea ca el sd provind de la sursa A; sau A,.

Un sistem de comunicatii transmite informatie binard, care introduce erori
aleatoare cu p = 1073. Emitdtorul transmite fiecare bit de 3 ori, iar de-
codorul decide asupra bitului transmis in functie de numarul majoritar al
bitilor receptionati. Receptionerul ia o decizie gresitd, dacd se introduc 2
sau mai multe erori. Cu ce probabilitate se ia o decizie gresita ?

6 mesaje sunt trimise printr-un canal de comunicatie; fiecare poate fi distor-
sionat independent de celelalte cu probabilitatea 0,2. Gdsiti probabilitatea
evenimentelor D “exact 2 mesaje sunt perturbate”, C “cel mult 2 mesaje
sunt perturbate”.

Un sistem este format din n unititi; fiecare se poate afla in una din urma-
toarele stdri:
51 unitatea functioneazd
S9 unitatea trebuie reglatd
S3 unitatea trebuie reparata
54 unitatea nu poate functiona,
n
cu probabilitatile p; si Z p; = 1. Stdrile s; sunt independente. Gésiti

i=1
probabilitatea evenimentelor:

A ’toate unitdtile sunt in stare de functiune”

B “toate unitatile trebuie reparate”

C o unitate aleasd la Intamplare trebuie reparata si celelalte reglate”

D cel putin o unitate nu functioneaza”

E ” 2 unitifi trebuie reglate, una reparata si celelalte functioneazd”.

Un sistem constd din 5 unitdti; fiecare se poate defecta cu probabilitatea
p = 0,4, independent de celelalte. Dacd una sau doud unitdti s-au defectat,

sistemul functioneaza cu eficientd redusd; daca cel putin trei unitdti s-au de-
fectat, sistemul nu poate functiona. Calculati probabilitatea evenimentelor:
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1.6

A ” nici o unitate nu se defecteaza”

B 7 sistemul nu functioneaza”

C ” sistemul functioneaza cu eficientd redusd”
D ” exact o unitate se defecteazd”

E ” exact doua unitati se defecteazd”.

Solutii

. Primele doui cifre pot fi ocupate Tn 82 moduri, iar restul in 10°. Deci 8210°.
. a.5Lb. C2.

. Evident 3! pe un acelasi canal; dacd canalele sunt diferite, fiecare semnal

poate fi transmis in 3 moduri, deci dupi principiul multiplicirii 3. (Daci
conteazd si ordinea lor mai tTnmultim cu 3!.

1. AyN Ay N Ay

2.B= (A NA;NA3) U (A NAy;NA3) U (A NAyN As)

3. AU A U As

4. nici unul sau exact unul (A; N Ay N A3) U B

5. A N AN A3

6. AiNA; N Ay = A UA UA,

.6 x6, 2X2x2.

. Existd 122 cazuri posibile, deoarece pentru fiecare semnal avem 12 posi-

bilitati, dupa care folosim principiul multiplicdrii. Cazurile favorabile sunt
12!

1212'

ege e

date de permutdri, deci p =

812; 3 semnale sunt alese la in timplare 1n 03 moduri, iar restul semnalelor
12
C3,7
12

sunt transmise in 7% moduri, deci probabilitatea este Q2

. Calculdam probabilitatea evenimentului contrar, adicd in acel interval de
n

timp toate componentele s functioneze, deci H p;. Probabilitatea cautatd

=1
vafil — Hpi.
=1



30

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

CAPITOLUL 1. CAMP FINIT DE PROBABILITATE

A si B sunt incompatibile. P(A) = [y/n]/niar P(B) = [(n+1)/3]/n, (am
notat [Xx] partea intreagd a numdrului x).

Fie k£ numarul multiplilor de a, care se gasesc printre numerele 1,2, ...n.
Acesti multipli sunt a, 2a, 3a,... ka. Rezultdcin = ka+1r, 0 < r < a.
Atunci numarul cazurilor favorabile primului eveniment este & si avem k =
[n/a). Probabilitatea cerutd este [n/a|/n. Dacd n este multiplu de @ atunci
n = ka iar probabilitatea obtinerii unui multiplu de a este k/ka = 1/a.

a) numitul cazurilor posibile: n!, numirul cazurilor favorabile (n — 1)!,
probabilitatea cautatd: 1/n;

b) 1/(n—2)!; ¢) dacd notdm cu A; evenimentul cd studentul raspunde corect

la intrebarea 7, evenimentul cautat este A; U A, U ... U A,,. Aplicam pro-
babilitatea unei reuniuni gi gésim: 1 — 1/2! +1/3! — ... + (=1)""11/nl.

Notam cu A; evenimentul “releul R; functioneaza.”. Curentul circuld daca
(AU Ag) NAy) U A3 = (AN Ay U (AN Ay) U As. Cum orice releu
poate fi Tn doud pozitii, Inchis sau deschis, rezultd cd numadrul cazurilor
posibile este 2 = 16. Probabilitatea si functioneze este P(A; N Ay) +
P(AyNAy) + P(As) — P(A1NAsnAy) — P(A N A3 N Ay) — P(AaN
Ay N Az) + P(A; N Ay N Az N Ay) Un releu functioneazd in 23 cazurile
favorabile (deoarece au rimas 3 relee ce pot fi in 23 cazuri), doud in 22
cazuri, trei relee in 2! cazuri, iar toate Intr-un caz. Probabilitatea ciutati
estel —(2-4/16+8/16 —3-2/16 +1/16) = 0, 3125.

(ATNA)U(ATNA3NA;) U (A N A3 N Ay) U(AgN As).

Consideram evenimentele A; : “ambele bile extrase sunt albe”, A, : ”am-
bele bile extrase sunt negre” si A : "ambele bile extrase sunt rosii”. Se cere
probabilitatea evenimentului A = A; U Ay U A3. P(A) = 5/24-10/24 +
11/24-8/24 +8/24-6/24 = 0, 32.

Fie A ="prima bild este albd si B ="a doua bild este albd. P(A) = 3/7

a) P(B|A) = 5/7 (prima bil a fost albd, deci s-a adiugat una neagri);
b)F=(ANB)U(ANB)si P(F)=3/7-5/7T+4/7-3/7 =0,55;

)G =(ANB)U(ANB)si P(G)=3/7-5/7T+4/7-4/7=0,63.

pe; P(AiNBy) =p(1l —e).

Din formula probabilitdtii totale avem

P(By) = P(Ao)P(Bi]Ao) + P(A1)P(B1]Ay).
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

Din formula probabilitdtii totale, aparatul ales trece probele cu probabili-
3 2 5
tatea: P(M) = —-0,9+—-0, 75+1—-0, 85 = 0, 845. Apoi, evenimentul

10 10

contrar este cd nu provine de la C, iar acesta, dupad formula lui Bayes, are
5.0,85

probabilitatea: mP(—M) = 0,503.

Consideram even_imentele Aj “primul bec a fost bun”, A, “al doilea bec a
fostbun”. A; si A; formeaza un sistem complet de evenimente. Din formula
probabilititii totale rezultd: P(Ay) = 0,95 22 + 0,05 32 =0, 94.

Notam A;, ¢+ = 1,2,...6 evenimentul ” bila extrasd provine din urna U;,

si cu X evenimentul ” bila extrasa este neagrd”. Din formula probabilitétii

totale rezultd: P(X) = £(25 + 32 + 2) = 0,49. Apoi, din formula lui

Bayes, avem:

P(4y) P(X|45) _, &3
P(X) 1—-0,49

| =

P(A3U A U A5|X) =3 - =0, 36

8 02
Schema geometrica %

50

a. Schema lui Poisson cu probabilititile p; = 0,9,¢; = 0,1, po =0,8,¢2 =
0,2, p3 = 0,7, q3 = 0, 3. Probabilitate cautata este coeficientul lui x din
polinomul P(z) = (0,92 +0,1)(0,8z+0,2)(0,7x+0,3), adicd 0,9-0,2-
0,34+0,8-0,1-0,2+0,7-0,1-0,2=0,092.

b. Formula probabilitatii totale 1/3 x 0,94+ 1/3 x 0,8 4+1/3 x 0,7 =10, 8.

012
C5
cz’

Férd repunere este schema geometrica

Bernoulli C2(3/5)%(2/5)°.

iar cu repunere schema lui

Schema lui Bernoulli C2(0, 9)2(0, 1)3.

Fie A evenimentul cerut. Dupa schema lui Poisson P(A) este coeficientul
lui X? din polinomul (p1z + q1)(p2z + ¢2)(psz + ¢3), unde p; este pro-
babilitatea evenimentului A; ="din urna U; se obtin 2 bile albe si 3 negre”,
¢ =1—p;, 1 =1,2,3. Dupd schema lui Bernoulli avem

pr = C5(5/10)*(5/10)°, po = C5(4/10)%(6/10)°, ps = C5(4/9)*(5/9)".

Fie A evenimentul evenimentul ”la o extragere obtinem 1 bild alba si 2
bile negre. Conform schemei lui Poisson P(A) este coeficientul lui X!



32

26.

27.

28.
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din polinomul (p1x + q1)(p2x + g2)(p3z + ¢3), unde p; = 5/10, py =
4/10, ps = 4/9iar ¢; = 1 — p; i = 1,2,3. Probabilitatea cerutd este
C3(P(A))*(1 = P(A)).

a) Sd numim cele doud cutii (i) si (ii). Pentru a ajunge in situatia data per-
soana a scos de 2n — k + 1 ori o cutie din buzunar (de n ori o cutie pentru
a o goli, de n — k ori cealalta cutie —pentru a-i ramane k bete— si din nou
prima cutie, pentru a constata ci este goald). Deci are loc evenimentul A
”In 2n — k cazuri apare de n ori cutia (i) si de n — k ori cutia (ii), iar n al
2n — k + 1-lea caz apare cutia (i)” sau evenimentul B ’in 2n — k cazuri
apare de n ori cutia (ii) si de n — k ori cutia (i), iar in al 2n — k + 1-lea caz
apare cutia (i1)”. Cele doud evenimente au evident probabilititi egale. S&
consideram evenimentul A. Probabilitatea ca ”in 2n — k extrageri sd apara

de n ori cutia (i) si de n — k ori cutia (ii)” este (schema binomiald)
1 1
n Nk (Z\n—k

Probabilitatea ca in a 2n — k + 1-a extragere sd apari (i) este 1/2. Astfel
P(A)=1/2-C% _.(3)"- (3)"*, iar probabilitatea ceruti este

n 1 n—
P = 2n—k<§)2 g

b) Se tine cont de U pr = E sideci Zpk =1

Cu repunere (schema binomiala generalizatd)

3! X 1 1 2
7177 (90/100)"(6/100)*(4/100)" + 0'1'2'(90/100) (6/100)" (4/100)%+
+ 051 (90/100)'(6/100)°(4/100)* + 0,0,3,(90/100) (6/100)°(4/100)>

iar fard repunere (schema geometrica generalizatad

C50CsCi | CnCsCi | C30CeCi | CquCiCi
3 + 3 + 3 + 3 :
Cioo Coo Cioo Cioo
Notam cu

Ay, i =1,2,3 mesajul ¢ este transmis corect

Ag;, i =1,2,3 mesajul ¢ este transmis partial eronat
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29.

30.

31.
32.

33.

As;, 1= 1,2, 3 mesajul ¢ este transmis complet eronat
Avem P(Ay;) = p1, P(A2i) = p2, P(Asi) = p3i=1,2,3.
A= All N Alg N A13 §1 P(A) :p?

Complementarul evenimentului B este: toate mesajele sunt sau corecte sau
partial eronate, deci B = (Aj; U Agq) N (A2 U Agg) N (A3 U Asg). Proba-
bilitatea acestui eveniment este (p; + p2)?, iar P(B) =1 — (p; + pa)®.

C =[A11 N (A U Asp) N (Agz U Ags)]U
U[(A21 U Asp) N Aja N (Agz U Aszg)] U
U[(Ag1 U Azp) N (Ao U Agp) N Ag3)] U

U[A21 U Ag1) N (Axe U Asp) N (Agz U Ass)]

Probabilitatea acestui eveniment este P(C') = 3(ps + p3)*p1 + (p2 + p3)°.

Fie B ”un mesaj este transmis pe un canal de comunicatie fard nici o eroare
mdcar o datd”.

Pentru ca sd aiba loc evenimentul B mai intai canalul nu trebuie sa fie ”blo-
cat” cu zgomote si apoi macar unul din cele £ mesaje transmise nu trebuie
sa fie eronat (contrar evenimentului cd toate cele k£ mesaje transmise sunt
eronate). Obtinem P(B) = (1 — ¢q)(1 — p*). Probabilitatea evenimentului
A, eveniment care inseamna cd evenimentul B s-a produs mécar o dati pe
un canal, este P(A) =1—(1—-P(B))"=1—(1—(1—¢q)(1 —p")™

Evenimentul ca mesajul sa nu fie corect este contrar evenimentului cd am-
bele mesaje sunt corecte. Probabilitatea ca un mesaj transmis sd fie corect
este (1 — p)", probabilitatea ca ambele mesaje si fie corecte este (1 — p)?",
iar probabilitatea cutati este 1 — (1 — p)?".

Bernoulli C7(1/3)7(2/3) + C3(1/3)® = 0,0024 + 0,00015 = 0, 00259.

Fie A; evenimentul ca circuitul sd provind de la sursa A;. Fie D evenimentul
ca circuitul folosit s fie defect, iar D|A;,7 = 1, 2, 3 evenimentul ca circuitul
folosit si fie defect stiind cd el provine de la sursa A;. Avem P(D|A;) =
0,001, P(D|A2) = 0,005, P(D|A3) = 0,01. Din formula probabilittii
totale rezultd P(D) = 1/3-(0,001+40,005+0,01) = 1/3-0, 016. Folosind
formula lui Bayes obtinem P(A;|D) = 1/16, P(As|D) = 5/16. Deoarece
evenimentele A;|D si As|D sunt incompatible, rezultd P(A; U As|D) =
P(A1|D) 4+ P(Ay|D) =6/16 = 0, 375.

C2(0,001)20,999 + C3(0,001)3.
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34. P(D) = C2(0,2)2(0,8)%, iar
P(C) = C§(0,2)°(0,8)° + C§(0,2)%(0,8)* 4 C5(0,2)*(0,8)°.

35. P(A) =p}, P(B) =pjy, P(C)=Clpsps~', P(D)=1—(1—py)",
P(E) = Cr%c}b—Qp%p?_gp&

36.

P(A) = (1-0,4)°
P(B) = C2(0,4)°(0,6)° + C£(0,4)*(0,6)* + C£(0,4)(0,6)?

P(C) = C3(0,4)'(0,6)* + C2(0,4)%*(0,6)*
P(D) = C5(0,4)(0,6)*

P(E) = C2(0,4)%(0,6)>.



Capitolul 2

Variabile aleatoare

2.1 Variabile aleatoare discrete

In viata de toate zilele intlnim la tot pasul marimi care iau valori ce se schimba
sub influenta unor factori intampldtori. Asa sunt, de exemplu numadrul de zile
dintr-un an in care cade ploaia peste o anumita regiune, rezultatul obtinut in urma
mdsurdrii unei marimi fizice, viteza unei molecule de gaz, numdrul de apeluri zil-
nice primite la o centrala telefonicd, numarul de bile albe care apar in n extrageri
dintr-o urna ce contine bile de diferite culori, numarul de puncte care apar la arun-
carea unui zar etc.

In capitolul de fata studiem acele marimi care iau un numar finit sau cel mult
numadrabil de valori. Fiecare din mdrimi poate lua diferite valori in diversele
efectudri ale unei experiente, chiar dacd toate conditiile riman neschimbate la
fiecare efectuare a experientei. Modificarea valorilor are la bazd factori intam-
platori. De aceea vom numi aceste marimi variabile aleatoare (intamplatoare).
Pentru cunoasterea unei variabile aleatoare trebuie sda cunoastem in, primul rand,
valorile pe care le poate lua. Insd unele valori pot aparea mult mai des decat altele.
Variabila aleatoare va fi precizatd daca vom cunoaste si probabilitatea cu care este
luatd fiecare valoare.

Daci E este finitd sau cel mult numérabild, P(£) multimea tuturor submulti-
milor lui £ o functie

X :E—{x,29,...Zn,...}, T1,- Ty, - ER

se numeste variabila aleatoare discreta. Tabelul

x.
X: (" )i=12... 2.1
(o) @

35
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unde
pi=P{X=ux}=PlecE|X(e)=u;},i=12,... (2.2)
se numeste repartitia variabilei X. Are loc
Y pi=1 (2.3)
i=1

Exemplul 2.1.1 Doud aparate de acelasi tip functioneazd independent unul de
celdlalt §i se pot defecta cu probabilitatea p € (0,1). Sd analizim numdrul de
aparate ce functioneazd la un moment dat si cu ce probabilitate acestea functio-
neazd.

Notam cu A;,7 = 1,2 evenimentul ca “aparatul ¢ functioneaza”. Atunci, daca
urmdrim starea in care se afld cele doud aparate avem urmdtoarele situatii care
constituie multimea cazurilor posibile

E = {(A1,A), (A1, As), (A1, Ay), (A1, Ar)}.

Am convenit sa notdm cu A; faptul cd aparatul 7 functioneaza, iar cu A;, faptul ca
acesta nu functioneaza.
Fie X numadrul de aparate care functioneazd. Evident

X:E—{0,1,2}.

Probabilitdtile cu care se iau aceste valori sunt
P{X =0} = P(A;,n4;) = (1 -p)?
P{X=1}=P((AiNA)U(ANA)) =PA NA)+P(ANA) =
= P(A1)P(Az) + P(A1) P(Az) = 2p(1 — p).
P{X =2} = P(A; N Ay) = p?

Se obtine astfel repartitia

0 1 2
X:
((1—29)2 2p(1 = p) p2>
Date variabilele X : (Z%’ ) i=1,2,...81Y: ( gi ) ,j=1,2, ..., definim
py=P{X =2,V =y} i=12 . j=12 (2.4)
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Exemplul 2.1.2 Urmadtoarele formule sunt adevdrate.
bi = Zpij
jEN

%:E:%' (2.5)

1€eN

E pij =1
ieN,jeN
Sd aritdm de exemplu prima formula.

pﬁﬂqxzxgzpqxszme;PGX:xJﬂQﬂY=wD>=

jEN

jEN jEN
Variabilele se numesc independente, daca
Pij = Pi * 45, VZ:1,27,Vj:1,2, (26)
Suma variabilelor are repartitia
X+Y:(%+%),hﬂﬂwwj:LZ”. 2.7)
Dij
Suma X + «, o € R are repartitia
X+a:(%+a>J:LZ“. (2.8)
Di
Produsul variabilelor XY are repartitia
(%%)J—Llnwj—LZm 2.9)
Dij

Produsul o X are repartitia

aX:(mp>leﬂ,” (2.10)
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Puterea X ? are repartitia

2
X%(mi)J:Lz“. 2.11)

Exemplul 2.1.3 Se dau variabilele independente:

0 1 2 12
X'(Q204OA>’Y'(Q6OA>

Determinati repartitiile variabilelor X +Y, XY, 2+ X X? 3Y.

Folosim formulele precedente si independenta variabilelor. Convenim sd punem
pe prima linie toate rezultate n ordine crescdtoare. De exemplu suma X 4 Y poate
lua doar valorile 1, 2, 3, 4. Inlocuim apoi probabilititile si folosind independenta
avem

P{X+Y =1} =P{X =0} n{YV =1}) = P{X =0} - P{Y = 1} = 0.12

Dacd unele valori sunt luate Tn mai multe moduri, folosim probabilitatea unei
reuniuni, observand cd evenimentele sunt incompatibile; de exemplu

P{IX4+Y =2} =P({X=0}n{Y =2hhu({X =1}n{Yy =1})) =

= P({X = 0}n{Y =2+ P({X = 1}n{Y = 1}) = 0,2:0.440, 4-0,6 = 0, 32.

1 2 3 4 0 1 2 4
X+Y'(Qm 0,32 Q40J6)’XY'(Q20240A Q6>

(2 3 4 , (0 1 4 (3 6
2+X'(Q204Q4>’X'(Q2OAOA)’wA(Q6OA)
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Exemplul 2.1.4 Ce distributie are suma variabilelor independente:

1 0 1 1 0 1 2
X , 5 1 |, Y: , 8 1 1 |7
P3P 3 T 57 % 30

Dar produsul lor?

Punem conditiile ca aceste tabele sd reprezinte repartitii de variabile aleatoare.
Adica pe linia a doua sd avem numere subunitare si suma lor sd fie 1. Obtinem
pentru prima

5 1 .
p2+§p+§:1§1p€ 0,3/5]

1
de unde la p = 3 Analog

8 1 1
24 - — 4+ —=1 si 0,5/8
¢+ at gt o si q€0,5/8]

2
de unde ¢ = £ Rezultd

-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2
X""Y:(A 36 57T 200 2 L)>X'Y:(L o7 189 11 L)
225 225 1350 675 27 90 270 1350 225 150 90
Fie X o variabild aleatoare discretd.
Functia de repartitie a lui X este definitd prin F': R — [0, 1],
F(z) = P{X <z} (2.12)
Dacd variabila X are un numadr finit de valori, atunci expresia ei este
(0 T < T
2 T ST < g
F(z) = (2.13)

i
E P Tii ST <xp
=1

! T 2= Ty
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Dacad X este o variabild discretd, functia de repartitie poate fi scrisa sub forma

F(z) = Zplu(x — ;) (2.14)
i=1

Mai observam ca functia de repartifie este continud la dreapta, iar saltul ei Tntr-un
punct este probabilitatea de a lua aceasta valoare

pi=P{X =ux;} = F(x;) — F(x; — 0).

Derivata in sensul distributiilor este

f(z) = Z 6(z — x3)(F(z;) — F(z; — 0)) = Z §(z — x;)p; (2.15)

Functia f se mai numeste densitate de probabilitate si considerarea ei n cazul
discret asigurd tratarea unitard cu cazul continuu.
In relatiile de mai sus prin functia u s-a inteles functia unitate:

u(z) = { (1) i;g (2.16)

Prin §(z — x;) s-a notat distributia Dirac.

Exemplul 2.1.5 Determinati functia de repartitie a variabilei:

v.[ 1 2 3 4 5 6
0,102 0,3 01 0,2 0,1

(

r<l1

1<xe<?2
2<r <3
3<xr<4
4<r<bh
< <6
6<zx

!
—~
8
N~—
I
—o o000
© oW

Are loc

F(z) = 0,1u(z — 1) + 0, 2u(z — 2) + 0, 3u(z — 3) + 0, lu(z — 4)+

+0,2u(z — 5) 4+ 0, lu(z — 6).
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0,8

0,6
0,4

0,2

Figura 2.1: Functia de repartitie
Functia de repartifie este reprezentatd in figura (2.1). Iar densitatea de probabili-
tate, reprezentatd in figura (2.2), are expresia analiticd
flz)=0,16(x — 1) +0,25(x — 2) +0,35(z — 3) + 0, 15(z — 4)+
+0,26(z —5) 4+ 0, 16(z — 6).

Se observa cd derivand in sens distributional F' obtinem f, deoarece derivata

0,3
0,25
0.2]
0,157
0.1

0,05:

Figura 2.2: Densitatea de probabilitate

distributiei Heaviside, u este distributia Dirac, 9.
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2.2 Momente ale variabilelor discrete

O variabili aleatoare poate fi caracterizati prin functia sa de repartitie. In multe
situafii aceasta din urma nu este cunoscutd si se pune problema introducerii unor
parametri (caracteristici numerice) care sd permita caracterizarea variabilei alea-
toare respective. Printre aceste caracteristici numerice, un rol important il ocupd
valoarea medie (speranta matematicd), dispersia (varianta), momentele de diferite
ordine.

Definitiile urmitoare au fost date pentru cazul in care variabila are o infinitate
numadrabila de valori, de aceea pentru existenta valorilor caracteristice de mai jos,
trebuie studiatd convergenta seriilor.

Momentul initial de ordinul r

m, = M[X") =) alp; (2.17)
=1
Media sau speranta este
M[X]=my =) pi (2.18)
=1

Proprietiti ale mediei
. M]AX] = AM[X], XeR
2. MA+X] =X+ M[X], AeR
3. M[IX +Y]=M[X]+ M[Y]
4. IMIXY]| < /M[X?|M[Y?].
Exemplul 2.2.1 Dacd variabilele X,Y sunt independente atunci
M[X Y] =M[X] - M[Y] (2.19)

Calculam media produsului

M[X : Y] = ZZ(% : yj)pij
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care datoritd independentei se scrie mai departe
SO (i yi)pi - py = M[X]- M[Y].
i

Vom da un exemplu de variabild care nu admite medie.

Exemplul 2.2.2 Variabild aleatoare

nu are medie.

Pentru inceput observdm cd are loc

> 1
S
nzln(n—i-l)

deci functia din exemplu este o variabild aleatoare. Deoarece seria

VX =3 T

n=1

este divergentd, urmeaza ca nu existd medie.

Mediana este acea valoare notatd m, cu proprietatea
P{X <m¢} =P{X =>m.}.
Dacd variabila are un numar finit de valori si anume n , atunci se obignuieste

me={ te e (2.20)

Tk Saul Tgyq n =2k

Moda este valoarea cu frecventd maximi. Evident este posibil ca sd nu existe
moda, de exemplu in cazul uniform, sau daca existd, aceasta sa nu fie unica.
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Momentul centrat de ordin r este

pr = M[(X = MX])'] = (2 — MIX])'p; (2.21)

=1

Dispersia este momentul centrat de ordin 2, adicd

D*[X] = py = fj(xi — M[X])? (2.22)

=1

Exemplul 2.2.3 Daca variabila aleatoare X are medie §i dispersie, atunci are
loc

D*[X] = M[X?] — (M[X])*. (2.23)

Intr-adevar, daca notam media cu m

D*X] = Zpi(xi —m)? =

= piri —2m Y pw;i+m® = M[X?] = 2m® + m® = M[X?] — (M[X])*.
=1 =1
|

Dipersia mai este cunoscuta si sub numele de varianta.
Proprietati ale dispersiei

1. D’[\]=0, eR

2. D)X + )\ =D?*X], AeR

3. D?’AX] = X\D?[X], NeR

4. Daca variabilele aleatoare X, Y sunt independente, atunci

DX £Y] = D?[X] + D[Y].
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Covarianta variabilelor X si Y este definitd prin:

Cov[X,Y] = M[(X — M[X])(Y — M[Y))] (2.24)

si are loc
D?*[X £Y] = D*[X] + D*[Y] £ 2Cov[X, Y] (2.25)
Abaterea medie patratica notatd D[X] este definitd prin relatia
o = D[X]| =+/D?X]. (2.26)

Proprietati ale abaterii medii patratice.
1. D]\ =0, NeR
2. DN+ X]=D[X], NeR

3. D]\X] =| A | D[X], A€R.

Functia caracteristica este functia

p:R—-C
prin relatia
p(t) =Y e ip; 2.27)

=1

Vom nota uneori px, pentru a pune in evidentd variabila cdreia 1 se asociaza.
Remarcam urmaitoarele doud proprietdti ale functiei caracteristice.
Dacd variabilele X si Y sunt independente, atunci

px+y(t) = ex(t) - oy (). (2.28)
Momentele initiale se obtin cu ajutorul functiei caracteristice, dupd formula:
) (0
m, = (0) (2.29)
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Variabila aleatoare binomiala (Bernoulli) cu parametrii n sip (n € N\ 0, p €

(0, 1)) are repartitia:
k
X ( Bk gn—k >
Crp —

unde ¢ = 1 — p. Distributia binomiald este de o mare importanta in teoria fia-
bilitdtii si intervine in cazul in care se presupune ca se efectueaza o serie de n
incercdri independente, in fiecare incercare un eveniment A putandu-se realiza cu
probabilitatea p. Probabilitatea ca evenimentul A sd se produca de £ ori si sa nu
se realizeze 1n celelalte n — k incerciri este CFpFgn*.

V.a. X cu distributie binomiald se poate scrie ca suma a n v.a. independente
X1, Xo, ... X, definite astfel: X; = 1 dacd laincercarea ¢ s-a produs evenimentul
Asi X; =01ncazcontrar: X = X; + Xo +...+ X,,.

Media v.a. binomiale este M[X] = n - p, dispersia ei este D*[X] =n-p-q,
iar functia caracteristicd este p(t) = (pe’ + q)".
Intr-adevar

Zk knk

Din identitatea:

n

k=0
prin derivare membru cu membru, in raport cu ¢, obtinem :

Fiacand aici ¢ = 1 si tinand seama cd p + ¢ = 1 deducem
np =Y kCrptq ™.
k=1
Pentru calculul dispersiei D?[X] = M[X?] — (M[X])?, trebuie si calculim mo-

mentul inifial de ordinul 2. Vom folosi pentru aceasta functia caracteristica a v.a.
X, care este:

n
— Zospkqn—kejtk Zok pejt k _n—k (pejt + q)
k=0

Avem
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0,44
0,31
0,24

0,14

sl prin urmare
D*[X] = np — np® = np(1 — p) = npq.

Repartitia Poisson.

In cazul unui experiment se pot produce evenimentele A, A, --- , A,, cu proba-
bilitdtile py, p2, - - - , p,. Facem ipoteza ca evenimentele sunt independente. Fie X
numarul de evenimente care se produc la o repetare in conditii identice ale experi-
mentului si fie ¢; = 1 — p;. Fie X, i = 1, n, variabilele aleatoare care iau valoarea
1 dacd s-a produs A; si 0 in caz contrar. Acestea au repartitia

XZ»:(O 1), -1
q; Di

Observam ca

X:X1+X2+...+Xn:ZXi.
=1

Sa calculam media si dispersia. Mai intai pentru X; avem

M[X;] = p;.



48 CAPITOLUL 2. VARIABILE ALEATOARE

Pentru dispersie vom folosi

Deoarece
X2 . ( 0 1 >
U\ e opi )]
avem
M[Xﬂ = Di,
deci

D’[X)) = p; — 1} =pigi §i D’[X] = pigs.
=1

Pentru variabila X rezultd acum din proprietdtile mediei si ale dispersiei:
MIX] =MD X =3 Mx]=Y p.
i=1 i=1 i=1

D*X]=D[y Xi]=) DX)],
=1 =1
deoarece variabilele aleatoare X;, i = 1, n, sunt independente.

Repartitia hipergeometrica.

Fie X variabila aleatoare care ia ca valori numadrul de bile albe care se obtin ex-
tragand n bile dintr-o urnd care contine a bile albe si b bile negre (n < a + b).
Tabloul de repartitie al variabilei aleatoare X este

0 1 2 . k e min{n,a}
Cgc«gl Cr; C«gz—l 0205—2 Cakcfgl—k} C;mn{n,a} C;L—mm{n,a}
Cavp Cop Cr, ~ Cr, Covp

Calculam caracteristicile numerice ale variabilei aleatoare X. Avem

min{a,n} Cclfcl?ik B 1

MX]= >k o _Ci D kCiCy ==
k=1

k—1,n—k __
a+b at+b at+b
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4 e an!(a—l—b—n) (a+b—1)! an_
Cg}+b TG (n—Dia+b—n)  a+b

Pentru calculul dispersiei utilizim formula

D*[X] = M[X?] - (M[X])*.

Calculam mai 1ntai

a+b a+b

n n n
Casb it % Cotp

C«kcm—k‘ 1 —9 ala —1 n—
Z k(k—1)—= = Z ala —1)CF3C " = ( )Ca+b2—2 =
k

nlla+b—n)l(a+b—-2)!  ala—1)n(n—1)
(a+b)!n—2)!(a+b—n)!  (a+bla+b—1)

=ala—1)

De aici rezulta ca

s _ala—Dn(n—1) an _ an ((a—1)(n—1)
M= e D s- a+b_a+b< at+b—1 +1>7

an(an —n +b) a*n®*  abn(a+b—n)

D = i Eio-D @i b? - @ibPaib-1)

Repartitia Poisson cu infinitate numarabila de valori se mai numeste si legea
evenimentelor rare este de forma

0 1 2 k
X: DD L : (2.30)
e 7 A ¢ A )];—176_)‘
Folosim notatia
)\k
P{X =k} = Fe—A

Evident
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o0 oo
e _ AF .
—e’\:e’\g —:e’\e)‘zl,
k! k!

k=0 k=0

deci (2.30) este o repartitie bine definita.
Aritam cd media repartitiei Poisson este aceeasi cu dispersia repartitiei si egald cu
A.

Intr-adevar,

S~ )\k . S~ )\k—l .
k=0 k=1

Pentru calculul dispersiei folosim formula

MX2 = k,2>\k -A - ]{32 k Ak - - k2>\k —A
[ ]—Z ¢ Z( - )ge +Z e
k=1 =2 k=1
> )\k—2
—Azzl-ﬂ(k_we—wAZAQH
k=

0,2
0,15+
0,14

0,05+

)
b

vvvvvvvvvv

Figura 2.4: Repartitia Poisson pentru A = 3

Functia caracteristicd este
it
o(t) = e M=),
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Intr-adevar

N = (\elt)k it
olt) = Z e;tkgeﬂ\ — oA Z ( Zl ) — o AM1—elt)
k=0 ’ k=0 ’

Repartitia Poisson este intim legatd de distributia binomiald, obtinandu-se ca un
caz limitd al acesteia din urmd, cand n — oo si p scade astfel incat np = \ =
const. Avem

Clpk gt — nn—1)...(n—k+1) (é)k(l B é)nfk _
k! n n
)\_kn(n—l)...(n—k—l—l) (1_5)717,{
k! nk n
si deoarece
limn(n_l)"'én_k+1):1, lim (1 — )”*k:e*)‘
n— oo n n—oo

se deduce aproximarea, pentru n — o0 :

k

A
Cspkqnfk ~ Fef)\.

Exemplul 2.2.4 Un generator de particule emite particule in unitatea de timp.
Care este probabilitatea ca in intervalul t sd apard k impulsuri ?

. A . ot
Pentru n suficient de mare impértim [0, ¢] in intervale de lungime —, incat in
n
fiecare interval sd existe cel mult un impuls. Probabilitatea ca Intr-un interval de
. . [N . l .
timp de lungime — sd fie Tnregistrat un impuls este ~ w— = p (se observd cd
n n

wt C e o v . :
— — 0, pentru n — oo, ceea ce justificd incd o datd denumirea de eveniment

rar). Probabilitatea ca in intervalul [0, ¢] si fie inregistrate k& impulsuri este data de
schema lui Bernoulli

k n—k k
c* (w_t) (1 - w_t) - (u];{:t') e ™" pentru n — oo cu \ = wt.

Exemplul 2.2.5 O statie de receptie primeste in medie 16 impulsuri pe minut §i
poate prelucra cel mult 24 pe minut. Cu ce probabilitate statia devine saturatd?
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Suntem in conditiile repartitiei Poisson, cu @ = 16, = 1. Dacd X este
numadrul de semnale care ajung la statie Tntr-un minut, atunci statia devine saturata
daca {X > 24}, iar probabilitatea este

o0

P{X > 24} = —e 0 =1-) e 1%=0,0017.

Repartitia binomiala cu exponent negativ (Pascal)

Intr-un experiment un eveniment se poate produce cu probabilitatea p € (0,1).
Definim variabila X care ia valoarea k, dacd la repetarea k a experimentului s-a
produs a m-a aparitie a evenimentului A, unde k£ > m. Deci evenimentul {X =
k} se produce in urmatoarele situatii

1. evenimentul A se produce la repetarea k cu probabilitatea p

2. in cele k — 1 repetiri anterioare au loc m — 1 produceri ale evenimentului,
in conditiile legii Bernoulli, adicd C}"7'p™¢* ™ .

Deoarece cele doua situatii sunt independente urmeaza

P{X =k} =C"p"¢"™, q=1-p.
Observam C'Zl definirea acestei variabile aleatoare este corectd deoarece P{X =
k} > 0si Z o ltpmgt T = 1.

Numele acestel repartitii provine din faptul cd probabilitatea cdutata este coe-
ficient in dezvoltarea in serie a lui

e}

1 q - —m m m— m m m m
(1_9_13> =p"(1—q) " =p ch =Y ot

k=m

o¢]
Pentru a calcula media tinem seama ci (1 — z)™" = E Otk si deci

k=m

=) Cpilat dacd [a| < 1, 2.31)

k=m

xm

(1 —az)m

> d ™ maz™ 1
Cm—l k—1 - _ d o < 1
;; =\ T g S <
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adica

Z kcm 1lpmqk m

m 7m+1 chm 1 k=1 _ mqurln;?T:_ll _ %

Deci media este
mix) ="
p

Pentru calculul dispersiei folosim

Z k?c«m 1lpmqlc m _ pmq—m—H Z kqu_l.
k=m

Pentru a calcula ultima suma inmultim (2.31) cu z si derivdm

Zk2C’,lel i( ma™ ):mxml(m+x)

dz \ (1 — z)m+! (1 —z)m+2
deci
M[X2] m(m2+ Q)7
p
iar
mq
D*X] = —".
[X] e

Exemplul 2.2.6 Se transmit aleator semnalele 0 §i 1, cu aceeasi probabilitate.
Cu ce probabilitate cel de-al cincilea semnal este al doilea 0 ?

1
Ne aflam in conditiile variabilei Pascal, unde m = 2, k =5sip = 5 deci
N2 /1\52
ci(s) (5)
2 2

Repartitia geometrica.
Un eveniment A se poate produce in cadrul unui experiment cu probabilitatea
p € (0,1). Fie X numirul de repetiri in conditii identice ale experimentului
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pana la producerea evenimentului. Teoretic variabila aleatoare X ia o infinitate de
valori X =k, k=1,2,...,m,...iar probabilititile cu care sunt luate sunt

P{X:k}:qu_l, g=1-—p, k=1,2,3,...,

deorece evenimentul { X = k} inseamni faptul cd in k — 1 repetiri ale experimen-
tului A nu s-a produs. Avem, evident

oo oo 1

— — k—1 _ —
D PX =k} =D pi =py—_=1
k=1 k=1

deci repartitia este bine definitd

k
X _ , k=1,2,---. 2.32
(qu 1) (2.32)
Functia de repartitie este
- i—1 1—g"! k
F(k)=P{X <k} = I =p———=1-¢".
(k) = P{ } ;pq P, q

Calculdm media si dispersia variabilei aleatoare.
o0 o0 d [e.¢]
M X - ]{,’ k—1 = k‘ k—1 — R k —
[x] ; pg" ! = p ; ¢ =r ; g

_pi( q )_ p 1
dg \1—gq (1-q?% p’

tinand seama de proprietitile seriilor de puteri pentru |¢| < 1.

D*[X] = M[X?] — (M[X])*,
[o¢] - o - d o
MIX?) = kpgd" 't =p) K¢ =pd—qqu’c =
k=1 k=1 k=1

_pi( q )_p2—p_2—p
dq \ (1 —q)? P p?

si deci
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Exemplul 2.2.7 Determinati functia de repartitie a variabilei:

0 1 2
X'(O,Q 0.4 0,4>

0 z <0
0,2 0<x<1
0,6 1<x<?2
1 2<zz

F(z) =

Are loc

F(z) =0,2u(x) + 0,4u(z — 1) + 0, 4u(z — 2).

Functia este reprezentatd in figura (2.5).
Iar densitatea de probabilitate este

f(z) =0,26(x) +0,40(x — 1) + 0,40(x — 2).

Se observa ca derivand in sens distributional F' obtinem f, deoarece derivata
distributiei Heaviside, u este distributia Dirac, 9.

0,84

0,64

0,44

Figura 2.5: Functia de repartitie

Exemplul 2.2.8 Se transmit independent trei semnale diferite. Probabilitdtile ca
ele sd fie corect receptionate sunt 0,8/ 0,9/ 0,7. Determinati repartitia variabilei
aleatoare care dd numdrul de semnale corect receptionate. Cu ce probabilitate se
receptioneazd cel putin 2 semnale; dar cel mult un semnal ?
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0,69
0,5
0.4
03]
0.2

0,19

Figura 2.6: Densitatea de probabilitate

X urmeazd schema Poisson. Asociem polinomul

(0,82 +0,2)(0,92 + 0,1)(0, 7z + 0, 3).

Variabila aleatoare X are repartitia:

v 0 1 2 3
{0,006 0,092 0,398 0,504

Probabilitatea de a receptiona corect cel putin 2 semnale este
P{X >2}=P{X =2} U{X =3} =0,902
iar cel mult un semnal,
P{X <1} =PH{X =0}U{X =1})=0,098.

Exemplul 2.2.9 Fie X o variabild aleatoare repartizatd binomial. Determinati
valoarea lui X care are probabilitate maximd.

Facem raportul a doua probabilitifi consecutive.

_ 1 1y —
Di :(n k+ )p:1+(n+ )p—k

Pk—1 kq kq
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iar prin comparatia cu 1, P{X = k} este maxima pentru k,,,,, = [(n + 1)p], unde
[z] este partea intreagd a lui x; (dacd (n+ 1)p este un intreg, atunci maximum este
atins in K0z $1 Kmae — 1.

Exemplul 2.2.10 [ntr-o hali functioneazd 30 de becuri, care se pot arde cu pro-
babilitatea 0,8. Care este numdrul cel mai probabil de becuri care se ard la un
moment dat ? Dar dacd sunt 4 becuri ?

Aplicdm exemplul precedent cu n = 30 si p = 0, 8. Avem

(30 +1)0,8] =24, [(4+1)0,8] =4

deci in primul caz 27 de becuri, iar in al doilea 3 si 4.

Exemplul 2.2.11 Calculatorul A transmite mesaje pentru calculatorul B pe o
linie telefonicd nefiabild. Mesajul este codificat §i B poate detecta dacd au apdrut
erori in timpul transmisiei. Probabilitatea de transmisie reugitd este p. Cu ce
probabilitate este necesar sd transmitem un mesaj mai mult de doud ori ?

Folosim v.a. distribuitd geometric, cu repartitia:

X ( (1 _l;)’f—lp )kLz...

+o0
Probabilitatea este atunci P{X > 3} = Z(l —p)p=(1-p)
k=3
|

Exemplul 2.2.12 Fie X o variabild aleatoare repartizatd geometric. Sd se cal-
culeze P{X > k} si P{Xeste un numdr par}.

Folosim probabilitatea evenimetului contrar i avem pentru prima cerintd
1—q ¢

Pentru a doua cerintd obervam ca problema revine la calculul unei serii geometrice
cu ratia ¢°.

PX>kl=1-P{X<k}=1—p

v N P N . B
P(Z{X_Qk:}>_ZP{X_2k}_qu = T—F - T3¢
k=1 k=1 k=1
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Exemplul 2.2.13 Probabilitatea unei erori de bit intr-o linie de comunicatie este
0,001. Gadsiti probabilitatea ca un bloc de 1000 de biti sd aibd 5 sau mai multe
erori.

Folosim v.a Bernoulli
1000

Z CfOOO(O, OOI)k(O’ 999)100—@
k=5

Este posibild si o altd abordare. Pentru a aproxima combindrile folosim v.a. Pois-
son , deoarece n este foarte mare; parametrul A = 1000 x 0,001 = 1 si obtinem

Exemplul 2.2.14 Un generator de particule emite in conditiile distributiei Pois-
son. Stiind cd intr-un interval de timp fixat, probabilitatea de a nu apare nici o
particuld este 1/4, cu ce probabilitate in acelasi interval apar 2 particule ?

Aflam parametrul din conditia P{X = 0} = 1/4. Deci

Ae—A
0!

=1/4

Mg
2!

si inlocuim in P{X = 2} =
|

Exemplul 2.2.15 O echipd de interventii intr-un anumit sector de productie este
solicitatd de 600 de ori, in timp de 300 de zile lucrdtoare, pentru lucrul in doud
schimburi de cdte 8 ore. Care este probabilitatea ca echipa sd fie solicitatd de 3
ori intr-un schimb ?

600

Folosim v.a. Poisson cu A = a t,iar densitateaa = ———— sit =8, k = 3.
300-2-8 -

Exemplul 2.2.16 Ardtati cd suma a doud variabile aleatoare Poisson indepen-
dente de parametri \1, \o este o variabild aleatoare Poisson, cu parametrul

/\1 + )\2.
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P{X,+Xo=n}=P (CJ (P{X, = k} N P{X; :n_k})> _

k=0

n k e—M Xl k=X ()\1 +)\2)ne—()\1+>\2)
Z K (n—k)! n! ‘

O altd metoda utlhzeaza functia caracteristica

pilt) = e M7 =12

si folosind independenta obtinem functia caracteristica

Ox14x, (1) = @1 () pa(t) = e~ PatAa)(1=e")

Recunoastem functia caracteristicd a unei variabile Poisson cu parametrul A; + \,.

|
Exemplul 2.2.17 Se dau variabilele aleatoare independente
a 1 2 a+1 1 2
X 1 Y : 1 2 :
3 p g 3 3 q p
Sd se calculeze a astfel incdt variabila X — Y sd aibd dispersia egald cu 9
Avem 1/34+p+qg=1,1/3+2/3—q+p=1sidecip=q=1/3. Apoi
D?*[X — Y] = D?*[X] + D*[Y]
si obtinem a = 1.
|

Exemplul 2.2.18 Sd se calculeze valorile medii ale variabilelor:

0 2 3 4 ... n
X : 1 1 1 1 1
on=1 9 4 8§ 7 9on-1
1 1 1
1-2 2-3 nn+1
Y 1 1 (1 )
n n n
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Prin derivare 1n raport cu ¢, in relatia evidenta

t — thrl

Ztk 1t

obtinem

i gkl 1—(n+ 1)t" +ntntt
a (1—1)?

De aici, pentru t = 1/2 rezulta:

n—+ 2
9k—1 =% on—1
iar, apoi
"1 n+2
M[X] = k2k71 =3 - 1
k=2
Pentru variabila Y avem
u 1 1 1 1 1
M|Y| = —=—(1- =
Y] z::n(n—i—l) n n( n+1) n+1

2.3 Variabile aleatoare continue

Anumite situatii din practica tehnologica, economie si alte sectoare de activitate
conduc la considerarea unor variabile aleatoare care au ca valori o multime infinitd
dar nenumirabili. In aceste situatii probabilitatea de a fi luati o anumiti valoare
este nuld, dar prezintd interes sd calculam probabilitatea ca marimea aleatoare sa
ia valori intr-un interval; de exemplu

- timpul de functionare a unui dispozitiv sd fie cuprins intre doua valori

- durata de viata a unui sistem format din mai multe dispozitive sa depdseasca
0 anumitd perioada de timp

- erorile de méasurare printr-o anumitd metoda sa fie mai mici decat o valoare
data

- variatiile de tensiune datoritd
incadreze intre anumite limite

~ 9

zgomotului” de pe o linie de transmisie sd se
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- cantitatea dintr-o anumitd materie prima sa ajungd, daca din ea se consuma
zilnic marimi aleatoare

- deservirea unui client la o statie sd se Tncadreze intr-un anumit interval de
timp.

In acest caz definitia unei variabile aleatoare este mai generala si se face relativ la

un camp de probabiliatte oarecare. Fie { £/, IC, P} un camp borelian de probabili-
tate. O functie

X:EFE—-R

este o variabila aleatoare daca

{X<z}={eceF|X(e)<z}eK, Vzxek (2.33)

Conditia (2.33) este echivalentd cu oricare din conditiile de mai jos

{X<atek, {X>z}eKk, {X>=z}ek
{LE1<X<LC2}EIC, {LE1<X<JJ2}€’C,

{r; < X <z} e, {x; <X <<x}eKk.

Aceasta Tnseamna ca putem calcula probabilitdtile oricdror evenimente de forma
precedenta.

Dacd X este o variabild aleatoare, atunci X + A\, \X, X2,
variabile aleatoare.
Daca X si Y sunt variabile aleatoare, atunci XY, X 4+ Y, —, max(X,Y),

, A € R sunt

<l ] =

min(X,Y’) sunt variabile aleatoare.

Functia de repartitie, I, este datd de definitia generald (2.12), dar in cazul continuu
aceastd functie este legatd de densitatea de probabilitate. Daca existd o functie
f R — R4, cu o multime cel mult numdrabild de puncte de discontinuitate de
prima spetd, astfel ca

F(z) = /_x ft)dt, vz eR (2.34)

atunci f se numeste densitate de probabilitate. Dacd F' este o functie continud
vom spune cd X este o variabila aleatoare continua. Au loc:
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F'(z) = f(x) (2.35)

in toate punctele de continuitate ale Iui f, iar ca distributie totdeauna.
O functie f : R — R, este densitate de probabilitate pentru o variabila aleatoare
dacad si numai dacd

+oo
f(z)dx = 1. (2.36)

—0o0

Pentru o variabila aleatoare oarecare au loc formulele
P{z; < X < a9} = / flz)dz = F(xq) — F(x7) (2.37)
1

P{X =z} = F(z) — F(z —0). (2.38)

Daca variabila este continud atunci are loc urméatoarea formula de calcul

P{I1<X<I2}:P{l’1<X<$2}:P{$1<X<l’2}:

Ploy < X < 25} — / Y b )de = F(as) — Flay). (2.39)

Functia de repartitie conditionata.

In campul de probabiliatate { £, K, P} considerim A € K, cu proprietatea P(A) #
0.

Dati o variabild aleatoare X, numim functie de repartitie conditionata de eveni-
mentul A, functia data de

PUX <z} nA)
P(A) '

Toate proprietdtile functiei de repartitie se pastreazd; mentiondm

Fz|A) = PUX < z}[A) =

F(+o0|A) =1; F(—o0]A) = 0.
Exemplul 2.3.1 Sd demonstrdm urmdtoarea formuld
P({a < X <b}|A) = F(b|A) — F(al|A). (2.40)
Intr-adevir, daci a < bavem {X < a} C {X < b} si

P({a < X <b}|A) = P({“;{(;b}“"‘) _
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F(x)

Figura 2.7: Functia de repartitie conditionatd

_ P({X <B}nA)\ ({X <a}n4))
P(A)

C P{X <b}nA) - P({X <a}nA)

_ D _

F(b|A) — F(a|A).

Ne intereseazd 1n continuare, pentru numeroasele aplicatii practice, unele cazuri
particulare ale evenimentului A.

l.Daci A ={X <a}siF(a) =P{X <a})# 0, atunci

F
Fle]A) = PUX <2}n{X <a}) FEE) daciz < a
P{X <a} 1 dacd z > a.
Deci obtinem
F(x) N
Fla|{X <a))={ F(a) d4zsa (2.41)
1 dacd z > a.

In figura (2.7) sunt ilustrate cele doud functii.

2. Fie A = {a < X < b} astfel ca P(A) = F(b) — F(a) # 0. Deducem
imediat cd
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0 daciz < a
F(z)— F
Flz|{la< X <b}) = F((“Z)) - FEZ; dacia <z <b (2.42)
1 daci x > b.

Exemplul 2.3.2 Urmdtoarea formuld de calcul este adevdratd.

(F(b]A) = F(a|A) )P(A)

PA|{a< X <b}) = F) = Fla) (2.43)
Aceasta rezulta imediat
P(A|{a< X <b}) = P(é?a{i f()i ;}b}) _
_ PRa< X <b}[A)P(A) _ (F(b]A) — F(a]A))P(A)
F(b) = F(a) F(b) = F(a)
In ultima relatie s-a folosit (2.40).
[

Densitati de probabilitate conditionate. Fie X o variabila aleatoare continua si

A € K, cu probabilitatea P(A) # 0. Presupunem cid X are densitatea de pro-
babilitate f. Atunci densitatea de probabilitate a lui X, conditionata de A este
datd, in punctele ei de continuitate, de derivata functiei de repartifie conditionatd

f(x|A) = F'(z]A).

1. Daca A = {X < a}, prin derivarea formulei (2.41) se obtine

f(z) 3
I <
fl@]A) =< Fla) TS (2.44)
0 dacd x > a.
2. Daci A = {a < X < b} prin derivarea relatiei (2.42) gdsim
f(z) N
A G <
falfa<X <ty={ F@) = Fla) BAa=<Tsh (2.45)

0 1n rest.
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Formula probabilitatii totale. Formula lui Bayes.
Definim probabilitatea conditionatd P(A[{X = z})

P(A|{X =2}) = lim P(A[{z <X <o+ Ac}) =

o (Pl AslA) — Pl 4)P(A) _ f(z]4)P(4)
st Fla+Ar) - F(a) )

In sirul de egalititi s-a folosit formula (2.43). Daci integrim pe R relatia
PA{X = 2})f(z) = f(z]A)P(A)
obtinem

/_ mP(A X =a})f(z)de = oof(I|A)P(A)dx —

= P(A)(F(+00]4) — F(—00|4)) = P(A).

Relatia obtinutd se numeste formula probabilitatii totale in cazul continuu si
este

—+00

P(A) = /_ P(A|{X = 2} f(x)da. (2.46)

[e.e]

Formula lui Bayes in cazul continuu este

_ PA{X =aDf@)
73 PAAT{X = e} f(e)de

f(z[A)

2.4 Momente ale variabilelor continue

Ca si 1n cazul variabilei discrete putem defini caracteristicele numerice ale unei
variabile continue.
Media unei variabile aleatoare continue este:

+o0o
m=M[X] = / xf(z)dz (2.47)
(daca existd) si satisface proprietatea:
MIX +Y]=M[X]|+ M[Y], (2.48)

iar, dacd X, Y sunt independente, atunci are loc si proprietatea:
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M[X-Y]|=M[X]| -M[Y| (2.49)
Momentul initial de ordin r este:

m, = M[X"] = /+°° z" f(z)dx (2.50)

[e.o]

Momentul centrat de ordin r este:

+oo
e = MIX = MY = [ @ m) fa)da @51)
Dispersia este momentul centrat de ordinul 2
+oo
02 = D?*[X] = pp = / (x —m)?f(z)dr = my — m? (2.52)

iar abaterea medie patratica este
o = D[X] =+/D?X].
Dacd X, Y sunt independente, are loc proprietatea:
D?*[X £Y] = D?*[X] + D?[Y] (2.53)

Sa remarcam cd proprietatile medii si dispersiei unei variabile aleatoare discrete se
mentin si in cazul variabilei aleatoare continue, dispersia dand o indicatie asupra
gradului de concentrare a valorilor variabilei 1n jurul valorii medii.

Covarianta variabilelor X si Y este definitd prin:

Cov[X,Y] = M[(X — M[X])(Y — M[Y])] (2.54)
si are loc

D?*[X +Y] = D*[X]+ D?*[Y] + 2Cov[X,Y] (2.55)

Dacd X este o variabild aleatoare si Y = ¢g(X) este o variabild obtinuti printr-o
transformare cu ajutorul functiei g : R — R, continud, inversabila, atunci media
transformarii este

MHz[ 9(2)f (x)da (2.56)
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Daci X este o variabili cu media m si dispersia o

Cebasev

, are loc inegalitatea lui

2

P{X —m|<el>1- Z—Q (2.57)

Un instrument comod de studiu al unei variabile aleatoare 1l reprezintd functia
caracteristica ¢ : R — C, definita prin:

—+00
o(t) = M[e?™] = / I f(z)dr, §° = —1 (2.58)
—0oQ
Sa remarcam faptul cd functia caracteristica ¢ a unei v.a. continue este transfor-
mata Fourier a densitdtii de probabilitate f (care este functie absolut integrabild).
Din formula de inversiune a transformatei Fourier deducem si relatia:

1 [t
= — o(t)dt 2.59
fla) =5 [ et 2.59)
Momentele initiale se obtin cu ajutorul functiei caracteristice, dupa formula:
) (0
m, = &0 (2.60)
j’f‘

Repartitia normala. Aceasti repartitie este una din cele mai importante din teo-
ria probabilitdtilor, apare cel mai frecvent in practicd, sta la baza metodelor de
prelucrare a datelor de mdsurare jucand un rol important in statistica matematica
si este in acelasi timp legea limita catre care tind alte legi. Spunem ca o variabila
aleatoare este distribuitd normal cu media m si dispersia o2, si notdm acasta prin
X : N(m,o?), daci are densitatea de probabilitate:

o a—mp

flz) = e 202z eR. (2.61)

2ro

Functia lui Laplace se defineste prin

I
(I)(Z):\/_2_7r/o e 2dr, VzeR

si are proprietdtile

si
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z wQ 1
lim —/ e 2dr=-—. (2.62)
0

t—m

In integrala F(z) = / f(t)dt facem schimbarea de variabild =u si

obtinem

1 0 2 = 1 r—m
V 27T (/ooe N /0 ‘ u) 2 ( o )

In ultima egalitate s-a folosit relagia (2.62). Se obtine astfel formula functiei de
repartitie a variabilei aleatoare normale

F(z) = % + O (x - m> . (2.63)

g

~—

Deducem formula

P{a<X<b}:q>(b_m)—q>(“_m>.

o g

Probabilitatea ca abaterea fatd de m, notatd | X — m| sd nu depaseasca € > 0, este
datd de
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P{X —m| < e} =20 (g)

Exemplul 2.4.1 Regula celor 30. O variabili normal repartizatd X : N(m,o?)
ia valori semnificative in intervalul (m — 30, m + 30).

Intr-adevir, P{|X —m| > 30} =1 - P{|X —m| < 30} =1 — 28(3) =
0,0027, valoare care in unele situatii poate fi neglijata.

|
Exemplul 2.4.2 Functia caracteristicd a repartitiei normale este
. t20.2
p(t) =" T 2 (2.64)

Reamintim ca densitatea de probabilitate a repartitiei normale este

1 (azfm)2

f@) = ——e" B

2ro

pe care o inlocuim 1n expresia functiei caracteristice. Facem schimbarea de vari-
abili  — m = v/20y si obtinem

1 © (z—m)? 1 o '
p(t) = / ee” 207 da = NG /_OO edtm=y*+ityV2o gy,

2n0 J_o

2 2
jtm— -2 ) 2 2
el p) i : _ téo
= —/ ei(yi%j)Qdy _= ejm 2 .

VA
u

Exemplul 2.4.3 Dacd X, : N(my,0:),k = 1,...n, sunt variabile aleatoare in-
dependente, atunci variabila aleatoare X1 + . .. + X, este repartizatd normal de

forma N(zn: M, z”: o).
k=1 k=1

Functia caracteristicd a sumei este produsul functiilor caracteristice



70 CAPITOLUL 2. VARIABILE ALEATOARE

th mp — —k:21

k=1
= € y
n n
care corespunde in mod unic variabilei repartizate N (Z mg, Z o).
k=1 k=1
|
Exemplul 2.4.4 Daca Xy, k = 1,...n, sunt variabile aleatoare independente

repartizate normal N (m, 0?), atunci media lor aritmeticd
1 n
ROIRT
n
k=1

2

. g
este repartizatd N (m, —).
n

Din exemplul precedent suma este repartizatd N (nm, no?). S calculdm func-
tia de repartitie a variabilei aleatoare notata

Avem

Fx = P{X <z} = P{) _Xj <na}.
k=1

Prin derivare gdsim densitatea de probabilitate

(z—m)?
1 _ (naz—nm)? 1 —
wv(T) = e 2no? n = e 2w ,
fX( ) 2mno \/27T\/iﬁ

de unde afirmatia.
|

Teorema limita centrala afirma cd, daca variabilele X;, i = 1,2,...n au aceeasi
repartitie i sunt independente doua céte doud, atunci variabila aleatoare
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g

urmeazd, pentru n suficient de mare, legea normal distribuitd N (0, 1).

Dacd X este o variabild repartizatd Bernoulli, atunci conform teoremei Moivre

Laplace, variabila
X —np

ALy

urmeaza, pentru n suficient de mare, legea normala N (0, 1).

, ptqg=1

Exemplul 2.4.5 Intr-o fabricd se produc rezistori cu rezistenta R. Un rezistor
este considerat bun dacd R este cuprinsd intre 4,99 k€) §i 5,01 k). Dacd R este
o variabild aleatoare normal distribuitd cu media m = 5,002 kS) si abatera me-
die pdtraticd o = 0,005 kS) sd determindm probabilitatea ca un rezistor sd fie
considerat rebut.

Avem R : N(5,002;0,005?). Probabilitatea ca un rezistor si fie bun este:

5,01 — 5,002 4,99 — 5,002
P{4,99 < R<5,01} = (2 — 222 g (00 o
{499 < R < 5,01} ( 0,005 ) ( 0,005 )

= ®(1,6) — D(—2,4) = O(1,6) + B(2,4) = 0,4452 40,4918 = 0, 937

iar probabilitatea de rebut este 1 — 0,937 = 0, 063, ceea ce inseamna cd se produc
6, 3% rebuturi.
[

Exemplul 2.4.6 O variabili aleatoare X este distribuitd normal N(0,0?). Dat

un interval (a, 3), cu a > 0, 3 > 0, sd determindm valoarea o, astfel ca proba-
bilitatea P{X € (o, 3)} sd fie maximd.

Are loc evident

P{a<X<ﬁ}:®<é>—®<g>:\/%</get;dt—/zefdt).
g g ™ 0 0

Anuldm derivata in raport cu ¢ a integralei cu parametru si gasim
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Deducem

52—042
77\ 20 B —a])

Exemplul 2.4.7 Variabila aleatoare X este distribuitd N(m,0?). Determinai
densitatea de probabilitate a variabilei Y = aX + b.

Pentru a > 0 avem:

Fy(x)ZP{aX+b<x}:P{X<x_b}:FX(JC—b)

iar pentru a < 0 avem:

Fy(x):P{aX+b<x}:P{X>x_b}:1—FX<$_b>.

Prin derivare gdsim

rezultd cd variabila este normal repartizati cu parametrii N (am + b, |a|o).

Exemplul 2.4.8 Fie X : N(m,o?). Sd determinim f(z | {|X — m| < ko}).
Sanotdim A = {a < X < b}. Are loc

P{X <z}nA

F(a|A) = PHX < #[A}) =

P(A)
0 dacir < a
F(z|A) = % daca x € [a, b]

1 daci x > b.
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Prin derivare obtinem:

/(=)
f(z|A) = F(b) — F(a)

0 1n rest.

dacd x € [a, b]

Pentru a = m — ko si b = m + ko rezulti:

N
—e¢ 202 dacd |[r — m| < ko

Fle | {IX = m| < ko}) =4 V2mo20(k)
0 1n rest

Exemplul 2.4.9 S calculdm momentele centrate ale repartitiei normale N (m, o?).

Avem

1 > _(@=m)®
i = / (x —m)*e” 207 dux,
oV2r J_ oo

1n care facem schimbarea de variabila x — m = \/§Jy , deci

O’\/ik o a2
,uk:(ﬁ)/ y eV dy.

Daca integram prin parti obtinem

oV (1 s e k=1 [, o
Mk:(ﬁ) (_ieyyk‘l}+oo_'_7/ yk2eydy>:

_ (k=1 (oV2)* [
“aE L

deoarece prima expresie se anuleaza la limitd. Deducem din relatia de recurentd
precedenta

Y2V dy = (k — 1)02 s,

for+1 =0
M2k B (2]{,‘ - 1)”02k

In particular, pentru k = 2, obtinem D?[X] = ¢2.
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Exemplul 2.4.10 Se aruncd un zar de 500 de ori. Cu ce probabilitate putem
afirma cd obtinem fata 6 de cel mult 50 de ori?

Fie X variabila aleatoare care da frecventa de aparitie a fetei cu 6 puncte. Avem

1
p=—, q= =, n=>500. Utilizdm teorema lui Moivre-Laplace si avem

6 6
X —np o 90 — np}
NN

90 — np)
~ o = ®(0,8) =0, 788.
( v/ 1pq ( )

~

P{X<90}:P{

Exemplul 2.4.11 Densitatea de probabilitate a defectdrii unei valve radio in mo-
mentul deschiderii este q(v). Voltajul V este aleator si are repartitie N (m, o?).
Sd gdsim probabilitatea evenimentului A, care semnificd faptul cd la momentul
deschiderii valva s-a defectat.

Vom folosi formula (2.46)

+o0 1 +o00 (v—m)2

P = [ gt = —— [ g T a

o 210 J_o

Repartitia uniforma. Variabila aleatoare X se numeste uniforma pe [a, b] si vom
nota aceasta prin X : U(a,b), dacd densitatea ei de probabilitate este:

1 y
flx) = { p g daciweled) (2.65)
0 1n rest.

Mai intai observam ca aceastd functie este o densitate de probabilitate. Este evi-
dent pozitiva si dacd o integram pe R obtinem valoarea 1. (vezi figura (2.9)).

Se deduce cu usurintd cd functia de repartitie uniformd, reprezentatd grafic in
figura (2.10 ) este:

0 dacaz < a
F(z) = z:z dacia < <b
1 daca x > b.




2.4. MOMENTE ALE VARIABILELOR CONTINUE 75

Figura 2.10: Functia de repartitie uniforma

Exemplul 2.4.12 Timpul de asteptare intr-o statie de tramvai este o o variabild
aleatoare repartizatd uniform in intervalul [0, 10] minute. Cu ce probabilitate
asteptam cel putin 6 minute ?

Putem presupune cd in orice moment din intervalul de timp [0, 6] poate s
apard un tramvai, deci legea timpului de asteptare, X, este uniforma si are densi-
tatea

1
m dacd = € [0, 10]
0 1n rest.
Probabilitatea este data de

101 4

P{X}G}:/ L2
. 107" 10

Valoarea medie este
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dispersia

D2[X]/ab<x a;byd (b —a)”

iar functia caracteristicd este

b eitx 6jbt _ ejat
t) = —dr = ———.
o= [t =

Exemplul 2.4.13 Fie X o variabild distribuitd uniform U(—1,1) si Y = eX. Sd
determinam densitatea de probabilitate a variabilei Y, media si dispersia ei.

Aflam functia de repartitie . Pentru x > 0

Fy(z) = P{Y <z} = P{e* <z} = P{X <Inz} = Fx(Inz).

1
Prin derivare gasim fy () = fx(Inz)—, adicd
x

1
fy(z) = { oy daci z € [e7!, €]

0 in rest.
Media este
1
1 1
M[Y]= [ ze*dv=z(e—e!
V)= [ Gerde=gle=e)
Sa calculdam momentul initial de ordin 2.

¢ 1 1
melY] = / v —dr = 1(62 —e?).

-1 2x

Dispersia va fi atunci

D] = molY] — (Y] =

Repartitia exponentiala. O variabild aleatoare are o distributie exponentiald, cu
parametrul A\ dacd densitatea sa de probabilitate este:
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Figura 2.11: Repartitia exponentiala

Xe ™ dacd x>0
flw) = { 0 daci x <0 (2.66)

iar graficul este reprezentat in figura (2.12).
Pentru o astfel de variabila X se determina cu usurintd valorile sale caracteristice:

MIX] =3, DX]= 55

precum si functia de repartitie si cea caracteristica:

A
F(z) =1— e sirespectiv, o(t) = ———.
(z) e " sirespectiv, ©(t) N
intervalul de timp dintre doud defectiuni ale unui sistem fiind o astfel de variabild
aleatoare.

2.5 Fiabilitate

Teoria fiabilitdtii are ca scop principal determinarea legilor de aparitie a defecti-
unilor sistemelor, echipamentelor. In sensul cel mai larg, fiabilitatea unui sistem
reprezintd proprietatea acestuia de a-si indeplini functiile specifice cu anumite
performante si fard defectiuni, intr-un anumit interval de timp si Tn conditii de
exploatare date.



78 CAPITOLUL 2. VARIABILE ALEATOARE

P

Figura 2.12: Functia de repartitie exponentialad

Sa consideram momentul initial de timp, momentul in care un anumit element,
sistem este pus in stare de functionare. Dacd notdm cu I' variabila aleatoare ce
reprezintd timpul de functionare pand la prima defectare, definim functia de fia-
bilitate (functia de sigurantd) prin

R)=P{T>t}=1—F(t), t>0 (2.67)

Din proprietdtile generale ale functiilor de repartitie le deducem, cu usurinta, pe
cele ale functiei de fiabilitate:

e R(0)=1,
e lim R(t) =0,

t—o00

t1 <ty = R(tl) > R(tg)

o f(t)

)= —R'(t
/ 7(s

unde am notat f densitatea de probabilitate a variabilei 7.

Séd admitem ca existd o functie r cu proprietatea cd r(t) - At reprezintd probabili-
tatea ca in intervalul de timp (¢, t + At) si apard prima defectiune (considerand ci
pand la momentul ¢, dispozitivul a functionat). Aceastd functie se numeste rata
de defectare si este legatd de functia de fiabilitate prin relatia:
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_ R
"= R

Intr-adevar, din definitia probabilititii conditionate avem:

(2.68)

F(#) - At = Pt <T < t+ AT > 1) = L1 i{TT<>t£ At}

_ F(t+At) = F(t) _ R(t+At) — R(t)

Rt) R
Impartim ultima relatie prin At si trecem la limitd pentru At — 0 gédsim relatia
(2.68). Rezolvand acestd ecuatie diferentiald, cu conditia initiald R(0) = 1 gésim
solutia:

- r(s)ds
R(t)=e /0 (¢) ) (2.69)

Exemplul 2.5.1 Dacd rata de defectare este constantd r(t) = X atunci functia de
fiabilitate este R(t) = e iar functia de repartitie este F(t) = 1 — e, t > 0,
adicd durata de viatd este o distributie exponentiald cu parametrul \.

Figura 2.13: Repartitia Weibull
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Exemplul 2.5.2 O lege de probabilitate care apare frecvent in teoria fiabilitdtii
este repartitia Weibull. Densitatea ei de probabilitate este:

Aat® e dacd t >0
F(t) = { 2.70)

0 daca t < 0,

A, a € R, si este reprezentata in figura (2.13).
Functia de fiabilitate este:

R(t) = e,

iar rata de defectare este:

r(t) = At L.

Dacd a = 1, regdsim repartitia exponentiald, iar pentru o« = 2 obtinem repartitia
Rayleigh.

Daca rata de defectare este proportionala cu timpul r(¢) = A, A > 0, atunci

)\ 2
2y \
R(t) =e 2 sidecisuntem in cazul repartitiei Weibull cu parametrii B sia = 2.

Exemplul 2.5.3 Legare in serie. Sd determindm siguranta sistemelor cu ele-
mentele legate in serie. Spunem cd un dispozitiv are n componente legate in serie,
dacd defectarea uneia, atrage nefunctionarea intregului sistem.

Presupunem cd fiecare componentd C;,7 = 1,...n, se poate defecta indiferent
de celelalte, cu rata de defectare r; si functia de fiabilitate [2;. Daca 7', respec-
tiv 7,2 = 1,...,n semnificd timpul de functionare pand la prima defectare a
sistemului, respectiv a componentei C;, atunci evident

si aplicand probabilitatea pentru evenimente independente gidsim

/Otgri(s)dé’ B

n n

R(t) = HRi(t) =1
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Deci rata de defectare este

3

Observam cd T = min{T},...,T,}.
u

Exemplul 2.5.4 Legare in paralel. [n cazul sistemelor legate in paralel , acesta
poate functiona, chiar dacd una din componente se defecteazd. Sd determindm
functia de fiabilitate.

Sistemul nu functioneaza daca fiecare din componente nu functioneaza; pre-
supunem cd acestea se pot defecta independent una de alta. Atunci obtinem

{T<t}:ﬁ{Ti<t}

si dacd aplicam probabilitatea

n

1-R(t) =[] (1 - Ri(t)).

=1

Observim ca T' = max{77,...,T,}. In acest caz nu putem gasi o expresie simpla

a ratei de defectare a sistemului.
[ |

In practica aceste moduri de alcdtuire apar combinat.

2.6 Probleme propuse

1. Aratati cd urmdtoarele functii sunt densitdti de probabilitate:

a. variabila aleatoare Gama

1
flz) = mx(m)a—le—”, x>0, >0, A>0;

b. variabila aleatoare Erlang

67>\I T n—1
f(x> =2 (n(—)\l))! , x>0
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c. variabila aleatoare ”’hi patrat”

1
o n/2—1_—x/2 .
f<x)_—2"/21“(n/2)$ e = x>0, neN;

d. variabila aleatoare Rayleigh

roo_x2
f(r):ge 202 1 >0, 0> 0;

e. variabila aleatoare Cauchy
Jw) = (a2 + 2?)
f. variabila aleatoare Laplace

f(z) = ge_“'z‘, r € R, pu>0;

reR, a>0;

g. variabila aleatoare Weibull
ft)=Xat* te™ t>0,A>0, a>0;
h. variabila aleatoare Beta

f(l') = xm_B(<17n_:f))n_

i. variabila aleatoare Student

x € [0,1],m >0, n > 0;

n+1

f(x)z%(l+%2)2, z € R;

j. variabila aleatoare Snedecor

_n +ng

o= () regregt ()

2 2

x> 0.

. Dacd efectudm mdsuratori de precizie, iar rezultatul este cuprins intre & si

k + 1 unititi, convenind sd-1 aproximdm cu k + 1/2, comitem o eroare
care poate fi presupusi uniform distribuitd pe intervalul (—1/2,1/2). Cu ce
probabilitate facem o eroare mai mare ca 1/4 ?

. Variabila aleatoare X este distribuitd uniform pe (-1,1). Determinati den-

sitdfile de probabilitate, mediile si dispersiile variabilelor:
.Y =2X+1
2. 7 =2X?+1.

. Durata de functionare a unei baterii este o variabild aleatoare, notatd X,

repartizatd normal N (m, 02), unde m = 120 zile reprezintd timpul mediu de
functionare, iar ¢ = 10 zile reprezintd abaterea fatd de medie . Determinati
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10.

11.

a. probabilitatea ca bateria sa functioneze cel putin 100 de zile;
b. probabilitatea ca bateria sa functioneze intre 100 si 150 de zile;

c. intervalul de timp In care se poate presupune cd bateria functioneaza
aproape sigur.

. Viteza unei particule dupd o directie este o variabild aleatoare distribuita

V : N(0,0?). Determinati densitatea de probabilitate a energiei cinetice
mV?
K =
2

Determinafi parametrii variabilei X : N(m, 0?), stiind cdin 15 % din cazuri
X nu a depdsit valoarea 30, iar in 5 % din cazuri X a fost mai micd dacat
20.

Un canal de comunicatie acceptd un voltaj pozitiv V' la intrare si la iegire
voltajul Y = oV + N, unde a« = 0,01, iar NV este o variabild normala
N(0,4). Ce valoare trebuie s aibd V astfel ca P{Y < 0} = 107° ( voltajul
la iesire sd fie pozitiv aproape sigur).

. Un semnal electric binar este transmis intre A si B, astfel: dacd vrem sa

comuniciam 1 emitem un semnal de intensitate 2 , dacid vrem sia comu-
nicim O emitem un semnal de intensitate -2. Datoritd perturbatiilor, va-
loarea nregistratda in B este R = X + N, unde X = =42, iar N este o
variabild aleatoare cu parametrii (0,02). Decodajul se face astfel: dac#
R > 0,5, se interpreteazd 1, dacd R < 0,5, se interpreteazd 0. Calculati
probabilitatea de a face erori.

Fie X o variabild aleatoare discretd care are distributia

X:(xi), i=1,...n
Pi

si Y o variabild aleatoare continud care are densitatea de probabilitate f(x).
Sa determindm densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare Z = X 4V,
dacd X, Y sunt independente.

O variabild aleatoare continua are densitatea de probabilitate f;(z) cu pro-
babilitatea p; si densitatea de probabilitate f(x) cu probabilitatea p,, cu
p1 + p2 = 1. Gdsiti expresia densitdtii de probabilitate si a functiei de
repartitie a variabilei X.

O variabild aleatoare X : N(m,c?) poate avea parametrii m = 2,0 = 2
cu probabilitatea 0,4 sau m = 2,0 = 1 cu probabilitatea 0,6. Determinati
densitatea de probabilitate.
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12.

13.

14.

15.

16.
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Timpul de asteptare a unui client la o coadd este 0, daca sistemul este inactiv
si este distribuit exponential cu parametrul A, in caz contrar. Probabilitatile
de a gédsi sistemul inactiv sau ocupat sunt p, 1 —p. Gasiti functia de repartitie
a timpului de asteptare 7.

Un sistem este format din 4 componente ce functioneaza independent si au
densitatea timpului de functionare pand la prima defectare de tip Weibull.
Sistemul functioneaza in urmatoarele doud situatii

- componenta 1 si oricare dintre 3 si 4 functoneaza
-componenta 2 si oricare dintre 3 si 4 functioneza

Determinati functia de fiabilitate a sistemului.

Aceeasi problema pentru sistemul aldturat, ale carui componente au rata de
defectare constanta.

R R

L i

R3

Fie T variabila aleatoare care da timpul de functionare pana la prima de-
fectare. Sd determindm F'(x | {T" > t}) si f(z | {T > t}) (dispozitivul sa
functioneze pand la momentul z, dacd a functionat pand la momentul ?).

Se produc circuite integrate a cdror durata de viatd urmeaza o lege exponen-
tiald:
1. circuite in stare de functionare cu rata de defectare o

2. circuite rebut cu rata de defectare 1000c.

Probabilitatea de a alege un rebut este p € (0,1). Gasiti probabilitatea
ca alegand la intamplare un circuit, acesta sa functioneze dupa ¢ secunde.
Fiecare dispozitiv este testat ¢ secunde, iar cele care nu se defecteaza sunt
trimise la consumatori. Gasiti timpul ¢, astfel ca in proportie de 99 % dis-
pozitivele sd fie in stare de functionare.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Fie a,a > 0 si n € N. Determinati a si « astfel ca functia
falz) = az"e ™" >0
sd fie o densitate de probabilitate pentru o variabild aleatoare cu media m.

Se dau densitaitile de probabilitate:

2r dacal0<zx <1

= { 0 in rest;
b. f(z) :{ |-63| daci |z| < 1

in rest.
Sa se calculeze pentru fiecare densitate valoarea medie si dispersia.

Fie X o variabila aleatoare a cdrei densitate de probabilitate este:

a
e (%) daci0<z<a
fz) = x )
0 in rest.
Sa se determine constanta c si sd se calculeze valoarea medie si dispersia
variabilei X.

Sa se determine functia caracteristica a variabilei aleatoare X care are den-
sitatea de probabilitate:

Sa se afle densitatea de probabilitate corespunzdtoare functiei caracteristice:
o(t) = el.

Timpul mediu de raspuns al unui calculator este 15 secunde, abaterea medie
patraticd de 3 secunde si facem ipoteza cd acesta este modelat de o variabild
aleatoare normal distribuitd. Estimati probabilitatea ca timpul s se abati cu
mai mult de 5 secunde fatd de medie. Dar daca variabila este oarecare ?

O eroare de masurare printr-o metodad este 7' = 2.X, unde X : N(0,5). Prin
altd metodd, eroarea este Z = U; + Uy unde U; : N(0,5), i = 1,2 sunt
independente. Care metoda este de preferat ? ( Evaluati dispersiile).
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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Aflati modul si mediana variabilei aleatoare X care are densitatea

ak(x — xq)*1
(1+ k(z — z0)*)?’

fz) =

x> xo, k>0, a>1.

Modulul vectorului viteza a unei particule este o variabila aleatoare reparti-
zatd dupad legea Maxwell

Aflati media si dispersia vitezei.

N mesaje sunt trimise printr-un canal de comunicatie. Lungimile lor sunt
aleatoare, dar au media m, iar dispersia 0. Gisifi media timpului total T’
necesar transmiterii celor N mesaje; daca acestea sunt transmise indepen-
dent, aflati dispersia; aceeasi problemd dacd mesajele nu sunt independente
si se cunosc C'ov(T;,1}), i,j =1...N.

Un voltmetru inregistreaza cea mai mare dintre doud tensiuni, V;, V5. Vari-
abilele aleatoare V, V5 sunt independente i au aceeasi densitate f(v). Gasiti
media variabilei aleatoare V' = max{V}, V5}.

Un mesaj este trimis printr-un canal de comunicatie intr-un cod binar si
acesta constd in n simboluri O sau 1. Fiecare este egal probabil si indepen-
dent de celelalte. Gésiti media si dispersia variabilei aleatoare X care da
numarul de schimbari de simboluri.

Repetam transmiterea unui mesaj, in conditii identice, pand ce acesta este
receptionat corect. Probabilitatea de transmitere corectd este 0,8. Fie X
numadrul de repetdri necesare. Gasiti media lui X.

Variabilele X, Y sunt in relatia Y = 2 — 3X. Calculati media, dispersia lui
Y, corelatia si coeficientul de corelatie, dacd mx = —1, D% = 4.

Variabilele aleatoare X, Y, Z au mediile mx, my, m  si matricea de cova-
riantd

D*X) Cov(X,)Y) Cov(X, Z)
Cov(X,Y) D*Y) Covu(Y,2Z)
Cov(X,Z) Cov(Y,Z) D*Z2)

Calculati media si dispersia variabilei aleatoare U = a X — bY + cZ — d,
a,b,c,d € R.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

X, Y sunt variabile aleatoare independente X : N(1,4), Y : U(0,2).
Gasiti M(X +Y), M(XY), M(X?), M(X —Y?), DX +Y)si
DX —Y).

Determinati, folosind metoda celor mai mici patrate, legdtura dintre vari-
abilele X, Y, dacd se cunosc urmatoarele date

(3:4,1),(4;3,9),(5;6,2),(1;2,1),(2;3,3),(6;6,8), (7;8,2).

. C e . g c 542 o el
Functia caracteristicd a unei variabile aleatoare este p(t) = e'% =2 Gisiti
media si dispersia.

Un voltaj V' este constant, dar necunoscut. Fiecare mdsurare a lui, X, ,
este suma dintre V' si un voltaj "zgomot” N; cu mediam = 0, 0 = 1
microvolt. Presupunem N, independente. Cate mdsurdtori trebuie facute
astfel ca media aritmetici X si difere de media teoretici cu mai putin de
€ = 1, cu siguranta 0,99 ?

La o casierie se fac plati pentru un anumit serviciu, cu media 80 $ si abaterea
medie pétraticd 2 0. Estimati probabilitatea ca primii 100 de clienti sa
necesite mai mult de 8400 $.

b. ca suma si fie intre 7800 si 8400 $.

c. Cati clienti ar necesita in total mai mult de 10000 $, cu siguranta 0,9 ?

Timpul mediu Intre doud evenimente aleatoare ale unui experiment este dis-
tribuit exponential cu media m. Gasifi probabilitatea ca evenimentul 1000
sd se producd in intervalul (1000 % 50)m.

Intr-un service existd un stoc de 1600 m cablu de rezervi. Stiind ci zilnic se
folosesc Tn medie 13,33 m, iar ¢ = 1, 2, cu ce probabilitate aceastd cantitate
ajunge 4 luni?

Emisia aleatoare de particule este modelatd de legea Poisson cu A = 30
part./ord. Cu ce probabilitate in 10 minute sunt emise cel mult 20 de partic-
ule ?

Probabilitatea ca un articol sa nu corespundd normelor este p = 0,2. Se
face o selectie de n= 400. Presupunind selectia cu repunere (aceasta se
poate presupune daca volumul total este foarte mare), sd se determine pro-
babilitatea ca Intre 70 si 100 articole sd fie necorespunzitoare.
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2.7 Solutii

1. Se verificd cu usurintd faptul cd functiile date satisfac cele doud conditii

f>O§i/_oof(x)dx—1.

i. Prin substitutia y = % integrala / f(z)dz se reduce la 22 6"T'(2).
g 0

J- Observam ca din paritatea functiei

/_Z o)z = 2/000 F(@)da.

Facem schimbarea de variabild x = /ny, dupi care gisim

o $2 _HTH o n+l
/ <1—|——) dr = \/ﬁ/ (1+9°) 2 dy.
0 n 0

2

In ultima integrali substitutia = ¢, ne duce la functia Beta. Intr-a-

1492

1
devar, dy = 575—%(1 - t)_%dt, si

2. P{|X|>1/4}:1—/ dx = 0,5
~1/4

3. 1. Aflim functia de repartitie a variabilei Y, notatd Fy (z) =.

1 1
P{ng}:P{2X+1<x}:P{X<$2 }:Fx(w2 )

1 —1
Prin derivare gisim fy (x) = 5 fx (x 5 ) , adica
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4

1

— daca —1<z<3
fr(z) = { X

0 in rest.

Media este M[Y] = 1 iar dispersia D?[Y] = 4/3.
2. Analog Fz(x) = P{Z <z} =

) -1 1/2 1 1/2
P2X " +1< 2} =Pq— 5 <X < 5 -
r—1 r—1
=F —Fx | —

Dacd x > 1. Prin derivare gdsim
1 2 z—1 rz—1
fZ(l")—Z\/m (fx( 5 )+ fx(= 5 )) )

1 2

fz(@ = é r—1
0 1n rest.

adica

dacail <z <3

4. Folosind faptul cd F' este continud, au loc:
a. P{X > 100} =1— P{X <100} =1 — F(100) =

1 100 — 120 1
l— =4+ ——— ] )| =-+2(2) = 29;
(Lo (102)) 1 a)—o,g7m2

150 — 12 100 — 12
b. P{100 < X < 150} = & (501—00) By <001—00) — 9(3) +
B(2) = 0,9759;

c. Aplicind regula celor 30, giisim intervalul ciutat de forma | X —m| < 3o,
deci bateria functioneaza aproape sigur intre 90 si 150 zile.

5. FK(:U)_P{mQV2 gx}_P{—\/ggv<\/g}_Fv (\/%>_

Fy | —4/— ) pentru z > 0. Prin derivare obfinem densitatea care este un
m

caz particular al repartitiei "hi patrat”.
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. Punem conditiile P{X < 30} = 0,15, P{X < 20} = 0,05 care conduc

la ecuatii In m si o.

. Punem conditia ca P{Y < 0} = 107% gi avem

P{Y<0}:P{aV+N<0}:P{N<—aV}:%-@(ﬂ).

o

De aici giasim ca V' = 950, 6.

. Probabilitatea de a face erori este data de

P{2+ N < 0,5} +P{-2+N >0,5}.

. Considerdm sistemul complet de evenimente A; = {X = z;}, i =1,...n

si sd exprimdm functia de repartitie a variabilei aleatoare Z.

Fz(x)ZP{X+Y<x}:P(CJ({X—kYgx}ﬂAi)) =

i=1
=> P{Y 42 <a}P(A) =) pP{Y <z —a;}.
i=1 i=1
Prin derivare giasim

fz(z) = ZPz‘fY(x — ;).

Consideram sistemul complet de evenimente A;, 7 = 1, 2, unde evenimentul
A; reprezintd faptul cd X are densitatea de probabilitate f;. Atunci functia
de repartitie este datd de

F(z) = P{X <2} = P(A)P{X < 2}|A))+ P(A2) P{X < 1}|Ay) =

= p1F1(7) + paFa(x).

Functia de densitate este atunci

f(x) = pifi(x) + pafo(z).
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11. Folosim problema anterioard. Avem

04 W2 g @
f(x)—2\/%e —1—\/%6 2

12.

F(z) = pP({T < x| sistem inactiv}) 4+ (1 — p) P({T < x| sistem activ })
Apoi

1 z>0

P({T < x| sistem inactiv}) = { 0 <o

0 xr <0
F”):{pﬂl—p)(l—ww) r>0

13. Sa determindm functia de fiabilitate a sistemului. Dispozitivul functioneaza
la momentul ¢, daca

{T>t}={T1 >t}nN{T3 >t}) U({Ty >t} N{Ty > t})U

VAT >ty N Ty > tHU ({Ty > 1 0 {Ty > 1))

Calculam acum probabilitatea acestei reuniuni, folosind independenta

R(t) = Ry(t)Rs(t) + RiRa(t) + Ra(t) Ra(t) + Ro(t) Rs(t)—
Ry(t)Rs(t)Ra(t) — Ra(t) Ra(t) Ry(t) — Ri(t) Ra(t) Ra(t)—
Ry(t) R3(t) Ra(t) — 2R (t) Ra(t) Rs(t) Ra(t)+
ARy (t) Ro(t) R3(t) Ra(t) — R (t) Ro(t) Rs(t) Ra(t) =
AR (t) — AR (t) + Ri(t).

Urmeazd si inlocuim R;(t) = e " i =1 4.

14.
R(t) = (Ri(t)Ra(t) + R3(t) — Ri(t)Ro(t) R3(t)) Ra(t)Rs(t),
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15. Observim cd P{T >t} =1 — F(t), Gasim

M dacax >t
Fa|{T>)={ 1-F0
0 dacax < t.
f(z) f(z)
fl@[{T>21}) = = —7 , x>t
1— F(t) F(2)da

t

16. Fie C “dispozitivul funtioneazda dupa t secunde”, B “dispozitivul este de
tipul 1”7 si R “dispozitivul este de tipul 2”. Din formula probabilititii totale
avem

P(C) = P(B)P(C|B) + P(R)P(C|R) = (1 — p)e~®" + pe 1000,

Punem condi tia ca P(B|C) > 0,99

- P(B)P(C|B)
P(B|C) = P(BYP(C|B) + P(R)P(C|R)
si gdsim ¢ > 9919a In d _pp)gg'

17. Punem conditiile
Foo 2,.2 +oo 2,.2
/ ax"e ¥ dr =1, / ar™ e dr =m
0 0

sl gdsim
oo 2o AT
L) m (%)

18. a. 2/3, 1/18;b. 0, 1/2.

19. Conditia / f(x)dr = 1 conduce la ¢ = a~! iar prin calcul direct gisim
0
M[X]=a/2, D*X]=ad?/4.

2 .2
go(t)—l/ (1_M) St gy 1 —cos2t  sin t.

2/, 2 22 £

20.
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21. Din formula de inversiune avem:

- —gtrgp -
/(@) 27 /_OO pb)erdt (14 2?) veR.

22. Vom folosi inegalitatea lui Cebasev. Avem

9
P{|X 15| > 5} < 5z = 0.36.

23. Alegem metoda cu dispersie minima.

D?[T] = 4D?*[X] = 20, D?*|Z] = D*[U;] + D*[Us,] = 10.

24. Modul variabilei X este abscisa punctului de maxim a functiei f si acesta
se obtine ca solutie a ecuatiei f'(x) = 0, adica:

a—1 1/a
Tmaz = To + (—(CL T 1)k) .

Mediana este solutia ecuatiei F'(x) =

/:f(t)dt:%.

Se obtine @eq = o + k1.

25. —
4 oo
M[V] = i/ ve M du.
VT Jo

Substitugia h?v? = t urmatd de o integrare prin pargi conduce la M[V] =
2

\/Th?

. Momentul initial de ordin 2 este:

32,2
vie U du.

4h2 “+o0
MV =% )

Utilizand aceeasi substitutie ca mai sus obtinem

M[V? = \/;h3r(g) = Qih?’

Apoi D2[V] = M[V?] — (M[V])2.
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26. M(T) = Nm, D*(T) = No>.
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27. m = /_:o x1dv; /_: f(vg)dvg + /_+0<> v f (vg)dug /_Z f(v1)dxy.

o0

28. Sunt posibile n — 1 schimbari; media este (n — 1)p.

29. Media variabilei geometrice.

30. M[Y] = M2 — 3X] = 2 — 3(—1) = 5; D2[Y] = (~3)4 = 36. Din
M[X?] = D?[X] + M?*[X], deducem M[X?] = 5 iar apoi Cov[X,Y] =

12
M[X(2-3X])+1x5=—12p[X,V] = ——n = —1.

DIX]D[Y]

31. M[U] = a my —bmy, +cm, —d, D*[U|] = a* D*[X] +b* D*Y] +
A D*Z)—2abCou[X,Y]+2acCov[X,Z] —2bcCovlY,Z].

32. M[X+Y] =2, M[XY] = M[X|M[Y] =1, M[X? =5, M[X —Y?] =

3
33.

5 DX 4 ) = DX~ V)] =

5

13

1 2 6 7

v 4,1 3,9 6,2 2,1 3,3 6,8 8,2

Alegand legdtura de forma Y = aX + b, parametrii a, b se determina din

7

conditia ca functia Q(a,b) = Z(yZ — ax; — b)? si admiti un minim.

Obtinem:

i=1

iar dispersia D* = M[X?] — m? = 4.
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35. Fiecare mdsurdtoare X; are v si dispersia 1, astfel incat folosind legea nu-
merelor mari obtinem:
1 1
l——=1--2>0,99.
ne n
Aceasta implicd n = 100. Astfel daca repetim masurdtorarea de 100 de
ori si calculam media Tn mod normal Tn 99% din situatii media obtinutd va
diferi cu cel mult 1 microvolt de valoarea exacta.

36. Fie X, plata aleatoare pentru clientul :.
100

100 > X; — 100 x 80
= 8400 — 8000
PO X, > 84001 = P 2L -
) {; > 8400} VIO x 400~ 10x20

—1-F(2)=1—(1/2+®(2)) = 1/2 — 0(2).

100
b. P {7800 <> X< 8400} = d(2) + d(1).
i=1
c. Determindm 7 din conditia

10000 — n x 80
1-F =0,1.
( vV x 400 )

37. Fie X; timpul dintre evenimente, atunci X = > X, are media n X m si
dispersia n x o2. Avem

P{950m < X < 1050m} =

{950m —1000m _ X — M(X) _ 1050m — 1000m}
my/1000  D(X) T m4/1000

o (YY) g [ VI0) Lo (V1Y)
2 2 2
38. Notam cu X; variabila aleatoare care ia ca valori consumul zilei 7,7 =
1,120. Avem

M[X;] =13,33, D[X,]=1,2.
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120

In 120 de zile se consumi X = Z X;. Ne afldm 1n cazul general 1n care nu
i—1

se cunoaste repartitia variabilei aleatoare X;. Sd determinam probabilitatea

P{X < 1660}.

M[X] =mnm =120 x 13,33 = 1599,6, D[X]| = Vno? = /noc = 13,1,
X —1599,6 1660 — 1599, 6
P{X <1 =P ’ ’ =
{X < 1660} { 13,1 = 13,1 }
0,5+ ®(4,6) = 0,999.
10
39. Notam X = Z X, unde X; sunt variabile aleatoare repartizate Poisson si

=1

independente. Din conditiile
10
A= M[X] =) M[X;] =nM[X]]
i=1

A
sideci M[X;] = —si
n

: A o :
adicd D?[X;] = =, unde \ este parametrul repartitiei Poisson ce trebuie
n

1
determinat din conditia A = 306 = ) particule/10 minute.

PIX<10)=P nog =
{ ) NoNE VA
]_ _
=0,5+@ (D> = 0,98713.
V5

40. Aplicam Moivre-Laplace cu m = 400 x 0,2, ¢ = /400 x 0,2 x 0, 8.



Capitolul 3

Variabile aleatoare
multidimensionale

3.1 Variabile aleatoare bidimensionale
Variabila aleatoare bidimensionala este o functie

(X,Y): E — R?
unde X, Y sunt variabile aleatoare pe un camp de probabilitate (£, IC, P)
Variabile discrete

Repartitia unei variabile discrete este tabelul

X / Y| n Ya | - Yn
X1 P11 | P12 Pin
T2 P21 | P22 P2on (3.1
Tm Pm1 Pm2 Pmn
unde

pij:P{X:IEi,Y:yj}, Z_

17"' , M, .]:]-7

© LN (3.2)
O variabild aleatoare mai poate fi scrisd sub forma
f(l’, y) = Z Z xiyjém—a:i(sy—yj (33)
i=1 j=1

97
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unde ¢ reprezinta distributia Dirac. Prin definitie distributia Dirac este definita
prin

0z () = (),
pentru orice functie test (derivabild de o infinitate de ori si cu suport compact).

Probabilitati marginale sunt date de

pi = Zpija pj= Zpij (3.4)
j=1 i=1

Variabile marginale sunt variabilele X si Y cu repartitiile

X:(;?) Y:(é’i) (3.5)
i -j

Variabilele X, Y sunt independente daca

Pij = P-j X Di. (3.6)

Exemplul 3.1.1 Variabila binomiald bidimensionald. Intr-un experiment eveni-
mentul A se poate produce cu probabilitatea p,, B cu probabilitatea ps iar AN B
cu probabilitatea py1. Sd determindm probabilitatea ca in n experimente A sd se
producd de k ori, iar Bde l ori (k+ 1 < n).

Fie ¢; = 1 — p;, © = 1,2. Se obtine variabila bidimensionala

B | B
é P11 | Pio | P1
A | por | poo | ¢
b2 | @

Repetand experimentul de n ori, evenimentul A N B se poate produce de ¢ ori,
1 < i < min(k,l), iar AN Bden — (k+ 1 — 1) ori. Pentru i fixat, ne plasam in
cazul schemei lui Bernoulli polinomiald si dacd ¢ variaza, obtinem

min(k,l) )
: i o k—i =i, nti—k—l
Z i!(k‘—i)!(l—z')!(n—k—l+i)!p11p10 Po1 Poo

=1
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Exemplul 3.1.2 [ntr-un depozit se aduc articole produse la 3 firme, in numdr de
2000, 1800 i 1200 respectiv. Stiind cd cele trei firme produc 0,2%, 1% respectiv
0,5% rebut determinati repartitia variabile aleatoare bidimensionale (X,Y) unde
X reprezintd firma, iar Y calitatea de a fi articol corespunzator, respectiv rebut.
Sd determindm variabilele marginale si sd studiem independenta lor.

Notam cu X numadrul firmei; X ia valorile 1, 2,3. Variabila Y ia valoarea 0,
daca articolul este rebut si 1 dacd este corespunzdtor. Repartitia variabilei bidi-
mensionale este

X/Y] 0 1
1 |0,0008 | 0,3992 | 0.4
2 10,0036 | 0,3564 | 0,36
30,0012 | 0,2388 | 0,24
0,0056 | 0,9944 | 1

Variabilele marginale X si Y sunt

Y. 1 2 3
“\ 2000/5000 1800/5000 1200/5000
si

- 0 1
~\ 28/5000 4792/5000

si nu sunt independente, deoarece nu are loc conditia (3.6). Acest lucru poate fi
constatat din faptul cd proprietatea de a fi rebut de exemplu, depinde de firma de
la care s-a ales produsul.

Exemplul 3.1.3 Variabilele aleatoare X §iY sunt independente si au distributiile

1 2 3 2 3
X'<0,3 0,1 0,6>Y'<0,4 O,6>

Care este distributia variabilei aleatoare (X,Y) ?

Variabila bidimensionala are ca valori produsele valorilor celor doua variabile,
iar datoritd independentei probabilitdtile se inmultesc, deci se obtine repartitia
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0,3x0,4 0,3x0,6
0,1x0,4 0,1x0,6
0,6 x04 0,6x0,6

Exemplul 3.1.4 O variabild aleatoare are densitatea

1 1 1
fXY(x7 y) = g(sm(;y—l + gdm—léy + g(sz—léy—l

1. Calculati Fxy (0,5, 1,5).
2. Sunt X §iY independente ?
3. Calculati M[X], M[Y], M[XY].

Forma sub care este datd fxy(z,y) semnificd faptul cd este O cu exceptia
punctelor (0, 1), (1,0), (1, 1), iar in aceste puncte functia are un salt la infnit. Vari-
abila are repartitia

X/Y 01
1 1
0O |=-|10)|<=
3 3
l112
jog
-
313

iar variabilele marginale sunt

0 1 0
X1 1 2 Y| 2
3 3 3

Se observd ca X si Y nu sunt independente. Avem

M[X] = M[Y] = 2 M[XY] = Z inyjpij = %

W =
v

§7
Valoarea functiei de repartitie este

1
F(0,5, 1,5) = P{X <0,5,Y < 1,5}25‘
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Exemplul 3.1.5 Fie X respectiv Y numere aleatoare de fotoelectroni care se
inregistreazd la doud fotodetectoare. Ardtati cd probabilitdtile de a obtine k foto-
electroni de la primul fotodetector, respectiv m de la al doilea, sunt date de

P(X =k, Y =m) = (1—py)(1 — po)php,
unde k7m € N>plap2 € <O7 1)

Modelarea se face cu ajutorul seriei geometrice i anume

DD (t=p)(1—pa)pivh = (1= p1) (1= p2) =1
=0 =0 L —p 1 —po
Variabilele marginale sunt definite de probabilitdtile
P{X =k} = Z(l —p)(1 —p2)plfp§n =(1 —pl)plf
m=0

P{X =m}=> (1-p)(1—p)pipi = (1 - po)p¥’
k=0

care se observa a fi variabilele geometrice unidimensionale.
Observam ca variabilele sunt independente. Pentru ultimul calculul

P{X+Y <p}= Z i(l — p1)(1 = pa)plip' =
=3 W)= =1 T (- Y (B =

=0 D2

. (1- (BLyptl
=1 —Pﬁwr —(1 —]91)1?}27+ (1+€p_1)> =

p2

1-— 1-—
-1— ( b1 )p12)+2+ < b2 >p117+2.
P2 — 1 P2 — D1

definesc o variabild bidimensionald. Determinati variabilele marginale si calculati
in ipoteza p; # po,

P{X+Y <p}, peN.
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Exemplul 3.1.6 In cazul problemei de mai sus, aflati repartitia variabile (X,Y),
conditionatd de faptul cd {X +Y < p}.

Aplicam definitia probabilitdtilor conditionate si obtinem urmétoarea formula.

P X=kY=m|X+Y <p}=

(1 - pl)(l - P2)pl1€p72n
1= () i (B2 )
0

E+m<p, k>0, m>0

in rest.
|
Variabile aleatoare continue
Functia de repartitie este
Flz,y) = P{X <z,Y <y} (3.7)
iar densitatea de probabilitate este definiti f : R> — R, cu proprietatea
x Yy
F(z,y) = / / f(u,v)dudv. (3.8)
Are loc
O*F (x,
flay) = Y (3.9)

0xdy

eventual in sensul teoriei distributiilor. Densitatea de probabilitate este caracterizata
de conditia

+o0o +o0o
/ f(z,y)drdy = 1. (3.10)
Vom mai nota densitatea de probabilitate f(x,y) = fxy(z,y).

Functiile de repartitie marginala sunt date de

+oo
Fy(z) = P{X <00,Y <y} = /y / f(u,v)dudv (3.11)

Fx(z) =P{X <z,Y <oo} = /I /OO f(u,v)dudv. (3.12)
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Densitatile marginale sunt date de

fx(z) = - f(x,v)dv = Fi(x) (3.13)
t;
fr(y) = _K>fﬁuyﬁw=zﬁ§@) (3.14)
X,Y sunt independente daci
f(x,y) = fx(@) fr(y)- (3.15)
Conditia (3.15) este echivalenti cu
F(z,y) = Fx(z)Fy (y). (3.16)

Dacd D C R? are loc urmitoarea formuli

P{(X,Y)e D} = //Df(x,y)dxdy. (3.17)

Exemplul 3.1.7 Determinati A astfel ca functia

Az 4+y) 0<2r<2,0<y<2
f,y) _{ 0 in rest

sd fie o densitate de probabilitate bidimensionald (X,Y'). Determinati variabilele
marginale §i studiati independenta lor. Calculagi P{|X — Y| > 1}.

Pentru a fi densitate trebuie sd avem A > 0 si din conditia

/ flz,y)dzdy =1
R2

1
gasim A = —.

Variabilele marginale sunt

1 S(x+1) 0<2<2
0 0 in rest

=~ =

(y+1) 0<y<2

0 1n rest.

=
s
|
O\_,M
ol =
8
+
s
QU
&
|
—N—
B~ =
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1,51

0,5

Figura 3.1: Domeniul D

Probabilitatea P{|X — Y| > 1} este datid de integrala lui f(z,y) pe domeniul

D = {|z — y| > 1}, care reprezinti interioarele celor doud triunghiuri din figura
(3.1).

2 rx—1
P{|X—Y|>1}:2/O/0 (e, y)dyde = 7.

Observam ci f(z,y) # fx(z)fy(y), deci variabilele nu sunt independente.

3.2 Densitati conditionate

Daca variabila aleatoare (X, Y') are densitatea fyy, densitatea de probabilitate
conditionatd de faptul ci (X,Y) ia valori in multimea D C R? este

(5] (X,Y) € D) ; ? | (2,y) ¢ D
fxy(z,y| (X,Y) e D)= oy x
ffoXy(x,y)dxdy (z,y) € D

(3.18)

Densitatile marginale conditionate sunt date de

felz | (X,Y) € D)) = /_OO For(@y |(X,Y) e D)y (3.19)
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fr(y| (X.Y) € D)) = / " fur(ey | (X,Y) € D)da

Exemplul 3.2.1 Fie variabila bidimensionald (X,Y') cu repartitia

2% 4 12
e 20% | (z,y) e R%

Sd determindm repartitia conditionatd

fxy(z,y | X2+Y? <b).

Evenimentul care conditioneaza are probabilitatea

1 z? + y?
P{X*+Y? <V} = // 202 dady.
{ } 2102 2242 <b2 ‘ v
Prin trecere la coordonate polare se obtine
2 2
1 b or _ " _
P{X?+Y?< b} = /rdr/ e 20%df)=1—e 207
2ra? [, 0

Deci densitatea cautata este daca folosim formula (3.18)

2
fev(oy | X24Y2<p?)={ | TV

Densitati marginale conditionate

_ _ T _ fXY(iU,y) _ fXY<x7y)
fx(@ [ {Y =y}) = fx(z|y) N T o @ y)de

— 7)) = ) = fXY(x7y) _ fXY(x7y)
fY(y | {X B }> fy(y ’ ) fX(x) ffooo fXY(ﬂfay')dZ/’

105

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Repartitiile marginale conditionate

Felo|p)= [t |9)do (3.23)

Fy(y|z) = / fy(y' | x)dy (3.24)
Formula lui Bayes

frly o) = LD (3:25)

Exemplul 3.2.2 Variabila aleatoare (X,Y') are densitatea
fxy =6(1—z—y), (z,y) €D

unde D este interiorul triunghiului din figura (3.2). Determinati functia de repar-
titie a variabilei, variabilele marginale, densitdtile conditionate fy (x|y), fx(y|x)

si functia Fy (y|x).

0<zr<l1
Functia de repartitie este pentru ¢ 0 <y < 1
O<x+y<l1

z Yy
Fxy(z,y) = 6/ dfr'/ (1—a"—y )y
0 0

] O0<y<1 .
Dacia { l—y<z<l functia este
1—x T Y -y’
Fxy(z,y) = 6/ dy’/ (1—2"—y)dz' + 6/ dy'/ (1—2a"—y)da'.
0 0 -z 0
Daci{ > 1 atunci
O<y<l1

Yy 1—y/
Fxy(z,y) = 6/ dy’/ (1—a"—y)da'
0 0

iar pentru y>1 avem
p O<ax<l1

T 1—z/
Fxy(z,y) = 6/ dw’/ (1—2'—y)dy.
0 0
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1,59

0,5

Figura 3.2: Domeniul D

Dacax > 1,y > 1 atunci Fxy (z,y) =1
Variabilele marginale sunt

1—x
6 l—z—y)dy=31—2)? 0<z<l1
= 6] G-a-pdy=30-27 0<a
0 r<0,z>1
31—y O0<y<l1
fY(y)_{ 0 y<07y21'

Se observa ca variabilele marginale nu sunt independente.
Variabilele marginale conditionate sunt

21—z —y)
— = O<y<l-—z
Frlyle) =8 ~ (T —a) Y
0 y<0y>1l—-x
20—z —vy)
—— O<z<l-
fx(zly) =4~ (1—y)? Y
0 r<0r<l-—y

Functia de repartitie conditionata Fy (y|x) este

2 )

R PE—— l—z—9y)dy O<y<1-—
(1_@2A( x—y)dy y x
FY(y|x): 0 y<0

1 y>1—=a
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Figura 3.3: Variabila normala bidimensionala

Exemplul 3.2.3 Variabila normald bidimensionald Fie functia
1
2no,0V1 — 12

1 ((x—mx)Q ~ 2r(z = my)((y —my))
2(1 —r?)

[, y) =

L= my)Q)

2 2
e o; 00y o,

Y

(figura (3.3)), unde r este coeficientul de corelatie al variabilelor X,Y . Sd deter-
mindm densitdtile variabilelor marginale §i densitdtile conditionate .

Prin transformdri simple se poate presupune ci my = my =0siox = oy =
1, iar densitatea este de forma
% — 2ray + >

T :;e 2(1_ 2)
few) =5 A= '

si scriem exponentul de forma
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v? = 2rzy + oy = (y —ro)? + (1 — )2’
Dacd aplicam formulele (3.13) si (3.14) obtinem

(y—re)P+ (1 —r?)a? 22
e e A e A G

Densitatea conditionata este, daca folosim (3.22)

(y —rx)?
2(1—1r2)

fr(ylz) = me

Observdm ci dacd r = 0, atunci fy(y|z) = fy(y) si variabilele marginale sunt

independente.
|

Figura 3.4: Functia de repartitie bidimensionala

Exemplul 3.2.4 Ardtati cd dacd (X,Y) este o variabild aleatoare cu functia de
repartitie I, atunci



110 CAPITOLUL 3. VARIABILE ALEATOARE MULTIDIMENSIONALE

= F(bl,bg) — F(al,bQ) — F(bl,ag) + F(al,ag).

Folosim figura (3.4) si exprimam probabilitatea cerutd cu ajutorul functiei de
repartitie. Observam cd au loc

P({a; < X7 <bp,a2 < Xo <bo}) = P{X1 < by, Xo < bo})—

—P{X1 <a1,Xo <b})—PH{X; <by,Xog <a})+PH{X: < a1, Xo < an}) =

= F(bl,bg) — F(al,bg) — F(bl,CLQ) + F(al,ag).

Exemplul 3.2.5 Fie functia

0 dacdxi <0sauxi+ 29 <1sauaxy, <0
Pz, 22) = 1 |, inrest
, .

Ardtati cd aceasta satisface proprietdtile:

1. F este nedescrescdtoare in fiecare argument;

2. F' este continud la stanga in fiecare argument;

3. F(+00,+00) = 1;

4. F(—00,x9) = F(x1,+00) = 0.

Ludnd un domeniu de forma D = [1/2,1] x [1/2,1], deduceti cd F nu poate
fi o functie de repartitie.

Acest exemplu aratd ca proprietdtile enuntate nu mai caracterizeaza o functie
de repartitie, asa cum se Tntampld 1n cazul unidimensional. E suficient sd gdsim
un dreptunghi, pentru care, din exemplul precedent probabilitatea ca variabila sa
ia valori in acest domeniu este F(1,1) — F(1,3) — F(3,1) + F(3, 3). Dar cum
numdrul precedent este negativ, nu poate fi probabilitatea unui eveniment.
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Figura 3.5: Variabila uniformd bidimensionala

Exemplul 3.2.6 Ardtati cd functia

1 %
Flz,y) = W dacd (:c,y)A € [a,b] x [¢,d]
in rest

este o densitate de probabilitate. Determinati densitdtile marginale. Sunt vari-
abilele X,Y independente ? (figura(3.5)).

Este usor de vazut cd f este o densitate de probabilitate, deoarece este o functie
pozitivi si integrala pe R? este 1. Densititile marginale sunt

B o B d 1 B L Vo € [CLJ)]
fx (@) —/Oof(xa“)dv_/c mdv_ bBCL in rest

si analog,
1

dTC Vo € [C, d],

fry) =

0 1n rest
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Deci variabilele aleatoare marginale X si Y cu densitatile marginale fx, respectiv
fy sunt independente.

Exemplul 3.2.7 Variabila aleatoare (X,Y) are densitatea de probabilitate fxy-.
Exprimati probabilitdtile urmdtoarelor evenimente:

(X >Y) {X > V], {X]|>Y)} {Y — X > 1}.

Deoarece probabilitatea ca o variabild sd ia valori intr-un domeniu este in-
tegrala densitdtii de probabilitate pe acest domeniu, vom integra densitatea de
probabilitate pe domeniile din figura (3.6).

Figura 3.6:

LP({X > Y]}) = /foo ay [ f )

Y
T

400
2 P({X>|Y|}):/0 do [ flw )y

3. P({|X] >Y}):/_ldx/_:f@,y)dw/omdx/z f (@, y)dy;
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+o0o +o00
4. P{Y — X > 1}) = / dx f(z,y)dzdy.

z+1

Exemplul 3.2.8 Repartitia normala n-dimensionala. Fie functia definitd de

v det Ae_l/g(X_M)tA(X—M)

flzy,... x,) = CORE ;

(3.26)

unde A = (a;;)i j—1..n este o matrice simetricd, deci A = A si care are propri-
etatea cd forma pdtraticd

(X — M)'A(X — M) = Zzaz‘j(% —my)(x; — my)

este pozitiv definitd. f este o densitate de probabilitate. X si M reprezintd:

T my
X = , M=
Tn my
Presupunem pentru inceput ca m; = ... = m,, = (. Reamintim ca in acest caz

existd o matrice ortogonald H (cu proprietatea HH' = I,,, unde I,, este matricea
unitate), pentru care forma patraticd are forma canonicd

XTAX = zn: \iy2,
=1

unde \; sunt valorile proprii ale lui A, care in cazul nostru sunt strict pozitive.
Dupd cum stim det A = A;...\,. Facem schimbarea de variabile X = HY si
observam ca determinantul functional

D(xq,...,xp)
D(yla s 7yn)
deoarece H este o matrice ortogonald. Avem atunci

n
1 L. .
_EE :azyl'zxy

/.../e i=1 dxy...dz, =

—// e =1 det Hdy, . .. dy, —H/ e’%’\iy?dyi.
" i=17 7>

=detH =1
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. . o o Zi .o
Facem 1n ultima integrali substitutia y; = — si gdsim

ey
/°° 1y .2 1 © _Z
e 2Widy, = —— e 2dz; = .
—0o0 V)\i L \//\i

Efectuand calculele obtinem

= [2r  (2m):  (27m)%
H\//\:i_ VM- VdetA

i=1

5

Daca revenim la cazul general, prin substitutia X — M =Y, situatia se reduce la
satisfacerea conditiei m; = ... =m,, = 0.

Exemplul 3.2.9 Fie functia

L -b(emet )

y
2mo,0,

flx,y) =

Calculati P{(X,Y) € [a,b] x [c,d] si P{(X,Y) € Dy} unde Dy, este domeniul
(rme? | (y—m,)

2 2
o o,

delimitat de = k% ( elipsa de egald probabilitate) figura

(3.7).

Figura 3.7:
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Dacd D = [a,b] X [c,d] C R?, atunci

PH(X,Y) e D}) =

(o) - e ) (2 - o))

Oy Oy oy Oy

Aceasta deoarece variabilele marginale sunt independente iar integrala pe un drep-
tunghi este un produs din probalitdtile ca variabilele marginale sa ia valori intr-un
segment.
Sd consideram un domeniu D; delimitat de elipsa de egald probabilitate, adicd
elipsa in ale cdrei puncte densitatea de probabilitate este constanta k£ > 0. Elipsa
(x —ma)* | (y—my)®
2 + 2
o2 o,
a = ko, b= ko,. Atunci are loc

are ecuatia = k% Observim ci semiaxele elipsei sunt

2
PUX,Y)eD))=1—¢7
Aceasta rezultd imediat dacd facem 1n integrala dubla schimbarea de variabile de

forma

{ T Mg = pogcost g g e [0, 27r).

Yy —my = po,sinf

Dupa efectuarea calculelor obtinem

OO 27 k 2
/ f(x,y)dedy = —~ / d@/ e~ 2 pdp.
Dy 20,0y Jo 0

Exemplul 3.2.10 Ardtati cd functia
_1 ((27 _ m:c)2 + (y B my)2 + (Z B mz)2)

1 2 2 2
o 2 lop o, (o

f(:’E’ y? Z) = 3
(277)%%%@
este o densitate de probabilitate, iar variabilele marginale X,Y, Z sunt indepen-
dente. Deduceti probabilitatea ca variabila sd ia valori in elipsoidul de egald
probabilitate figura (3.8).

Exprimand integralele care dau probabilitatea cerutd avem, daca facem schim-

12

2

barea de variabile P{(X,Y,Z) € Dk} = \/j (1 — e_7> :
m

u
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Figura 3.8:

3.3 Transformari de variabile aleatoare

Daci variabila (U, V') se obtine din (X, Y’) printr-o transformare

T:AN—D, A, DCR?

prin
T(u,v) = (z,y)
unde
{ x = @(u,v)
y =v(u,v)
iar functiile ¢, v sunt de clasd C'(A) si au proprietatea
‘%ﬁ; #0, (u,v)€A.

Densitétile sunt legate prin formula

D(z,y)

Fov (1, 0) = Fxy (90, 0), () ‘W |

(3.27)
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Exemplul 3.3.1 Ardtati ca dacd X §i Y sunt variabile independente, cu den-
sitdtile fx, fy atunci suma si diferenta variabilelor au densitdtile

Frav(@) = / Fx (W) v (e — y)dy (3.28)

Feoy (@) = / T ) e (y — 2)d. (3.29)

Pentru prima formuld, alegem transformarea

u=r+y
V=T

cu inversa

T =0

Yy=u—uv
si iacobianul 1. Afirmatia rezultd dacd inlocuim in (3.27). Pentru cea de a doua
formuld alegem transformarea

u=x—y
V=1

r=0
Y=v—1u.

cu inversa

Exemplul 3.3.2 Un dispozitiv are doud componente ce functioneazd independent
si au ca durate de viatd variabilele X §iY cu densitdtile

WV

1

0 inrest n

1 1

- >1 =
Ix(z) = { 2 v . fr(y) = y? Y
0 inrest

O mdsurd a calitdatii functiondrii este datd de

Uz, y) = VXY,

Sd determindm densitatea de probabilitate a calitdtii.
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Consideram variabila aleatoare bidimensionald (X, Y') care are ca densitate functia
fxy = fx(x)fy(y), deoarece variabilele sunt independente, deci

1
— >1l,x>1
fxv(z,y) = x2y?’ Y "
0, in rest

Domeniul pe care fxy nu se anuleazd este D = {(x,y) C R*|x > 1,y > 1}.
Considerdim A = {(u,v) C R*|lv > 1,u® > v}, domenii reprezentate in figura
(3.9) si transformarea U (z,y) = (u,v) unde

Ulz,y) = zy

care admite inversa

cu iacobianul

D(z,y)  2u
D(u,v) v
Folosind (3.27) avem
1 12u 2
fov(u,v) = AE Y

Densitatea calitdfii este densitatea marginala

fU(u) = /_Oo fUV(U,U>dU — /1u i _ 41Hu'

0,51 0,51

Figura 3.9: Domeniile D si A
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Corelatia unei variabile bidimensionale

Dacd variabila aleatoare (X, Y") are densitatea fxy atunci corelatia este

Rxy = M[XY] = / / xy fxy (z,y)dzdy. (3.30)

Covarianta este datd de formula

Cov[X,Y] = M[(X — M[X))(Y = M[Y])] = Rxy — M[X]M[Y]. (3.31)

Exemplul 3.3.3 Densitatea de probabilitate a unei variabile aleatoare bidimen-
sionale normale este

b (z—2°-1,2(x—=2)(y+3)+ (y + 3)2)'

fley) = ——c 128

1,6m

Calculati corelatia variabilelor marginale.

Daca tinem seama de expresia variabilei bidimensionale normale descrisa in
exemplul (3.2.3) deducem ca Cov[X,Y] = 0,6.
|

Exemplul 3.3.4 [ntr-un canal de comunicatie intrarea este o variabild X, care
poate lua valorile +1 volt , —1 volt cu aceeasi probabilitate. lesireaY = X + N
unde N este "zgomotul” ce poate fi considerat o variabild aleatoare repartizatd
uniform pe intervalul (—2,2). Sd determindm probabilitatea P({X = 1,Y <

0}).
Folosind formula probabilititilor conditionate,avem

PUX =LY <y}) = P{Y <y}{X =1} PHX =1}) =

— By (yl)P({X = 1}).

Functia de repartitie a lui Y conditionatd de { X = 1} este

Fy(y|l) = PUN +1<y})=P{N <y—1}) = Fn(y — 1),

unde Fy este functia de repartitie a variabilei uniforme, care are expresia
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0 r< —2
2
Fy@@)={ T —2<u<2
1 2< .
: y+1 . .
Deci Fy(y|1) = P{Y < y|lX =1}) = ) —1 < y < 3, iar probabilitatea
11 1
ciutatd este astfel P({X = 1}{Y < 0)}) = 13-%

Exemplul 3.3.5 Variabila (X,Y") are distributie constantd in pdtratul de laturd
a. Gasiti f(x,y), F(x,y), fx, fy. Considerati mai intdi pdtratul cu laturile pa-
ralele cu axele, apoi cu diagonalele date de axe (vezi figura (3.10)).

L -0,5 9 05 05 1

-0,5q

Figura 3.10:

Ne vom ocupa de primul caz. Acesta este un caz particular al variabilei uniforme
pe un domeniu.

% (x,y) € D
fle,y) =49 ¢
0 (x,y) ¢D.

Folosind definitia functie de repartitie bidimensionald deducem urmdtoarea expre-
sie
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(0 r <0 sauy <0,
a:_gQ/ 0<z<a, si0<y<a,
a
y .
F(lr,y)=¢ = z>a 5i0<y<aq,
a
T )
- O<z<a siy>a,
a
(1 >0 siy>a;
1 1
- z€(0,a) - y€(0,a)
Ix(z) = “ fr(y) = “
0 z¢(0,a) 0 y¢(0,a).

Exemplul 3.3.6 Fie variabila aleatoare (X,Y) cu densitatea

2¢e%e, 0<y< o <400,
Fxy (@) = { 0, in rest.

Determinati densitdtile de probabilitate conditionatd.

Pentru Inceput afldm densititile marginale
fx(z) = / 2¢e%eVdy =2 (1 —€e™"), 0< 2 <+
0
si
+oo
fr(y) = / 2e e Vdr =2e%, 0<y < +o0.
Y

Folosind formulele precedente, avem

2e %e Y (e
fX(:B|y) = 26*23’ =e€ ( y)’ y<$
si
2e eV e Y
Jy (y|z) = , 0<y<z

- 2e (1l —e @) 1—e*
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Exemplul 3.3.7 Densitatea de probabilitate a variabilei (X,Y) reprezintd grafic
un cilindru circular drept de indltime h. Aflati fx, fy, fx(x|y), fy(y|z). Cal-
culati Cov(X,Y) (figura (3.11)).

Figura 3.11:

Daci cilindrul are raza » > 0 si Tndtimea h > 0, atunci pentru a fi o densitate

de probabilitate, trebuie ca h = —- Deci
r
L @yenD
— (z
Ixv(z,y) =1 mr2 Y :
0 1n rest.
Densitatile marginale sunt
20 /r2 — 12
Fe(@) =X dach || <7

Densitatile condifionate sunt
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1
f ry) = ) graxg 7”2—1/2-
X(o) = 5o W<l
1
)= —m—=—, || <yl < Vr2— 22
Frle) = o ome——s 2l <71yl

Exemplul 3.3.8 Variabilele X, Y au distributii exponentiale cu parametrii \, |
si sunt independente. Determinati fxy, Fxy.

Figura 3.12: Densitatea exponentiald bidimensionala

Din conditia de independentd, densitatea bidimensionald este datd de functia

0 r<0 sawy <0
fla,y) =
e~ Qe ) > 0 siy > 0;
Folosind functia de repartitie exponentiald si conditia de independenta obtinem
urmadtoarea expresie pentru functia de repartitie:

0 <0 sauy <0

Fla,y) =
(1—e?)(1—e™) >0 siy>0.
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Figura 3.13: Functia de repartitie exponentiald bidimensionald

Exemplul 3.3.9 Determinati repartitia distangei R a unui ”punct aleator” (X,Y)
la origine (repartitia Rayleigh).

In densitatea variabilei normale ludm o, = 0, = o $i m, = m,, = 0 si facem
schimbarea de variabile

{ T=reost G e o,2m).

y =rsinf
Densitatea de probabilitate a variabilei bidimensionale (R, ©) este

ro _ 2
e 202

fre(r,0) =

iar densitatea marginald a variabilei R este

)

2w o2

r r2

Fr) = e 5.

o2
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Exemplul 3.3.10 Erorile de mdsurare pentru doud mdrimi sunt X,Y indepen-
dente i repartizate uniform pe |0, 1]. Determinati densitdtile marginale ale sumei
si diferentei erorilor.

FieU = X +Y,V = X — Y Inversa transformdrii este

x = ¢1(u,v) = %(u+v)

y= 6ol 0) = ()

iar iacobianul J(u,v) = — %; Din ipoteza de independenta rezultd

fXY(%ZJ) = fx(ﬂf)fY(y)-

Deci fyv(u,v) = 1| — 1/2|, dacd (u,v) € A si 0 in rest. Densitatea marginald
este datd de

o) = [ fovlv)ae
) [ |

Exemplul 3.3.11 Determinati suma de variabile aleatoare independente reparti-
zate uniform pe intervalul (a,b). (repartitia Simpson)

Densitatea de probabilitate are valoarea pe intervalul [a, b] si 0 in rest.

—+00 1 xr—

Fepy(x) = F)f(z —y)dy = —

— r—a

b
[z —y)dy.

In ultima integrald facem schimbarea de variabild x — y = ¢, si obfinem

Frovta) == [ o

Comparand z — a si * — b cu a si b obtinem

( 0 T < 2a
-2
H 2a >z <a+b
—a
fxiv(@) =9 “9p
0 2 a+b<x<2b
—a
L 0 x = 2b.
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Exemplul 3.3.12 Aceeasi caracteristicd numericd mdsuratd la doud loturi diferite
este distribuitd normal cu m = 30, 0 = 2. Care este procentul articolelor ce
provin de la ambele loturi, cu o valoare inferioard lui 50 ?

Problema revine la a considera suma celor doud variabile, care este tot o lege
normald X +Y : N(60,4) . Procentul ciutat este de fapt urmitoarea probabilitate

50 — 60
P{X 4+Y < 50}, care este ['(50) = 0,5 + &( ) = 0,5 — ®(5), iar din
proprietdtile functiei Laplace rezulta ca este o madrime neglijabila.

Exemplul 3.3.13 Variabilele X, Y sunt independente §i au densitdtile de proba-
bilitate

1
2 - e ™ x>0 () =4 3. TE [0, 27]
fx(z) { 0 <0 fr(y) { 2() x ¢ [0,1]

U=+vXcosY
Ardtati cd : : .
ratati ca U, V date prin { V— VXsinY sunt independente

Folosind conditia de independentd deducem ca densitatea de probabilitate trans-

formatd este fyy(u,v) = —Ae*®*). Densititile marginale sunt fy(u) =
T

A A
\/je)\UQ si fy(v) = \/je)‘”2 de unde rezulta independenta.
T ™

Exemplul 3.3.14 Ardtati cd repartitiile produsului §i cdtului de variabile inde-
pendente, X, Y sunt date de formulele

fxxy(u) = /_°° fX(U)fY<%)|71|dU (3.32)
fxw- [ " Faluv) iy (0) ol do. (3.33)

Y
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Presupunem ci variabilele X si Y au densitdtile de preobabilitate fx respectiv
fy. Pentru produs facem schimbarea si folosim (3.27)

u=2xy
V=2
cu inversa

T =0
u
y=—
v
si obtinem densitatea marginald

ee 1
fXxY(U) = fX(U)fY(—)md’U
Pentru cat facem transformarea
T
U= —
Y
v=y
cu inversa
T = uv
y=v
Obtinem

f{(“) = /OO fx(uv) fy (v)|v|dv.
Y

Exemplul 3.3.15 Determinati densitatea catului de variabile aleatoare indepen-
dente cu repartitie exponentiald.
Inlocuim in formula de calcul a densititii unui cit si gdsim

AL
Y
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Exemplul 3.3.16 Fie X, Y distribuite Cauchy independente. Determinati distri-
butia sumei.

Folosim faptul cd variabilele sunt independente. Calculdm produsul functiilor
caracteristice. @x 4y (t) = e—alt|e ™ = e~(@+AI  Constatim ci functia carac-
teristica corespunde unei variabile Cauchy, avand ca parametru suma parametrilor.

Exemplul 3.3.17 Variabilele X §i Y sunt independente si repartizate N(0,c?).

Ardtati cd variabila aleatoare 7 = a?, a € R urmeazd lege Cauchy, adicd are
densitatea a
Z) = —————=.
f2(2) (22 + a?)

Densitidtile variabilelor sunt

. x
fx(x) = e 20°
2mo
v
fr(y) = e 20°
2mo
- o . aq . X .
Determinam mai intaddensitatea catului v folosind (3.33).
u?v? + 02
f ) = — /Ooe_ 207 dy— L
XY T ong2 o  mo?’

Y
Iar pentru variabila din enunt determindm functia de repartitie.

X
F X(u):P{a—gu} =Fyx <E>
a= Y 2 \a
Y Y
Prin derivare a
f xt = raray

a—

Y
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Exemplul 3.3.18 Fie X si Y variabile aleatoare independente repartizate
N(0,0?) si x*(n, o) respectiv. Ardtati cd variabila aleatoare

X

1Y
n
este repartizatd Student cu n grade de libertate.

Variabila aleatoare bidimensionla (X, Y') are densitatea

f(z,y) ! 27! = o<r<oo, 0Ly <o
= 20 —

Facem schimbarea

u(z,y) =

=
T

v(r,y) =y

Atunci densitatea de probabilitate a variabilei (U, V') devine

2
1 a1 _ (4D
2 e 202

g u,/U = n+1
(u.0) VT2 ot Ir(2)

Densitatea marginald a lui U este

%S 1 00 _(%2+1)v
A g(u, U)dU = n 1 /0 v 2 e 202 v =
NZZ A a”+1f(g)
n+1 n+1 n+1
1 P(——) - L(——) (1+u2) 2
n+1 n+1 \/ﬁr(g) n 5

n 2
V2 2 O'"+1P(§) 1w 2
n

202
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U2

(—+ 1)

aceasta datoritd schimbirii de variabila ”2—2 = 1.
g

Exemplul 3.3.19 Variabila aleatoare are densitatea constantd in pdtratul D :

lx £ y| = 1. Gasiti fxy, fx, fyv, [x(x|y), fy(y|x). Sunt variabilele marginale
X, Y independente ? Dar corelate ? Determinati covarianta variabilelor.

Folosim desenul din dreapta, figura (3.10). Densitdtile marginale sunt

r+1 —1<x<0

fx(z)=¢ —xz4+1 0<z<l1
0 1n rest

y+1 —1<y<0

friy)=¢ —y+1 0<y<l1
0 1n rest

Deci variabilele nu sunt independente, deoarece f(z,y) # fx(z)fy(y).
Densitatile conditionate sunt

1
— —1l<y<0,-1l<z<l1
2(yl+1) Y
fx(zly) = S— O<y<l —-l<z<l1
2(—y +1) e
0 —l<y<l,z¢(-1,1)
1
— —I<r<0-1<y<l1
20z + 1) rs Y
fy(ylz) = 1 0
S — <zr<l —-1l<y<l1
i D) z <1, y
0 -l<z<lyé¢(—1,1)

Calculam corelatia si avem

—z+1
Rxy =MXY = - //a:y— / dx/ xydy+/ dx/ rydy = 0.

Deorece M[X] = M[Y] = § rezultd

CovlX,)Y|=M[XY]—-=——.
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Exemplul 3.3.20 O variabild aleatoare (X,Y) este uniform distribuitd intr-un
pdtrat de laturd 1, cu laturile paralele cu axele de coordonate . Gasiti media §i
dispersia variabilei XY .

Pentru cid X i Y suntindependente M[XY] = M(X)M(Y) = ~. D?[XY] =
1
144"

Exemplul 3.3.21 Variabila aleatoare (X,Y') este uniform distribuitd in interi-
orul unui cerc de razd r = 1. Gdsiti media §i dispersia variabilei Z = XY .

// rydedy = 0. D*[XY] = // yidardy =

Exemplul 3.3.22 Ardtati cd dacd X si 'Y sunt variabile aleatoare continue,care
admit medie, atunci are loc

M[X +Y]=M[X]+ M[Y].

Presupunem ca cele doud variabile au densititile fx si fy. Atunci media sumei
este

o0

M[X+Y]:/ zfx+y(z)dz:/ooz/oofxy(m,z—x)d:c.

o0 (e 9] o0

Facem schimbarea de variabild z — x = y si obtinem

MX +Y]= /: dy/OOOO($+y)fxy(af,y)dx =

:/:x/:fxy(x,y)der/O:Oy/:fxy(m’y)dx:

_ / " efx(@)de + / i (y)dy = MIX] + M[Y],

o
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Exemplul 3.3.23 Ardtati cd dacd variabilele marginale ale variabilei bidimen-
sionale (X, Y') sunt independente, atunci Rxy = M[X|MI[Y].

Are loc

Rxy = / / ry fxy(z,y)dedy =

_ / " e fx() / by ()dy = MIXIMIY].

—00 o0

Exemplul 3.3.24 Fie variabilele aleatoare X §i Y care au p[X,Y] = 0,5 si
M[X] =1, D*[X]=2

M[Y] =3, D’[Y]=4.

Determinati corelatia variabilelor.
Avem Rxy = Cov[ X, Y|+ M[X]M[Y] si din formula coeficientului de corelatie

Rxy = pD[X]|D[Y] + M[X|M[Y] = 0,5v/22 + (1)(3) = 4,414.

Exemplul 3.3.25 Variabilele X si Y au dispersiile 7,05 §i 5,36, iar coeficientul
de corelatie p|X,Y| = —0.48. Se fac transformdrile

U=2X+Y

V=X+2Y.
Sd se determine Cov[U, V| si coeficientul de corelatie p[U, V.

Calculam covarianta variabilelor U 1 V.

CovlU, V] = M[(U — M[U)(V — M[V]).
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Au loc

Atunci
Coo[U, V] =M[2X +Y —2M[X] — M[Y])(X +2Y — M[X]| —2M][Y])] =
= 2M[(X — M[X])*] +5M[(X — M[X])(Y — M[Y]) + 2M[(Y — M[Y])*.
Ultima relatie poate fi scrisa
Cov[U, V] = 2D?*[X] + 5Cov[X, Y] + 2D*[Y].
Facem inlocuirile
Cov[U, V] = 2(7,05) — 5(0,48)~/(97,05)(5, 36) + 2(5, 36) = 10, 07.
Folosind metode similare se poate calcula
D?*[U] = 21,76, D*V] = 16, 69.
Coeficientul de corelatie este atunci

10,07

U.V] = .
plU,V] /21, 76,/16,69
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Capitolul 4

Procese stochastice

4.1 Lanturi Markov

Fie {F, K, P} un camp borelian de probabilitate. Familia de variabile aleatoare
X(t): E — R,unde t € T C R, se numeste proces stochastic. Dacd T' =
{t1,ta,+ -+ ,tn, -}, n € N procesul se numeste lant. Multimea valorilor unui
proces, notatd S' se numeste multimea starilor.

Presupunem cd S este o multime finitd i 7" = {¢1, o, -+ ,t,, -+ }, n € N. Notdim
X(n) = X,,. @.1)

Probabilitdtile
pi=P{Xo=1i}, ViesS “4.2)

se numesc probabilitati initiale ale lantului si satisfac

> pi=1 (4.3)

Lantul { X, },n € N se numeste lant Markov daci are loc

P({Xn-i-l = in+1}|{Xn =lp,..., Xo= 20}) = P({Xn—H = in+1}|{Xn = Zn})
(4.4)
cunoscutd sub numele de proprietatea Markov (lantul pastreaza asupra trecutului
amintirea cea mai recentd). Conditia (4.4) este echivalentd cu

135
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P{ X, = in1 }{Xe, = in, .., Koy = io}) = P({ Xt = in1 J{ X, = in}).
4.5)

W t0<t1<...tn<tn+1€T,

(schimbarea stdrilor nu se face la momente echidistante de timp.)

Dacid { X, },n € N este un lant Markov, are loc urmitoarea formula de calcul:

P{Xp =in, ..., Xo =0} = pi, [ [ PUXs = i} [{Xics = ira}). (46)
t=1

Probabilitdtile date de formula

p(t,?:tfl,it) = P({Xt = Z't}‘{Xt,1 = Z'tfl}), t = 17 ..o.n,

se numesc probabilitati de trecere.
Un lant Markov se numeste omogen daca p(t,i, 1,7;) nu depinde explicit de ¢,
deci are loc

p(t7 Z't—b lt) - p(it—17 Zt)

Vom nota aceste probabilitdti cu p;, , ;,. Pentru un lant Markov omogen, relatia
(4.6) devine

P{X, =iy, ... Xo =10} = piy | [ Pirrir- (4.7)

t=1

In cazul unui lanf Markov omogen, vom introduce notatia
pij = P{Xep = j}{Xi = i}), 4,5 €5, (4.8)

Matricea P = (p; ;) se numeste matrice de trecere.
Matricea de trecere a unui lant Markov omogen satisface relatiile :

Dij > 0, \V/’L,j es
jeSs

O matrice ce satisface aceste doud proprietdti se numeste stochastica . Produsul
a doud matrice stochastice este o matrice stochastica.
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Exemplul 4.1.1 Doud urne au urmdtoarea componentd :

U, are 4 bile albe si 6 bile negre
U, are 5 bile albe §i 5 bile negre

Alegem la intamplare o urnd §i din ea o bild, pe care o punem inapoi in urnd;
dacd bila este albd extragem urmdtoarea bild din U, iar dacd e neagrd din U, si
continudm procedeul.

0,6
XIS
F‘\-\_\_\_'_,_,-'—'"
0,4 0,5 0,5
Figura 4.1:

Este un exemplu de lant Markov omogen, cu probabilitdtile initiale p; = p, = %,
deoarece alegerea urnelor este egal probabild; definim stérile

S se extrage o bila din urna U,

S5 se extrage o bila din urna U,

si ilustrdm prin urmdtoarea diagrama:

0,4 0,6
P=(05 05 )

Matricea de trecere este

Exemplul 4.1.2 Intr-o urnd sunt a bile albe §i b bile negre. Se efectueazd un sir
infinit de extrageri astfel incdt dupd fiecare extragere se pun inapoi doud bile de
aceeagi culoare cu cea extrasd. Fie X numdrul de bile la momentul k.
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Definim probabilitdtile de trecere

i

P
oy dedi=i
P({Xpp = jf{Xe=i}) =4 __© daci j =i+ 1
a+b+k’ 7
L 0, daca j # 1,1+ 1.

Numadrul de bile din urnd la momentul £ 4 1 depinde numai de numaérul de bile
din urnd aflate la momentul %, nefiind necesar intreg istoricul. Probabilititile de
trecere depind efectiv de momentul in care s-a desfasurat extractia, deci e un lang
Markov neomogen.

|

Probabilititile

P({Xnim = jH{Xm =i}), n€N (4.10)

pe care le numim probabilitati de trecere dupa n pasi. Definim prin recurenta

(n

Pij ), dupa formulele

pg) = Dij
n+1 n 1 *
P =S ne “1n
kes

Sub formd matriceald, relatiile (4.11) devin:

PM =pPx. . xP=P" (4.12)

Pentru orice n € N are loc

) = P({Xnim = jH{ X =1i}), meN. (4.13)

Intr-un lant Markov omogen probabilitatea ca la momentul n € N sistemul si se
afle in starea 7, ¢ € S, probabilitate pe care o vom nota p;(n), este datd de formula

pi(n) =Y pi(n —1)p;i. (4.14)

jes
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Exemplul 4.1.3 Un calculator poate fi privit ca un sistem S care se poate afla
intr-una din urmdtoarele stdri:

Sy calculatorul functioneazd normal;

Sy calculatorul prezintd unele deregldri, dar poate executa programe;

S5 calculatorul prezintd unele deregldri si rezolvd un numdr limitat de proble-
me;

Sy calculatorul nu functioneazd.
La momentul initial calculatorul functioneazd, deci se afld in starea S, cu pro-
babilitatea 1 §i se poate presupune cd el trece in celelalte stdri cu probabilitdtile
indicate de urmdtoarea schemd

al
|:|,4 | D,E
0.1
o5 wo1 >
2 ?53

o B
-\_\-\_\_‘—\_\_\_'_,_o—'-';_.l
0,5
Figura 4.2:

Deci matricea de trecere este

0,3 0,4 0,1 0,2
0 0,2 0,5 0,3
0 0 0,4 0,6
0o 0 0 1

Sd determindm probabilititile stdrilor la momentul n = 2. Deoarece la momentul
initial calculatorul functioneazd, probabilititile initiale sunt

pP—

pr=1 po=p3=ps=0.
Folosind (4.14) gasim
pi(1) =0,3; pa(1) =0,4; p3(1) =0,1; pa(1) =0,2

si
p1(2) =0,09; pa(2) =0,2; ps(2) =0,27; pa(2) =0,44.
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Pentru orice m,n € N are loc

P =" 4.15)
kesS

Relatia (4.15) se numeste relatia Chapman-Kolmogorov. Matriceal ea se scrie

plmtn) _ p(m) p(n)

Exemplul 4.1.4 Dacd avem un lant Markov omogen cu matricea de trecere P, sd
determindam

PH{X1=1,Xs =k, X5 =7}{X1 =1}).
Folosind formula probabilititii unei intersectii si proprietatea Markov, avem

P{Xlo—ng kX5—j,X1—Z}
P({X1=1})

4),3), (2)
_pZJ p]kpkl

Deoarece numiratorul devine
P{Xlo :l,Xg :]{?,X5 :j,Xl :Z} :P{Xl :Z} X
P{X5 = j}{X1 = i}) P({ Xz = k}{ X5 = j}) P({ X10 = [}[{ X5 = k}).

Exemplul 4.1.5 Mers la intdmplare pe segmentul [0, (] .

q 2 a
v =
all 51 - B e sl
q P

Figura 4.3: Bariere absorbante

a. Cu bariere absorbante. O particuld se deplaseazd pe o axd orientatd
ocupdnd doar punctele de abscisd 0,1, . . .l. La fiecare moment particula rdmdne
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imobild dacd se afld intr-unul din punctele 0 sau [ §i face un pas la dreapta cu
probabilitatea p sau la stdnga cu probabilitatea q (vezi figura (4.3)). Matricea de
trecere este

1 0 0 ... 0 0 O
g 0 p ... 0 0 O
P = o
0 0 O qg 0 p
0 0 O 0O 0 1

b. Cu bariere reflectante. Dacd particula ajunge in 0 sau l, este “reflectatd”
in 1, respectiv | — 1 (vezi figura (4.4)). Matricea de trecere este

o 1 0 ... 0 0 O

g 0 p ... 0 0 O

o 0 0 ....qgq 0 p

0O 0 O 0O 1 O

1
L q
a0 1 - B e sl

q I

Figura 4.4: Bariere reflectante

Exemplul 4.1.6 Un model din teoria asteptdarii .

O "statie” de deservire poate servi clientii la momentele 0, 1,2, . ... Numdrul de
clienti care sosesc in intervalul (n,n + 1) este o variabild aleatoare notatd X,,.
Presupunem cd X,, sunt variabile aleatoare independente §i identic repartizate

k
X, , =1
( Dk )k:(),---oo Zpk
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si cd existd un loc de asteptare pentru cel mult m clienti, numdr in care se include
si clientul care este servit. Clientii care ajung in statie si gdsesc m clienti, pleacd
fdrd a fi serviti.

Fie Y,, numdrul de clienti prezenti la momentul n, in care se include §i clientul
care este servit. Sd determindm matricea de trecere pentru procesul Y,,.

Y,, este un lant Markov cu stérile 0, 1, ...m. Y, este egal cu numadrul clientilor
la momentul n, mai putin cel servit la momentul n (dacd existd) plus numadrul
clientilor care sosesc in intervalul (n,n + 1), dacd rezultatul nu depaseste m si
este egal cu m 1n caz contrar. Deci

Y,—1+X,, dacd 1<Y, <m, 0<X, <m+1-Y,,
Yo =< X, daca Y, =0, 0< X, <m-—1,
m, in rest.

Deoarece Y, depinde doar de Y,,, iar variabilele aleatoare X, si Y,, sunt inde-
pendente, rezultd cd Y,, este un lant Markov. S& determindm matricea de trecere.
Notim cu p,, = P + Pr—1 + - - -

Poj = P({Yn+1 = j}‘{Yn = O)}

_J P{Xu=j})=p;, dacd 0<
| P{X,=m})=pn, dacd j=

Pij = P({Yn+1 = j}|{Yn = Z}) =

P({Xn:j+1—l}):p]_z+1, daca z—lgjém—l,
=< PH{X,>2m+1—1i})=Dni1, dacd j=m,
0, in rest.

Rezultd matricea

Po P1 P2 --- Pm-1 Dm
Po P1 P2 --- Pm—-1 Pm
0 po p1 .- Pm—2 DPm—1
0 0 0 . P2
0 0 0 . Do 1
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Exemplul 4.1.7 Un model din teoria stocurilor.

O marfd este stocatd pentru a putea satisface cererile intampldtoare. Completarea
eventuald a stocului se face la momentele 0,1,2, ..., iar cererea in intervalul
(n,n + 1) este o variabild aleatoare X,, cu repartitia

L o)
Xn : ( ) s Pr = 1.

Presupunem cd X,, sunt independente. Dacd la un moment oarecare n > 0 can-
titatea de marfd stocatd nu este mai mare decdt m unitdti, atunci se procurd in-
stantaneu o cantitate de marfd care ridicd stocul la M unitdti, M € N. Dacd insd
cantitatea de marfd depdseste m unitdti, atunci nu se intreprinde nimic. Fie Y,
stocul imediat inainte de reimprospdtarea eventuald de la momentul n. Observdam
cd

v max{Y, — X,,,0}, dacd m <Y, <M,
" max{M — X,,,0}, dacd Y, <m.

Se arata ca Y,, este un lant Markov cu matricea de trecere

PmM PM-1 --- PM-m PM-m-1 PM-m—-2 --- Do
PvM PM-1 --- PM—m PM-m-1 PM-m—2 --- Do
PM PM-1 .-+ PM-m PM-m—-1 PM-m-2 --- Do
Pm+1 Pm . P1 Po 0 ... 0
Pm+2 DPm+1 - -- D2 b1 Po ... 0
PM PM—-1 .-+ PM—m PM-m—-1 PM-m—2 --- Do

Matricea are primele m linii identice. S-a folosit notatia p; = p; + pi41 + - .
dacam < < M.
[ |

(n)

Dacd pentru orice ¢,j € S sirul p;;°, n € N este convergent independent de 1,

lantul X,, se numeste ergodic.

Teorema de ergodicitate Fie (X,,), n € N, un lant Markov cu matricea de
trecere P = (p;;), i,j € S. Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

1. existd s € N* si o stare j, € S astfel incat p(sg >0 ViesS,;

(3]
2. existd lim p{) =p® , j€ S, VieS.
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G =0

Figura 4.5:
Exemplul 4.1.8 Fie un lant Markov cu doud stdri si diagrama asociatd in figura

(4.5).

Sd studiem comportarea la limitd a matricei de trecere.

Obsevam ca matricea de trecere este de forma

(1—a « )
g 1=-p)

1 0 « l—a-p a -«
P_a+ﬁ<ﬁ oz)+ ot 3 (—ﬁ ﬁ)‘

Se constatd usor cd

o 1 (Ba) (-a-f"(a -a
P_a+ﬁ(5a)+ at 3 (—ﬁ 6)‘

Matricea de trecere dupa n pasi tinde pentru n — +oc la
1 0 «
a+p\ B a)

Daci cele doua stari sunt luate initial cu probabilitdtile py, 1 — pg, se constatd ca

Putem scrie

pentru n — 400 probabilitdtile de stare sunt . Deci dupd un numér

a+p3 a+p
foarte mare de pasi probabilitdtile nu depind de starea initiala.

Dacd analizam mersul la IntAmplare cu bariere absorbante, pentru [ = 2, gasim
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1 00
P=14q 0p
00 1
iar P" = P, ¥n € N. Observdm cd nu este n deplinitd conditia de ergodicitate; se

poate totusi aprecia cd la un numar foarte mare de pasi particula raimane imobila,
fiind absorbita de bariere.

Exemplul 4.1.9 Un calculator este inspectat la momentele t1,to, t3, 14 §i se poate
afla in una din urmdtoarele stdri:

S1 functioneazd normal;

so are un numdr neglijabil de erori, care nu impiedicd calculatorul sd functi-
oneze;

s3 are erori considerabile, dar rezolvd limitat probleme;

s4 nu functioneazd. La momentul initial calculatorul este in starea sy iar

a1

0,7
2 % s "5
Il Ll

"—\—\_\_\_,_,_,—:"?
0,2

a

Figura 4.6:

matricea de tranzitie este

0,5 0,3 0,2 0
0 0,4 0,4 0,2
0 0 0,3 07
0O 0 0 1

P =
Asociati diagrama si aflati probabilitdtile de stare dupd fiecare din cele trei ins-
pectii.

Probabilitétile de stare initiald sunt (1, 0, 0, 0), deoarece initial calculatorul func-
tioneazd. Apoi

pl(l) = Oa 57 p2(1) = Oa 37 p3(1) = Oa 27 p4(1) =0
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p1(2) = 0,25, pa(2) = 0,27, p3(2) = 0,28, pa(2) = 0,2
p1(3) = 0,125, po(3) = 0,183, ps(3) = 0,242, pa(3) = 0,450.

Diagrama este urmatoare

Exemplul 4.1.10 /n ziua 0 existi 2 becuri noi de rezervi. Probabilitatea de a
schimba un bec este p, iar probabilitatea de a nu schimba este ¢ = 1 — p. Fie Y,
numdrul de becuri necesar la sfarsitul zilei n. Determinati matricea de tranzitie
dupd un pas si dupd n pagi, probabilitdtile de stare la momentul n §i comportarea
lor la limitd.

Stdrile procesului sunt 2,1,0, iar diagrama corespunzitoare este datd in figura
4.7).

l-p 1-p

Figura 4.7:

Matricea de tranzitie cu un pas poate fi usor determinata:

1 0 0
P=|p 1-p 0
0O p 1-p

iar probabilitdtile de stare la momentul initial sunt 0, 0, 1. Dupd n pasi
pa2(n) = P({ nici un bec nou nu e necesar in n zile}) = ¢";
p21(n) = P({ un bec nou este necesar in n zile}) = Clpg";
p20(n) =1 = paa(n) — pai(n);

Matricea de tranzitie dupd n pasi este

1 0 0
P = 1-q" " 0
1— qn . npqnfl npqn 1 qn
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Trecind la limitd pe fiecare element al matricei gasim matricea

Probabilititile de stare la momentul n sunt date de produsul

1 0 0
(001) 1—q" q" 0
1 n—1 n

1 —q¢" —npg"™" npq q

iar la limitd se obtine (1 0 0). Interpretarea evidenti este cd dupd un numér foarte
mare de pasi procesul devine “stationar” si raman O becuri de rezerva.

4.2 Procese Poisson

Pentru orice ¢ € R, notdim cu X (¢) numarul de produceri ale evenimentului in
intervalul (0, ¢) (variabila aleatoare X (¢) ia valori in N). Facem urmatoarele pre-
supuneri:

1. X(0) = 0 (observatiile incep la momentul initial ¢ = 0)

2. pentru orice momente de timp 0 < ¢ < t5 < t3 < t4, variabilele aleatoare
X(ty) — X(t1) si X(t4) — X (t3) sunt independente (proces cu cresteri indepen-
dente);

3. repartitia variabilei aleatoare X (¢t +s) — X(t), t > 0, s > 0, depinde doar
de s, lungimea intervalului si nu de ¢;

4. probabilitatea ca un singur eveniment sd se produca in intervalul (¢, ¢+ At),
pentru At suficient de mic este aproximativ proportionald cu lungimea intervalu-
lui, deci de forma AAt¢ + o(At). Probabilitatea ca mai mult de un eveniment s
se produca in intervalul (¢,¢ + At) este o(At).(Prin o(At)s-a notat o cantitate ce

At
depinde doar de At ce satisface lim 0—) = (0.) Notdm
At—0 At
pr(t) = P{X(t) = k}. (4.16)

Conditiile 1,2,3 si 4 conduc la ecuatiile diferentiale ale procesului:

cu solutia

(A"

pr(t) =
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Matricea de trecere cu un pas.
Probabilititile de trecere sunt:

S LY
7]

pij(t) = P{j — i evenimente au loc in ¢ secunde} =

Matricea P este

. . Y 2 —At
oM \pe— M ( )2'6

0 e M Ne M

Intervalul aleator dintre doua evenimente succesive intr-un proces
Poisson.

Dacd 1n cadrul unui proces Poisson un eveniment se produce la momentul ¢, iar
urmatorul la momentul ¢ + 7, 7 este o variabild aleatoare repartizatd exponential

cu densitatea
f= e ™ >0
10 7<0

Exemplul 4.2.1 Impulsurile care se receptioneazd la o statie se primesc cu rata
de 15 pe minut. Sd determindm probabilitatea ca intr-un minut sd se receptioneze
5 impulsuri astfel: 3 impulsuri sd ajungd in primele 10 secunde si 2 impulsuri in
ultimile 15 secunde.

15 1
Obti A=—=—3yi
finem 60 1 S1

P{X(10) = 3, X(60) — X (45) = 2} =
= P{X(10) = 3} P{X(60) — X (45) = 2} =

103 ,—10 152 _15

— P{X(10) = 3} P{X(60 —45) =2} = 4 ~ 4 "

3! 2
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Momentul de producere al unui eveniment intr-un proces Poisson.

Intr-un proces Poisson s-a produs exact un eveniment in intervalul (0, t) , iar mo-
mentul de producere este repartizat dupd o lege uniforma cu densitatea

Exemplul 4.2.2 Doi clienti ajung la o statie intr-o perioadd de doud minute. Sd
determinam probabilitatea ca ambii sd ajungd in primul minut.

Timpii fiind repartizati uniform si independent, rezulta cd probabilitatea este }‘.
|

Timpul la care s-a produs evenimentul » intr-un proces Poisson.

Aparitia unui “client” la o “’statie de deservire” este supus legii Poisson cu para-
metrul A\. Dacd statia se inchide dupd aparitia clientului n, densitatea de pro-
babilitate pentru timpul 7" in care statia rimane deschisd este repartizatd Erlang,
adica are repartitia Erlang

A"
Ft) = (”—1)!6 , t>0
0, t=0

Exemplul 4.2.3 Semnalul telegrafic aleator. Fie T (t) un proces care ia stdrile
+1 cu aceeasi probabilitate la momentul initial. T(t) isi schimbd polaritatea
odatd cu sosirea unui semnal dintr-un proces Poisson cu parametrul o.. Reprezen-
tam o traiectorie in Figura (4.8).

Sd calculam probabilitdtile evenimentelor {T'(t) = +1}.

Ne ocupam pentru inceput de evenimentul {7'(¢) = 1}. Folosind formula proba-
bilitdtii totale avem

P{T(t) =1} = P{T(t) = BT (0) = 1HPHT(0) = 1})+
+P({T(t) = 1}{T(0) = =1} P{T(0) = —1}).

Calculdm probabilitatile conditionate. Notam cu A = { in intervalul (0,¢) se

produce un numdr par de schimbari } si cu B = { in intervalul (0, ¢) se produce
un numdr impar de schimbiri }
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: —— m— e
—J — t
Figura 4.8:
oo 2j o
PUT(H) = 1T = 1) = PUA) = 3 (e = (e o) =

1
= 5(1 + 672/\25).

PUT(t) = HT(0) = 1)) = P(B) = £ (1 — ).

1
Deoarece P({T'(0) = 1}) = P{T(0) = —1}) = 7 rezultd dupa inlocuiri ca

1
evenimentele {7'(¢) = +1} au probabilitatea 5
u

Procese de nastere-moarte.

Un “fir de asteptare” este format din n “clienfi” si o persoand care serveste.
Spunem ca sistemul se afld in starea .S, dacd sunt n clienti” la coadd, inclusiv
cel servit (dacd existd). Din starea S,, sunt posibile doar doua tranzitii:

- la starea .S,,_; daca un client a fost servit si pardseste coada;

- la starea S,, ;1 dacd un client este Tncd servit In timp ce un nou client se ageaza
la coada.
Consideram procesul care descrie comportarea cozii in timp. Facem urmatoarele
ipoteze:

1. Daca sistemul este 1n starea .5,,, poate realiza tranzitii la S,,_; saula S, 1,
n > 1 (de la Sy este posibild doar S7).

2. Probabilitatea unei tranzitii .S,, — S, Intr-un interval scurt At este o, At
parametrul «,, se numeste parametru de “nastere”’si facem ipoteza ca depinde de
starea S,,.
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3. Probabilitatea unei tranzitii S,, — S, _1 Intr-un interval de lungime At este
(,At parametru (3, se numeste parametru de “moarte”.
Notim P,(t) = P({ X(t) se afld in starea S, }). P,(t) satisface ecuatiile
diferentiale:

PT/L<t) — _(an + ﬁn>Pn(2—|— Oznflpnfl(t) + ﬁn+1pn+l(t)7 n 2 1 (418)

Pé(t) —Oéopo(t> + Blpl(t)
Aceste ecuatii diferentiale in cazul in care P, (¢) nu depinde de ¢ devin
(a/n + 5n)Pn = an—lpn—l + ﬁn-{—lpn-i-la n > 17
Py = B,
si au solutia
P =2R
p, = ooip
Br B2 (4.19)
. Qg ... Oy
P, = P
BiBoori Bu

Deoarece sistemul trebuie sd se afle intr-o stare, suma probabilitdtilor precedente
trebuie sa fie 1, deci

(7)) (67851
Py(1+ —+ +...] =
’ ( B Bibs )

Exemplul 4.2.4 Intr-o “statie” sosesc “clienti” dupd legea Poisson cu parame-
trul A, iar timpul de servire este o lege exponentiald cu parametrul pozitiv ji, 0 <
A < p. Dacd este aglomeratie se formeazd o coadd, iar starea sistemului la
momentul X (t) este un proces de nastere -moarte cu parametrii o, = \ si 3, = [

o g R A
Particularizand ecuatiile precedente si notand p = — gdsim
I
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Punem conditia

P(1+p+p*+...)= P =1, p<l

L=p

De aici rezultd Py, = 1 — p. Deducem P, = (1 — p)p"™, pentru n = 0,1,...,
care este repartifia geometricd. Sa particularizam aceastd situatie. Pentru a evita
aglomeratia dintr-o statie de deservire, clientii asezati la coadd ar trebui s nu
depdseascd numadrul 5, cu probabilitatea 0,99. Sosirile au loc dupa o lege Poisson
cu parametrul A = 1,5 clienti pe minut. Dacd deservirea se face dupd o lege
exponentiald, cat de repede trebuiesc acestia serviti ? Sd determinam deci p.
Probabilitatea ca cel putin 5 clienti sd fie la coada este

[oe) . )\
p=Y_(L—pp"=p"% p==.
n=>5 K
Pentru ca aceasta probabilitate sa fie 1-0,99 =0,01, punem conditia

p° <0,1

de unde gdsim p > 9,12. Deci ar trebui serviti cel putin 10 clienti in medie pe
minut pentru a evita aglomeratia.

|
4.3 Procese stochastice stationare
Fie {X(t)}, t > 0, un proces stochastic.
Functia de repartitie n—dimensionala este datd prin formula
F(zy,...,xn,t1,. . t,) = P{X(t1) <z1,...,X(t,) < 2.} (4.20)

pentru orice ty,...,t,, n € N
Presupunem ca functia de repartitie n-dimensionald satisface urmdtoarele doua
conditii:

-conditia de simetrie

F(*Til:"'ax’inatilv'"atin) = F(l’l,...,.l'n,tl,...,tn), (421)

pentru orice permutare 44, . . ., %, a multimii 1, ..., n,
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-conditia de compatibilitate: daci m < n

F((L’l,...,Im,tl,tg,...,tm) =

=F(x1,. .., T, 00,...,00,t1, . by tmity o tn),m+ 1< j<n. (422)

Densitatea de probabilitate care se va nota f(x1,..., Ty, t1,t0,...,1,). Dacd
procesul este cu valori discrete, analogul il constituie

p(l’l, N 7$m,t1,t2, ce ,tm) = P{Xl(tl) = Il,Xg(tQ) = T9,... ,Xn(tn) = ZEn}

Exemplul 4.3.1 Fie X,, un lant de variabile aleatoare identic, independent repar-
tizate, cu p = % atunci

P({Xl(tl) = T, Xg(tg) = To,... 7Xn(tn) = In}) =27"

Valori caracteristice ale unui proces.
Fie X (t) un proces aleator.
Media mx (t) este definitd prin
+o0
mx () = MIX(1)] = / of (@, 1), 4.23)

unde f(z,t) este densitatea de probabilitate a variabilei X ().
Autocorelatia Rx (11, 1,) este definitd prin

400 “+00
RX(t17t2) = M[X<t1)X(t2)] = / / $1$2fx(t1)X(t2)<$1,$2)dI1d$2,

(4.24)
unde fx()x () (x1,z2) este densitatea de probabilitate de dimensiune doi a pro-
cesului.

Folosind media conditionata are loc

M[X(t1) X (t2)] = M[X (1) M[X (t2) | X (t1)]] = M[X (t2) M[X(t1) ’X(Z)]Z}S)

Autocovarianta Covx (1, 12) este definitd drept covarianta variabilelor X (t1) si
X (t2),
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Covx (t1,ta) = M{(X(t1) — mx(02)) (X (t2) — mx (L2))].

Legdtura dintre cele doua functii este imediatd si constd in

COU)((tl, tg) = Rx(t1, tg) — mx(tl)mx(tg). (426)

Dispersia (varianta) lui X (¢) este datd de formula

D*[X(t)] = M[(X(t) — mx(t))’] = Covx(t,1). (4.27)

Coeficientul de corelatie este definit de

tts) = Covx(ty,t2)
priin b2 \/Covx(tbtl)\/COUX(tQ’tQ).

Exemplul 4.3.2 Fie X(t) = Acos2nt, unde A este o variabild aleatoare. Sd
determindm valorile caracteristice.

mx(t) = M[Acos2nt] = M[A] cos 2rt;
Rx(t1,ty) = M[Acos2nt, Acos2mty] = M[A?] cos 27t; cos 27ty;
Covx(ty,ta) =
= Rx(t,t2) — mx(t1)mx(tz) = (M[A?] — M?[A]) cos 27t; cos 2ty =
= D?[A] cos 27t cos 27ts.

Procese multiple.

Doud procese X (t), Y (¢) se numesc independente dacd V k, j si orice alegere
ti,...,ty §it], ... 1}, variabilele aleatoare multidimensionale (X (1), ..., X (tx))
si (Y(t}),...Y(t;)) sunt independente.
Corelatia incrucisata Rxy (11, ty) este definitd prin

ny(tl, tz) - M[X(t1>Y<t2)] (428)

Procesele X (t) si Y (¢) se numesc ortogonale daci

ny(tl, tg) = O, Vth tz. (429)
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Covarianta incrucisata Covxy (t1, t5) este definitd prin

Covxy (t1,t2) = M[(X(t1) — mx(t1))(Y(t2) — my(t2))] =
= ny(tl, tg) — mx (tl)my(tg) (430)
Procesele se numesc necorelate daca

COny(tl,tg) = O, th,tg. (431)

Exemplul 4.3.3 Fie X (t) = cos(wt + ©) si Y (t) = sin(wt + ©) unde O este o
variabild aleatoare repartizatd uniform pe |—m, +7|. Sd determindm covarianta
incrucisatd.

Ardtdm ci media procesului X (t) este 0.

mx (t) = M|cos(wt + 0)] = % /7T cos(wt + x)dx = 0.

—Tr

Analog rezultd cd media procesului Y (¢) este 0.

Rxy (t1,t2) = M[cos(wt; + ©) sin(wts + O)] =

= M[—% sin(w(t; —ts)) + % sin(w(t; + ) +20)] = —% sin(w(t; — t3))

deoarece M [sin(w(t; + t2) + 20)] = 0.

Procesul X (¢) se numeste stationar in sens restrans dacd Vi,,...,t,
eR,,ne N, ueR, areloc
F(zy,...xp,ty +u,. oty +u) = Fxy, ..o Ty by, oy ). (4.32)

Daca X (t) are dispersie finitd si X (¢) este stationar in sens restrans gasim:

. M[X(t+u)]=M[X(t)]=MX0O+t)]=MX(0)]=m;

2. D?[X(t+u)] = D?*X(t)] = D?X(0)] =0%

3. MI(X(t+w)X ()] = M[(X ()X (0)].
O consecintd 1n cazul proceselor stationare este cd putem presupune m = 0 si
o=1
Procesul X () este stationar in sens larg daca au loc conditiile 1-3.
Functie de corelatie a unui proces stationar in sens larg este coeficientul de
corelatie al variabilelor aleatoare X (t) si X (t + u).
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MIX(t+u) — M[X(t+u)]|M[X(t) — M[X(t)]]_

R(u) = 4.33

" VDX OIDX 0+ ) -
Functia de corelatie depinde doar de w si are expresia

R(u) = M[(X(u)X(0))]. (4.34)

Un proces stationar se numeste continuu daca are loc

M(X(t+u)— X(t)*> — 0, pentru u — 0.

Daca X (t) este un proces continuu, atunci au loc:

LP{|X(t+u)—X(t)|>e}— 0, dacd u — 0;

2. }}H(l) R(u) = 1;

3. R(u) este continua.
Exemplul 4.3.4 Consideram procesul de forma

Z(t) = X(t)cos Xt + Y (t)sin M, A € R,
unde X (t),Y (t) sunt procese necorelate, deci M [ XY | = M[X]|M[Y] ce satisfac
M[X]= M[Y] =0, D*[X]=D?*[Y]=1.
Sd ardtam cd Z(t) este un proces stationar.
Pentru aceasta sd calculam functia de corelatie
R(u) = M[X(t+u)X(t)] =
= M[X cos A\(t +u) + Y sin A\(t + u))(X cos A\t + Y sin \t)] =
= M[(X?cos M cos A(t +u) + XY (sin A(t + u) cos At + cos A(t 4 u) sin M)+
+Y 2 sin Mt sin A(t 4+ u)] = cos A(t + u) cos At + sin Mt sin A(t + u) = cos Au.

Alegem
0, x<-—-AX
flx) = %, A<z <.
1, x>\
Avem atunci

oo A
cos)\u:/ cosu:ch(x):/ cosuxdF(x),

) -2

de unde in virtutea teoremei rezultd ca procesul este stationar.
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Exemplul 4.3.5 Considerdm procesul

X() = (1),

unde ZbQ =1, iar Zy(t) = Xi(t) cos \gt + Yisin \et, Ay € R X (1), Yi(t)
k=1

sunt procese ce satisfac

M[X) = M[Y;] =0, D*Xi]=D*Yy]=1, k=1,n

Calculand functia de corelatie, gdsim

R(u) = Z b2 cos A\,
k=1

de unde rezultd cd procesul este stationar, asociat functiei de repartitie F' care are
salturi de mdrimea b7 in punctele £\,

In literatura de specialitate F' se numeste spectru; daca F' este functie de salturi,

procesul se numeste spectru discret.
|

4.4 Probleme propuse
1. Fie I,, procesul Bernoulli identic si independent repartizat. Calculati

P{Il :1712:0,[320,[4:1}.

2. Fie D,, = 21,, — 1 unde [, este procesul din problema precedentd. Calculati
media si dispersia.
3. Fie X un numir ales la intimplare din [0, 1] si fie dezvoltarea lui in baza
+oo
2,z =Y b,27" b, € {0,1}. Definim X,, = b,, n € N. Calculafi

n=1
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0,5

i IR :’f:) e O oy

2 o 1 2

Figura 4.9: Mers aleator pe o dreapta

4. O particuld se deplaseazad aleator, sdrind cate o unitate la dreapta cu proba-
bilitatea 0,3 la stanga cu probabilitatea 0,2 si rimane pe loc cu probabilitatea
0,5. Gasiti probabilitatea ca dupa patru pasi particula sa nu fie mai departata
cu o unitate fatd de origine. Initial particula se afld in origine.

5. Arétati ca un proces Poisson este un proces Markov, adicd pentru ¢, < to <
ts are loc

P{X(t3) = ks | X(t1) = k1, X (t2) = ko} = P{X(t3) = ks | X(t1) = k1 }.

6. Dacd X este un proces Poisson, calculati urmdtoarele probabilitafi:

P{X(t1) = k1, X(t2) = ko),
P{X(t) = k1, X (t2) = ko, X (t3) = k3.

7. Calculati autocorelatia si autocovarianta unui proces Poisson.

8. Deduceti folosind axiomatica unui proces Poisson, ca probabilitdtile de tre-
cere (4.16) satisfac ecuatia diferentiala (4.17).
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9.

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Determinati expresia probabilitdtilor de trecere (4.16) ale unui proces Pois-
son.

Deduceti cd intervalul de timp aleator dintre doua evenimente Poisson este
repartizat exponential.

Sa determindm densitatea de probabilitate a momentului de producere a
unui eveniment in cadrul unui proces Poisson.

La o statie sosesc clienti dupa o lege Poisson. Presupunem cd aceasta se
inchide dupd aparitia clientului n sd determindm repartitia timpului 7', cat
statia rdimane deschisd.

Cu ce probabilitate al cincilea client al unui proces Poisson cu parametru
A = 2 este deservit in primele 20 de minute de la deschiderea statiei ?

Consideram urmatorul proces Markov: multimea stdrilor are 3 elemente si
daca la un moment dat este luatd o anumita stare, la momentul urmator se
trece 1n oricare din celelalte doud cu aceeasi probabilitate. S se studieze
ergodicitatea.

Numadrul de semnale emise de un radar este un proces Poisson cu parametrul
A. Daci n semnale au fost observate in intervalul (0, ¢) sd determindm pro-
babilitatea evenimentului {% particule au fost emise in (0,7)} cu 7 < t.

Numadrul de clienti care ajung la o statie intr-un interval de timp este o vari-
abild Poisson cu parametru 3, iar numaérul de clienti deserviti este o variabila
Poisson cu parametru «e. Sa se determine repartitia variabilei aleatoare N
care da numarul de clienti care ajung in timpul deservirii unui client.

Ardtati cd in cazul unui proces Poisson de nastere- moarte probabilititile
P! (t) satisfac ecuatiile diferentiale:

P (t) = —(otn + Bn) Pa(t) + an1 Po1(t) 4+ Bup1 Paya(t), n>1,

Pé(t) = —Oéopo(t) + 61P1(t)
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18.

19.

20.

4.5
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Fie X (t) = cos(wt + ©) unde O este repartizatd uniform pe (—7,+). S
determindm media, autocorelatia si autovarianta.

Fie X, un lant de variabile normale independente, identic repartizate, cu
media m si dispersia o2. Determinati matricea de covarianti la momentele
t1,...,tx si densitatea de probabilitate.

Un proces Y (t) constd dintr-un semnal dorit X (¢) la care se adaugéd zgomo-
tul N(t), deci Y (t) = X (t) + N(t). Gasiti corelatia incrucisata dintre cele
doud procese, presupunind cd X (¢), N(¢) sunt independente.

Solutii

. p*(1—p)*

- mx(n) = M[2I, — 1] = 2M[I,] — 1 = 2p — 1 D?[D,] = D*2I, — 1] =

22D?(I,] = 4p(1 — p). Procesul reprezinti de fapt schimbarea pozitiei unei
particule care se misca in linie dreaptd facind salturi de &1 la fiecare unitate
de timp.

1, deci cu probabilitatea 1. Tar P{X; = 0, X, = 1}

X;=0,daca0 < X <
<X <

este 1, deoarece

N | —

1
4

Insumim probabilititile, ca la momentul 4, particula si se afle in stirile
S 1,80, sau S si gdsim 0,693.

. Ardtdm cd pentru ¢ < to < t3si k1 < ky < k3 are loc

P{X(t3) = k3 | X(t1) = k1, X(t2) = ko} = P{X(t3) = k3 | X(t2) = ka}

ceea ce semnifica faptul ca procesul Poisson este un proces Markov. Primul
membru este

PX(ts) = ks, X(81) = kv, X (£2) = ko)
P{X(t1) = k1, X(t2) = ks

Calculdm expresia de la numarator

P{X(tg) == ]{fg,X(tl) == kl,X(tQ) == k’g}
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= P{X(t) = k1 }P{X(ts — t1) = ko — kY P{X (t5 — ts) = ky — ko)
jar cea de la numitor
P{X(t) = k1, X (t2) = ko } = P{X(t1) = k1 }P{X (t2 — t1) = ko — k1 }.
Deci
P{X(t3) = ks, X(t1) = k1, X (£2) = ko} = P{X (£ — t2) = ks — ko).

Membrul al doilea este

P{X(ts) = ks, X(ta) = ko}
P{X(t2) = ko) N

P{X(tg — tg) = ]{33 — k’g}

P{X(t3) = k3 | X(t2) = ko} =

6. Folosind axiomele unui proces Poisson avem pentru ¢ < t5 si k; < ko

P{X(t)) = ki, X(t2) = ko} = P{X (1)) = ki }P{X (to—t1) = ko—h1} =

(ML) 1 (A(ty — ty))2Me M2
T (Fy — oy )]

Daci ko < Ky atunci probabilitatea este 0.

Pentru a doua obtinem

P{X(tl) - kl,X(tQ) - kg,X(tg) - kg} -
(At2)*t (A(t2 — t1))"= " (A(ts — ta))™F2e ™
kil (ky — k1)!(ks — k2! '

7. De la variabila Poisson avem
MI[X(t)] = At
Pentru calculul autocovariantei
R(ty,ty) = M[X (t1)X (t2)]
folosim (4.25) si avem

MIX(8) X (t2)] = M[X (8) M[X ()| X (t1) = k]| =
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— MX(t)(ky + Aty — £1)] =
= M[X%(t)) + Mty — t1) X (t1)] = My + N2tity.

Mai sus am folosit faptul c& M[X?(t;)] = At; + A*t2. Iar autocovarianta
este
COU(tl, tg) = R(tl, tg) — M[X(tl)]M[X(tQ)] = )\251.

Luand si ¢, < t; deducem

COU(t17 tg) = A min(tl, tg)

Fie At suficient de mic; la momentul ¢ + At, X (t) ia valoarea k in urma-
toarele doud moduri:

a. X (t) = k si nici un eveniment nu se produce in intervalul (¢, ¢ + At);
b. X(t) = k — 1 si un eveniment se produce in (t,¢ + At).

Din conditiile din definitia unui proces Poisson variabilele aleatoare X (¢ +
At) — X (t) si X (t) sunt independente, iar probabilitatea evenimentului dat
de a. este pi(f)(1 —AAt), iar cea a evenimentului dat de b. este py_1 (t) AL

si cum evenimentele de la a si b sunt independente

pr(t+ At) = pr()(1 — MNAE) + pp_1(£) AAL.
Relatia se scrie sub forma echivalenta

pr(t + At) — pi(t)

= —Apr(t) + A\pr_1(t) E=1,2,3...
At pk()_'_ Pk 1() ) 73

Cand At — 0, gasim ecuatia diferentiald (4.17).

Po(t) = =Apo(t)

cu solutia evidentd py(t) = Ae~*. Din ipoteza 1 avem conditia initiald
X (0) = 0, care determind in mod unic solutia

po(t) =e
Pentru k£ = 1, ecuatia (4.17) devine

Pit) = =Api(t) + A,
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care este o ecuatie liniard cu solutia
pi(t) = Me M.
Procedand recursiv 1n acest mod, gasim

k
()Z') B—At’ k

pi(t) = =0,1,2....

Constatim ci pentru fiecare t € R, X (t) este o variabild aleatoare reparti-
zata Poisson cu parametru \t.

10. Functia de repartitie

F(x)=P{r<a}=1-P{r>z}=1-e.

{7 > x} exprima faptul c& nici un eveniment nu are loc in intervalul (¢, ¢ +
). Deci functia de repartitie este 1 — e, x > 0, iar prin derivare gisim
f(x) = Xe™*, x>0, care este repartitia exponentiald.

11. Sa determinam functia de repartitie.

Fs(s) = P({X(s) = 1}[{X(t) =1}) = P({Xjﬁz;(i)’i(f)}): 1}) _

PHX(s) =1L, X(#) = X(s) =0})  P({X(s) =1, X(t —5) =0}
P{X(t) =1} P{X(t) = 1})

67)\5)\867)\(1‘,73) S

e ()

Densitatea de probabilitate este atunci

,0< s <t

g(s) = %

care este densitatea de probabilitate a repartitiei uniforme; deci producerea
in intervalul (0, ¢) a unui singur eveniment se face dupa legea uniforma.
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12. Fie T; timpul dintre sosirea clientului ¢ — 1 si a clientului ¢ (77 este timpul
de la deschidere pana la sosirea primului client). Sd determindm repartitia
variabilei T = Ty + ... + T,,. Observim cid {T" < ¢} semnifica faptul ca
statia s-a Tnchis pand la momentul ¢, deci au aparut cel putin n clienti, iar
probabilitatea este datd de legea Poisson cu parametrul ¢

o0 k
P{T <t} =) (A;) e M.
k=n ’

Prin derivare gdsim

= MPFL AR, A,
fT(t)ZZ(”“( 13! - (zf!>)”:ﬁeA

k=n

care este o densitate de probabilitate pentru variabila Erlang.

13. Folosim problema precedentd si avem faptul ca variabila aleatore 1" care da
timpul la care este deservit cel de al cincilea client este repartizat Erlang.

Adica ( )4
2(2¢)*
frt) = T 2
si probabilitatea este
5 4
2(2t
o 4l
14. Matricea de trecere este evident
1 1
05 3
1 1
P = 5 0 3
11
3 2 0
Observam ca
11 1
2 4 1
2 1 1 1
Pr=1l7 3 1

=
W=
N | =
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satisface conditia 1 din teorema precedentd, pe care o vom numi conditie de
ergodicitate. Fiind matrice simetricda ea admite valorile proprii reale \; =
1, A3 = —3 si forma diagonald

1 1 1
1 2

Ridicand la puterea n matricea P = SDS", rezultd

1101
3 3 3
mpr— | 111
TR
1101
3 3 3

Mai sus s-a folosit faptul ca D" are pe diagonald puterea a n -a a elementelor
de pe diagonala lui D. Deci dupd un numadr foarte mare de pasi se poate
presupune ca fiecare stare este luatd cu aceleasi sanse.

15. Auloc

P{k semnale emise in (0, 7) | n semnale emise in (0,%)} =

_ P{k semnale emise in (0, 7) si n — k semnale emise in (7,%)}

P{n semnale emise in (0,%)}

e—)n—(/\,r)k e—)\(t—‘r)()\(tiﬂ.))n—k . Lk
k! (n—k)! (T T\"
T a0y
e—)\t()\t) t t

n!

Se observa ca se obtine variabila binomiala.
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16. Folosim formula probabilitdtii totale Tn cazul continuu si notdm cu 7' timpul
de deservire a unui client, care este o variabild exponentiald cu parametrul
a.

PV =k} = [ T PN = K | ) fot)de =

00 t k k o]
0 k! k' /o

Capt o de ap* B
_F/o G+ 3 a7 8 Har g kD=

-
Ca+ B8 \a+p

care este o variabild geometrica.

17. La momentul ¢, dacd sistemul precedent se afla in starea S,, vom nota
X(t) = n. Se obtine astfel un proces Markov. Probabilitatea ca in in-
tervalul (¢,¢ + At) si aibd loc mai mult de o tranzitie este 0. Sistemul se
afla in starea S,, la momentul ¢ + At 1n urmatoarele situatii:

a. La momentul ¢ se afld in starea .S, si nici o tranzitie nu are loc in intervalul
(t,t+ At) cu probabilitatea (1 — a,, At)(1— (3, At), care poate fi aproximati
cul — o, At — G, At.

b. Fiind in starea S,,_; la momentul ¢ are loc o tranzitie la starea S,, in
intervalul (¢, ¢ + At) cu probabilitatea o, 1 At.

c. La momentul ¢ sistemul se afld in starea S, si o tranzitie la starea 5,
are loc in (¢, ¢ + At) cu probabilitatea 3,1 At.

Notim P,(t) = P({ X(¢) se afld in starea S,, }) si facem ipoteza ca ci
P,(t) este o functie derivabila cu derivatd continud. Atunci pentrun > 1

Pn (t+At) = Pn(t)(l _anAt_ﬁnAt) +an—lAtPn—1(t)+5n+1AtPn+l (t),

Po(t + At) = Py(t)(1 — apAt) + B1ALP(1).

Impértind prin At
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P.(t+ At) — P,(t)
At B
= _<O‘n + ﬁn)Pn(t) + O‘nflpn*l(t) + ﬂn+1pn+1(t)> n = 17

Pyt + At) — Py
At

Daca At — 0, obtinem

At = —Oé()P()(t) + ﬁ1P1<t)

Pyll(t) = _(an + ﬁn)Pn(t) + Oénfanfl(t) + ﬂn+1pn+1(t); n 2 17

Pé(t) = —Oéopo(t) + 61P1(t)

18. mx(t) = M{cos(wt + O)] = 5- f:w cos(wt + x)dx = 0;
Covx(ti,ta) = Rx(t1,t2) = MJcos(wty + 0) cos(wte + 0)] =

% :ﬂ % (cos(w(ty — t2)) + cos(w(ty + t2) + 2x)) dox = %cos(w(tl —t3)).

1 i=j
19. Cx(ti,t]’) = 0'251']' unde 5@' = { 0 i 7&]
f(:l?l, e ,Q?k,Xl, . ,Xk) = fx<$1)fx($2> . fx(SL’k) =
k

Z(% —m)?

i=1
= ;e 20 .

(27702)k/2

20. Folosind independenta variabilelor X (¢) si N(¢), gdsim
Rxy(ti,t2) = MIX(0)Y ()] = M [X(01)(X(t2) + N(t2))] =

= M[X(t1) X (t2)] + M[X (t1)N(t2)] =
- ny(tl, tg) —|— M[X(tl)]M[N(tQ)] — ny<t1, tg) + mX(tl)mN(tQ).
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Capitolul 5

Statistica matematica

5.1 Variabile de selectie

Colectivitate statistica este o multime de obiecte (indivizi) la care se studiazid o
caracteristicd ce poate fi evaluatd numeric. Aceastd marime supusd intamplarii
este o variabila aleatoare notatd X pe care o vom numi variabila teoreticd.

Selectia (esantion, sondaj) este o colectivitate partiald. Numarul de elemente ale
selectiel se numeste volumul selectiei.

Selectia repetatd ( cu repunere) presupune repunerea fiecdrui individ in colectivi-
tate, Tnainte de extragerea urmatorului; selectia nerepetatd in caz contrar.

Multimea datelor de selectie

T1,T2,T3, ,Tnp

formeaza o serie statisticd. Acestor date li se asociaza variabilele aleatoare, notate
X, cu aceasi repartitie data de variabila aleatoare teoreticd. Daca selectia este
repetatd atunci variabilele asociate sunt independente. Rezultatele experientelor
sunt considerate ca repetate, deci variabilele X; sunt independente si presupuse cu
aceeasli repartitie.

Fie k& numarul datelor distincte ale selectiei. Notdm cu n; frecventa absolutd a

datei .
k

x, =1,k (n:ZnZ)

i=1

Numarul
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se numeste frecventd relativd.

Variabila aleatore de selectie are repartitia
&:(?)J_Lluk. (5.1)

Aceasta se mai numeste variabild simpla. Daca volumul selectiei este mare se aleg
k intervale

(107 llL (lh l2]7 ) (lk717 lk}
in care se repartizeazd datele. Se alege de obicei
Li+lia
7 = 2 Loi=1, .k (5.2)

iar frecventa relativa este numarul de date cuprinse 1n interval.

Functia frecventelor cumulate atagata repartitiei (5.1) are expresia analitica

(0, T <X
FS(ZL’) = ij, ria<e<z ,i=12 ...k (5.3)
j=1
\ 17 ZE}I]C

Functia frecventelor cumulate atagatd repartitiei (5.1) unde valorile variabilei sunt
date de (5.2) este

'O, £L‘<l0

i 1
F(z)=1{ > E+fi—7ﬁm L<x<ly , i=12,...k—1. (54
= i1 T b

1, T 2>l

\

Valorile caracteristice se grupeaza in

Parametrii tendintei centrale: media, momentul centrat de ordin r, mediana, moda
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0,8

0,6

0,44

Figura 5.1: Functia frecventelor cumulate

Parametrii variabilitdtii: momentul centrat de selectie de ordin r, dispersia de
selectie, dispersia modificatd, asimetria, excesul.

Momentul initial de selectie de ordinul
1 E k
L= M[X"] == a2 = o 5.5
my = M[X] nZ_;“’ ;fx (5.5)

Media de selectie este

r=m = %anxz = Z fizi (5.6)

Mediana Tmparte volumul de selectie in doud parti egale. Se obisnuieste

mez{ Ter n=2k+1 (5.7)

Tk Sau Ty q n =2k

Moda este valoarea cu frecventd maxima.

Momentul centrat de selectie de ordin r este
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Hr = M[(X, = MIX.))] =~ > ni(zi =) =D filwi -7 (58)
i=1 i=1
Dispersia de selectie este
1k k
=y =— i(z; —T)? = i(z; —T)° 5.9
5% = g n;n(x T) Zzlf(x T) (5.9)
Dispersia modificata este
L
*\ 2 _ ) L =\2 1
(s") n_1;”l(@" 7) (5.10)
Intre cele dou dispersii are loc
(n —1)(s%)* = ns”. (5.11)
Excesul este dat de formula
E=%_3 (5.12)
5

- Dacd F > 0 poligonul frecventelor este mai ascutit decat cel corespunzator
repartitiei normale.

- Daca I/ < 0, curba este mai turtitd decat cea normala.

- Dacd E = 0 curba poate fi consideratd normaa.

Asimetria este data de

M3

(5.13)

- Dacd A > 0 repartitia are asimetrie pozitiva.

- Dacd A < 0O repartitia are asimetrie negativa.
Reprezentari grafice.

- Reprezentarea in batoane: Dacd variabila este datd sub forma (5.1) atunci
aceasta se reprezintd grafic ca in desenul de mai jos, unde verticalele reprezintd
frecventele absolute sau relative. Un exemplu este dat de figura (5.2).

- Histograma se foloseste atunci cand valorile se grupeaza in date. Un exem-
plu este dat in figura (5.3).
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10

Figura 5.2: Reprezentare in batoane

Exemplul 5.1.1 La un examen 200 de studenti au obtinut urmdtoarele note:

Nota 1123 |4 |56 |7|8]|9]10
Numdr de studentti | 1 |7 | 15|18 |24 |50 (35|30 |17 | 3

Determinati variabila aleatoare de selectie cu reprezentare graficd in batoane,
functia de repartitie de selectie cu reprezentare graficd, asimetria si excesul.

Variabila aleatoare asociata este

v _( 1 2 3 4 5 6
* 7\ 1/200 7/200 15/200 18/200 24/200 50/200

7 8 9 10
35/200 30/200 17/200 3/200

Graficul este dat 1n figura (5.4).

Valorile caracteristice suntZ = 6,1, s? = 2,91, us = —2,23, s = 33,75, E =
0,98, A =0,4. Determinam expresia analiticd a functiei de repartitie.
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107 —

N
Ll

Figura 5.3: Histograma

(0
1/200
8,/200
23/200
41/200
Fy(z) =4 65/200
115,200
150,200
180,200
197 /200
1

\

si graficul este dat de figura (5.5).

r<l1

1< a2

2<xr <3
3<r<4
4<L<r<h
5<xr<6
6<z<?7
T<r <8
8Lz <9
0<z<10
z > 10

Exemplul 5.1.2 O caracteristicd numericd este mdsuratd printr-o metoda de pre-

cizie. Abaterile de la valoarea nominald sunt

~1,75/1,1/1,3/ — 0,2/ — 1,7/ —0,75/0,77/0,9/ — 0,8/ — 0,9/

0/0,3/ — 0,3/ —0,4/0,4/ — 0,3/0,1/0,75/0,8/1,2
1,7/0,9/1/ — 0,6/ — 1,4/ — 1/1,6/1,8/0,25/0,3/.

Formati variabila de selectie prin impdrtirea datelor in 5 clase

(—2,5; —1,5], (=1,5; —0,5], (—0,5: 0,5], (0,5;1,5], (1,5; 2,5].



5.1. VARIABILE DE SELECTIE 175

SOf
305
20;

10

Figura 5.4: Reprezentare 1n batoane

si reprezentati histograma. Calculati media, mediana, dispersia de selectie, mo-
mentele centrate de ordin 3 si 4, asimetria §i excesul. Reprezentati functia frec-
ventelor cumulate.

Variabila de selectie este

v _( 2 -1 o0 1 2
==\ 2/30 7/30 10/30 8/30 3/30

Obtinem urmitoarele valori 7 = 0,1, s? =1,02, p3= —0,39, pys = 2,31
Pentru functia frecventelor cumulate folosim formula (5.4), care aproximeaza mai

bine repartitia teoreticd si al cdrei grafic este dat de (5.6) iar histograma este data
de figura (5.7).

(0 r<—2,5
(z +2,5)2/30 —-25<r<—1,5
2/30+ (z +1.5)7/30 —1,5< 2 < —0,5
Fyx)=1<{ 9/30+ (x+0,5)10/30 —0,5<x<0,5

19/30 + (z — 0,5)8/30 0,5 <z < 1,5
27/30 + (z — 1,5)3/30 1,5< 2 <2,5
1 x>25
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0,8
0,6
0,4

0,2

Figura 5.5: Functia frecventelor cumulate

5.2 Teoria estimatiei

Fie x1, 29, -+ , z, 0 selectie repetatd; o functie p = p(z1, X2, -+ , x,) Se numeste
functie de selectie sau statistica.

Presupunem ca variabila aleatoare teoretica are repartitie cunoscutd, dar depinde
de un parametru necunoscut, pe care il notam 6.

Aproximarea
0 =o(xy,x2,++ ,Ty) (5.14)

se numeste estimare punctuala.
Estimarea este absolut corecta daca au loc conditiile

M (p(21, 29, ) = 0 (5.15)
D?(¢(x1, 29, ,2,)) — 0, n — o0. (5.16)

Daci estimarea satisface conditia (5.15) se mai numeste estimare nedeplasata.
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0,84

0,64

Figura 5.6: Functia frecventelor cumulate

METODA MOMENTELOR.

Daca variabila aleatoare are densitatea de probabilitate

f(maelf" 708>
cu fy,--- , 0, parametrii necunoscuti, facem selectia repetatd z, x9, - - - ,x,. Fie
X variabila de selectie. Solutia sistemului
MX" =M[XI], r=1,---,s (5.17)

este o estimare absolut corectd a parametrilor.

Exemplul 5.2.1 Estimati parametrii variabilei uniform distribuite pe intervalul
(a,b) folosind statistica 3,1; 0,2; 1,6; 5,2; 2,1.

Stim cd media teoretica a variabilei X este

b
M(X) = a+
2
iar momentul initial de ordin 2
2 b b2
M(X?) = %

Momentele de selectie sunt M[X,] = 2,44 si M[X?] = 8,73. Formiam sistemul
a+b

— 944
a’® + ab + b?

= 8,73
3 )
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a
rrrrrrrrrrrrrrojrrrrrrrrrrrrrri

3 2 1 0 1 2 3

Figura 5.7: Histograma

care are solutia a = 0,44 si b = 5.33.

METODA VEROSIMILITATII MAXIME
Dacd variabila aleatoare are densitatea de probabilitate f(x,0y,--- ,6;), cu 0,
parametri necunoscuti, facem selectia repetatd x1, zo,--- , x, si fie X, variabila

de selectie.
Functia de verosimilitate este datd de

V(mh ct Ty 917 o ,63) = f(xh 917 o 798)' e f(xnu 617 U 798))' (518)
O estimare este datd de solutia care maximizeazad sistemul, adica solutia sistemului

81nV(x1,--- ,Inygla.” 765>

) =0, ¢1=1,---,5 (5.19)

pentru care matricea

81HV((L’1,"'7l'n,01,"',95) ii=1 s
89280] ) 7j_ I )

este negativ definita.
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Exemplul 5.2.2 Sd estimdm m, dacd variabila aleatoare X este repartizatd nor-
mal N(m,c?).

Functia de verosimilitate este, dacd presupunem o cunoscut

- 1 (w;=m)?
Vim,zq, - ,z,) = e 207,
( ' ) g 2o
InV = L Y (z; —m)? — nln(V2m0)
202 ’

i=1
n

Prin anularea derivatei logaritmului, in raport cu m obtinem m = 3 g Tj.
i=1

Intr-o selectie repetatd media de selectie = si dispersia modificatd sunt estimari
absolut corecte ale mediei si dispersiei teoretice.

INTERVALE DE INCREDERE

Variabila teoreticd este presupusd cunoscutd, dar expresia ei depinde de para-

metrul 6 necunoscut. Datd statistica x1, xo,- - - ,x, consideram doua functii de
selectie 1 (z1, X2, -, T,) $i wao(21, e, -+, x,) ce satisfac conditia

g01($1,$2, e 7$n) g 902($17 Loy = 7$n)~
Dacd

P (p1(x1, 29, ,2,) < 0 < po(x1,22, -+ ,2,)) =0, 6 € (0,1)
spunem ca intervalul
((,01(1'17ZE2, e 73:71)7 901(1‘17'%27 e 7In>>
este interval de incredere pentru ¢ cu nivelul de incredere ¢.
Intervale de incredere pentru medie.

1. Variabila teoretica este distribuitd N (m, c?), iar o este cunoscut. Vom folosi

urmeazi lege N (0, 1). Punem conditia

X_
p(‘ o <t5>:5.
NG

faptul ca variabila

v
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Conditia revine la

20(ts) = 4. (5.20)
Din tabelele functie Laplace determindm %, iar intervalul de Tncredere este

- o

X — s <m < X + t—.

NZD Vn
2. Variabila X este oarecare, dar n > 30. Din teorema limita centrala, inter-
valul se determind cu aceleasi conditii (5.20) si (5.21).
3. Variabila teoretica este distribuitd N (m, 0?), iar o este necunoscut. Atunci
variabila

(5.21)

X —m
vn
urmeazd lege Student cu n — 1 grade de libertate. Punem conditia
X —
P(’ S*m <t5>=5.
v

Cu ts determinat din tabelele legii Student, obtinem intervalul

* o S*
<m<X+ts

vn v

- S
X —ts

(5.22)

INTERVAL DE INCREDERE PENTRU MEDIA TEORETICA
1. Date de intrare z;, i = 1,--- ,n, d, p;, 0 (daca se cunoaste)

2. Calculim media de selectie X ; daci nu se cunoaste dispersia, calcul:iim
dispersia de selectie s* sau dispersia modificata (s*)2.

3. Din tabelele functiei Laplace ¢ sau din tabelele functiei Student cu n—1
grade de libertate aflam pentru nivelul ¢ valoarea t;.

4. Forma intervalului de incredere este

— o — o
X—ts—=<m<X+1is

Vv Vi
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Exemplul 5.2.3 Se mdsoard capacitatea a 20 de condensatori si se obtin datele,
mdsurate in picofarazi:

4,4/ 4,31/ 4,4/ 4,4/ 4,65/ 4,56/ 4,71/ 4,54/ 4,36/ 4,56/
4,31/ 4,42/ 4,6/ 4,35/ 4,5/ 4,4/ 4,43/ 4,48/ 4,42/ 4,45.

Presupundnd cd X, capacitatea este repartizatd normal N(m,0,09) sd deter-
mindm un interval de incredere pentru medie cu nivelul 0,99.

Calculim 7 = 4,4625, (s*)? = 0,01221. Din conditia 2®(ts) = 0,99 obtinem
ts = 1,96 si intervalul de incredere 4, 331 < m < 4, 5940.
|

Intervale de incredere pentru dispersie Dacd variabila teoretica este normal

distribuita atunci variabila )
ns

o2

urmeazd lege x? cu n — 1 grade de libertate. Determindm x? si 3 astfel ca

Punem conditiile

ns? 1+96
P(— >xi) = —
0%, (5.23)
p"s 9y 1—
& >d ==
Intervalul de incredere are forma
2 2
R (5.24)

X% X1
INTERVAL DE INCREDERE PENTRU DISPERSIA TEORETICA
1. Date de intrare z;, i =1,--- ,n, 9, p;.

2. Calculam dispersia, calculim dispersia de selectie s* sau dispersia mo-
dificata (s*).

3. Determinim Y7 si y3 din tabelele legii x> cu n-1 grade de libertate.



182 CAPITOLUL 5. STATISTICA MATEMATICA

4. Intervalul este de forma

X3 %1
e (n— 1)(s")? (n— 1)(s")?
n—1)(s* n—1)(s*
—2<0'2<—2.
X2 X1

5.3 Teste de concordanta

Variabila teoreticd X cu repartitie cunoscutd are functia de repartitie notatd F'.
Facem o selectie repetatd x,--- ,x, si fie F§ functia de repartitie de selectie.
Verificam ipoteza

(Hp): F =F, (5.25)

cu pragul de semnificatie o € (0, 1). « reprezinta probabilitatea de a respinge o
ipotezd adevirata (eroare I). Numidrul 0 = 1 — o se numeste nivel de incredere.
Puterea unui test 5 € (0,1) este probabilitatea de a accepta o ipotezd falsid
(eroare II).

Hy adevarata | H; adevirata
Hy acceptata eroare II
H, acceptata eroare [
Testul >

Presupunem cé variabila aleatoare teoreticd are repartifie necunoscutd; notim cu
F functia de repartitie.

Fie x4, --- , z, o selectie fard intoarcere si fie I functia de repartitie de selectie.
Testam ipoteza (5.25) cu pragul de semnificatie a.

Cazul 1. Repartifia teoreticd este discreta

()
()

Repartitia de selectie are forma
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Conditia (5.25) devine
pi = fi-

183

(5.26)

Cazul 2. Repartitia teoreticd are densitatea de probabilitate f. Presupunem datele

de selectie grupate 1n intervalele
(l07 ll]? (l17 12]7 ) (lk’—la lk]
si fie
(H) pi=Pllioi <X <L} =F()—F(liz1), t=1,--

Fie

_ e (n; — npi)2
Un) =) ~——

i=1 "pi
Variabila U (n) are urmitoarea comportare limitd
1. Dacd F' are parametri cunoscuti, atunci dacd pentru n — oo
U(n) — x*, cuk — 1 grade de libertate
2. Daca F' are r parametrii necunoscufi
U(n) — x*, cuk —r — 1 grade de libertate

Punem conditia
P{U(n) > xo} = a

si din tabele determinam c.

TESTUL 2
1. Date deintrare z;, 1 = 1,--- ,n, «a, p;

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

2. Estimam cei  parametri necunoscuti ai variabilei aleatoare teoretice.

3. Calculam U(n) cu formula (5.28).

4. Din tabelele legii x* cu k — r — 1 grade de libertate determinam y?

S. Testare.
1. Daca U(n) < x2, acceptam ipoteza (H).
2. Daca U(n) > x2, respingem ipoteza (H).
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Exemplul 5.3.1 O linie tehnologicd foloseste 4 dispozitive de acelasi tip §i folosite
in aceleasi conditii. Urmdrind defectiunile de-a lungul unei perioade de timp
obtinem

dispozitiv 1 2 3 4 | Total
numadr defectiunin; | 46 33 39 50 | 168

Sd se decidd cu nivelul de incredere o = 0,05 dacd diferentele dintre numerele
de defectiuni este intdmpldtoare sau exprimd prezenta unor defectiuni sistematice
care trebuie remediate.

Variabila de selectie este

1 2 3 4
Xs = ( 46 33 39 50
168 168 168 168
1ar variabila teoretici este

1 2 3 4
Xs = < 1111 )
4 4 4 4
Verificdm ipoteza
(H> pi = fi

Inlocuim in (5.28) si obtinem

z"“: — 1681)
T 1p0l
1681
(46— 42) + (33 — 42)% + (39 — 42)% + (50 — 42)?
N 42

Determindm Y2 din tabelul H(3,1) si obfinem y? = 7.8. Deoarece 4.04 < 7.8,
acceptam ipoteza [, deci defectiunile sunt intimplatoare.

=4.04
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5.4 Metoda celor mai mici patrate

Presupunem cd in urma efectudrii a n experimente obtinem datele

(xivyi)v = 17 , .

Dacd coeficientul de corelatie are modulul apropiat de 1, sau reprezentand grafic

vy A

datele observdm cad acestea “’se aranjeazd” 1n jurul unei drepte y = ax + b atunci
intre variabile existd o legdtura liniara.

Functia de doud variabile (care da patratul distantei dintre ordonatele teoretice si
cele experimentale)

n

Q(a,b) =Y (y; — az; — b)’ (5.32)

i=1
admite punct de minim de coordonate care este solutia sistemului obtinut prin
anularea derivatelor partiale de ordinul I

nb + az = Zyl
i=1 =1
bei + afo = leyz
i=1 i=1 i=1

(5.33)

si are forma

Z”:(x a2 (5.34)
i=1 Z
b=y —ax

Intre variabilele aleatoare exista aproape sigur o relatie liniard de forma

Y=aX+0b, a,beR

Covarianta de selectie este datd de formula

n

1
exy = (x; =) (yi — 7)- (5.35)
i—1
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care poate fi pusa sub forma

n i (@ay) — Qo @) (in, vi) (5.36)

n(n —1) '

Cxy =

Coeficientul statistic de corelatie este

CxXy

(5.37)

Xy = (% -
Sx Sy
Dreapta de regresie este

Ak " (5.38)
Sy Sx

Exemplul 5.4.1 Se cunosc datele de selectie

x; |26 | 8 [10]14]16| 1820|2224
yi |51 1316|2427 |31 |35]41 43|49

Sd determindm legatura liniard dintre variabilele X siY .

Inlocuim in sistemul (5.33) si obtinem

10b 4 140a = 284
1406 + 2440a = 4902

de unde gasim relatia liniara

Y =1,3912 + 1,929X.

5.5 Probleme propuse

1. 10 rezistente au urmadtoarele valori in ohmi: 900/ 1012/ 939/ 1062/ 1017/
996/ 970/ 1079/ 1065/ 1049. Determinati media, dispersia de selectie si
dispersia modificata.
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2. Pe o populatie de 100 de arzdtoare de cuart de 250 W pentru 1dmpi fluores-

cente numerotate de la 1 la 100 s-a masurat tensiunea U in arc, in volti.

nr. | U |nr. | U |nr.| U |nr.| U | nr U
1 [ 134 |21 (134 |41 | 125 |61 | 144 | 81 | 134
2 1332213542136 | 62| 146 | 82 | 132
3 113623136 |43 | 133 |63 | 134 | 83 | 130
4 113324 | 138 |44 | 139 |64 | 142 | 84 | 132
5 [ 13525131 |45 | 131 | 65| 146 | 85 | 138
6 [ 140 |26 | 137 |46 | 141 | 66 | 133 | 86 | 137
7 114127 | 123 | 47 | 128 | 67 | 135 | 87 | 133
8 | 138 |28 129 |48 | 137 | 68 | 126 | 88 | 137
9 [ 13229 | 137 |49 | 128 |69 | 134 | 89 | 130
10 | 130 | 30 | 135 | 50 | 127 | 70 | 127 | 90 | 139
11 {13531 |140 |51 136 |71 | 138 | 91 | 131
12| 144 | 32 | 134 | 52| 136 | 72 | 132 | 92 | 138
131136 33| 130 (53130 |73 126 | 93 | 139
14 | 129 | 34 | 135 |54 | 135 | 74 | 135 | 94 | 141
15122 135|144 | 55| 147 |75 | 143 | 95 | 135
16 | 124 | 36 | 148 | 56 | 134 | 76 | 142 | 96 | 142
17 | 135137 | 140 | 57 | 142 | 77 | 134 | 97 | 138
18 | 139 | 38 | 135 | 58 | 148 | 78 | 143 | 98 | 128
19 | 145139 | 131 |59 | 133 |79 | 140 | 99 | 138
20 | 137 140 | 123 | 60 | 135 | 80 | 140 | 100 | 137

Determinati variabila de selectie atasatd, apoi cea prin gruparea datelor.

3. Urmadtoarele date provin din masurarea a 20 de rezistori, fiecare fiind inregis-

trat din fabricatie cu 100052:

980/ 986/ 1007/ 1005,4/ 1015/ 998,7/ 1002,5/ 999/ 1020/ 1005/

1076,3/ 998/ 1001,5/ 1004/ 988/ 1006,8,/ 1000/ 1008,5/ 1100/ 985.

Determinati media de selectie, dispersia modificatd, excesul, mediana, asi-

metria.

4. Se cunosc 12 madsurdtori (In ohmi) ale rezistentelor de intrare pentru o an-

tena.
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69,71 | 71,56
77,31 | 73,33
69,05 | 66,98
68,66 | 71,72
72,84 | 70,77
75,32 | 71,36

Calculati media si dispersia de selectie si determinafi cite un interval de
incredere pentru media teoretica cu nivelul de incredere 0,95 , presupunand
ca abaterea nominala este 3,6 .

Determinati un interval de incredere pentru dispersie, cu acelasi nivel de
incredere.

5. Ardtati cd intr-o selectie repetatd (fard intoarcere) x;,2 = 1,--- ,n media de
selectie este un estimator absolut corect al mediei teoretice m. Presupunem
ci variabila teoreticd are dispersia 2.

6. La o unitate de productie sunt procesate loturi care contin cate 25 de cipuri.
Pentru 20 de loturi succesive se cunoaste numadrul de cipuri defecte.

Lot | nr. defectiuni | Lot | defectiuni
1 0 11 3
2 1 12 1
3 2 13 4
4 1 14 2
5 2 15 0
6 2 16 1
7 1 17 4
8 1 18 2
9 1 19 0
10 2 20 1

Estimati probabilitatea p, ca un singur cip din totalitatea lor, sa fie defect.

7. Aratati cd dispersia modificatd poate fi pusd sub forma

_nyim = (i w)

(") n(n —1)
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30
Se cunoaste faptul cd 30 de date de selectie au Z x; = 3001607 si abaterea

i=1
medie patraticd s = 120. Aflati media de selectie si intervale de incredere
cu nivelul 0,9 respectiv 0,98 pentru media teoretica.

17 date de selectie au abaterea s* = 92. Determinati un interval de incredere
pentru abaterea medie pdtratica cu nivelul 0,99.

Se fac urmatoarele masurari
848,3/1131,2/980,4/949,1/990/1044,9/898,1/1056,6,/923, 7/1002, 3.

Determinati media de selectie, abaterea standard si intervalele lor confiden-
tiale cu nivelul 0,95.

Aratati folosind metoda verosimilitatii maxime, ca parametrul A al vari-
abilei exponentiale poate fi estimat prin

n
A p— p—
Z?:l i

SN

Aritati folosind metoda verosimilititii maxime, ci parametrul o2 al vari-
abilei repartizate Rayleigh poate fi estimat prin

Se dau perechile de date
y; | 12,45

0,72 | 1,27 | 2,01 | 2,63 | 3,06 | 3,15 4 4,03 | 4,50
9,93 | 6,64 | 10,14 | 8,93 | 13,34 | 11,56 | 16,72 | 19,62 | 15,03

Determinati coeficientul de corelatie si dreapta de regresie.
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Un radar emite semnale intr-un interval de timp Tmpartit in 100 de intervale
de cate 10 secunde. Se obtin urmdtoarele frecvente

Numar de semnal | 0 1 2134 |>=5
Numar de intervale | 11 | 30 |25 (20| 10| 4

Se poate accepta cu pragul de semnificatie & = 0, 01 cd numarul de semnale
urmeaza o lege Poisson ? Dar cu av = 0,05 ?

Se considera urmitoarea serie statisticd 66, 64, 59, 65, 81, 82, 64, 60, 78,
62, 65, 67, 67, 80, 63, 61, 62, 83, 78, 65, 66, 58, 74, 65, 80. Decideti cu
nivelul de incredere 0,99 daca se poate presupune cd selectia provine de la
o populatie normala.

S-au facut urmatoarele masuritori ale perechilor de date (xz;, ;)

i T Yi i T Yi

1 |-198|-18,9 |11 |-12,3| -7,9
21156 | -09 |12 |-12,8 | 13,5
3 1448 | 455 | 13| 40,7 | 17,2
4 |-206| 1,7 |14 ] 92 |-30,1
5 5.6 1.7 | 15| 36,5 | 57,7
6 |-12,3| -22 |16 | -23,4 | -43,1
7 | 48,2 | 51,8 | 17 -9 -34,3
8 |-11,7|-26,7| 18 | 41,1 | 65,8
9 50 414 |1 19| -85 | 51,9
10| 37,4 | 155 (20| 11,2 | 414

Determinati dispersiile modificate (s%)?, (s%-)?, corelaia statisticd, coefi-
cientul de corelatie statisticd. Analizafi existenta unei legaturi liniare intre
variabile.

Ce devine sistemul (5.33) daca aproximarea in sensul celor mai mici patrate
se face cu curbele indicate mai jos ?

l.y=ax
2.y=ar®+br+c
k
Jy=b+—
x
4. y=ke " +b
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S.y=klnx+b

6.y = azx®

5.6 Solutii

1. T=1009Q, s*>= (s5%)?=58,70

2. Grupand datele se obtine tabelul

Tensiunea U | n; | Tensiunea U | n;
122 1 135 1
123 2 136 6
124 1 137 7
125 1 138 7
126 2 139 4
127 2 140 5
128 3 141 3
129 2 142 4
130 5 143 2
131 4 144 3
132 4 145 1
133 6 146 2
134 8 147 1

148 2

Acestui tabel 1 se asociaza imediat o variabila discreta. E mai comod sa
grupam in clase de lungime 3

(122,125, 9125,128], (128,131], (134,137], (140, 143),
(143, 146], (146, 149).

Variabila este

123,5 126,5 129,5 132,5 135,5 138,3
4/100 5/100 10/100 14/100 26/100 18/100

141,5 144,5 147,5
12/100 6/100 5/100 )
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3. Inlocuind in formule obtinem Z = 1009, 32 ©, (s*)? = 794, 079 mediana

1003,25, asimetria este pozitiva si este 2,18, iar excesul 4,06, aratd cd datele
de selectie se reprezinta grafic printr-o curba mai ascutitd decat cea normala.
Putem reprezenta o histograma, grupand datele in subintervalele:

(970, 980], (980, 990], (990, 1000], (1000, 1101], (1010, 1020], (1020, 1100]

Gisim media de selectie = 71, 55, iar din tabelul functiei Laplace, gdsim
ts = 1,96 iar forma intervalului pentru media teoreticd este

(71,55_ 1,96><3,6771’55+ 1,96><3,6)'
V12 V12

Mai 1ntéi calculdm s? = 10, 05. Folosind tabele legii x? obtinem intervalul
de incredere pentru dispersie

12 x 10,05 12 x 10,05
23,337 7 4,404

Deoarece selectia este repetatd putem presupune cd variabilele aleatoare
x;,2 = 1,--- n sunt independente. Atunci media de selectie este

Z?:l Li

n

T =

Verificam conditia (5.15).

S 1 &

M &=t 2N e

=] LS
=1

Dar datele de selectie sunt presupuse cu aceeasi repartitie, deci toate au

media teoreticd m si deci

n

M[f}:%ZM[xi]:%nm:m

=1

Verificdm conditia (5.16) folosind independenta variabilelor.
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D*[7] = D? F::';l x} _ 1 ZEZ;D?[%] _

n n2 4

n
1 Z , o2
= —2 g = —.
n? 4 n
=1
Prin trecere la limitd obtinem afirmatia.

6. Fie X variabila care da numarul de cipuri defecte; observam ca este o vari-
abila Bernoulli. Fiecdrui lot i1 corespunde o variabild X;, ¢ = 1,--- |20,

iar fiecare X si X; sunt repartizate Bernoulli cu n = 25 si p care trebuie
20

determinat. Are loc X = ZXZ" Media teoreticd este M[X] = np. Din
i=1
exercitiul precedent

20
D iy N

np=7=T = %0
Deci 08
p= 50 % 25 =0, 056.

7. Putem scrie dispersia modificatd sub forma

1 -

e D e D R
=1 =1

— nil <ixf—2§ixi+nf2> .
=1 =1

Folosind faptul ca Z x; = nT deducem
i=1

(5%)? = ni : (Z r— %(Z z;)? + %(Z%)z) _

i=1 =1 i=1




194 CAPITOLUL 5. STATISTICA MATEMATICA

8. Media este 100054, iar intervalele sunt (96450, 103658) si
respectiv (94958, 105150).

9. Se obtine 63,47 < s* < 158, 9.
10. 982,49; 82,77; (923,26, 1042,72) si (56,93, 151,12).

11. Functie de verosimiliate este

n P,
V(*Tla to 7xn7)\) = H)\eikgi = \em =17

=1

Derivdm In V' si obtinem ecuatia

12. Functie de verosimiliate este

2
1Ty _ =17
V(:L‘l, e T, 0—) = —02n e 202

Prin derivarea functiei In V' si anularea derivatei gdsim

2 Z?:l xzz

o =
2n

Estimarea este nedeplasata deoarece

M[O‘Q] Z?:l M[l’?]

2n

iar momentul initial de ordin 2 este 202,

13. p=0,71,2 = 2,6, y =12,44, s, = 1,39, s} = 3,88, iar dreapta de
y— 12,44 r—2,0
—— =0,71 )

3,88 ’ 1,39

regresie este
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14. Variabila aleatoare teoreticd are parametrul A necunoscut, pe care il estimam

cu media de selectie
A =2

Calculam probabilitdtile teoretice

po=P{X =0}=0,135
p=P{X=1}=0,27
pe=P{X =2} =0,27
ps = P{X =3} =0,18
pa=P{X =4} =0,09
ps = P{X =5} = 0,055

Variabila
B (11 — 13, 5)2 (30 — 27)2
U ="—%5 T =
_ 2 2 -1 2 1 _ 2 4 _ 2
:+(25 27) +(0 8) +(O 9) +( 5,5) _ 1,687

27 18 9 9,9

Din tabele X%,m = 13,277 si X505 = 9,487. In ambele cazuri acceptim
ipoteza.

15. Estimim media cum = T = 69 si dispersia cu o = s* = 8. Impirtim datele
in intervalele (—oo, 62|, (62,67], (67, 71], (71, 76], (76, +00) astfel ca pro-

babilitatea ca variabila

m . .. . y
sa 1a valori in aceste intervale sa fie 0,2. Se
o
obtine variabila de selectie

v _( 60 645 69 735 T8
=\ 6/25 11/25 0 1/25 7/25

Calculam

6-52 (11-5)2 (0—5)2 (1-52% (7—5)

U(@) =+t

= 16, 4.

Din tabelele x* cu 2 grade de libertate avem xg,, = 9,21. Respingem
ipoteza.
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Mediile de selectie sunt * = 9,575, y = 5.82. Abaterile medie patratica
sy = 26,82, sj = 35,57

(%)% = 719, (s%)* = 1265,69, cxy = 783, rxy = 0,82 Putem
presupune o legdtura liniard, deoarece coeficientul de corelatie este apropiat
de 1, iar dreapta este

Y — 5,82 X —
Y o082 () g =957
35,57 26, 82

n n

2

1. E Ty = a E x;
i=1 i=1

zn:yi = azn:x?%—bzn:xi—l—nc
2. gxy = ;:lix?;b:lim? +cixi
§x2y :a§x§+b§x§+c§x§
i=1 i=1 i=1 i=1
3. Facem transformarea u = é,v = y si obtinem
iyi = ki% +nb
— —

i=1 !

4. Facem transformarea u = e~ “, v = y si obtinem

iyi = kie‘“ + nb

i=1 i=1

Z yie =k Z e i p Z e
i=1 i=1 i=1

5.Facem transformarea u = In z, v = y si obtinem

i=1 i=1
Zyi Inz, = kZln2 T; + bZlnxi
i=1 i=1 i=1
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6. Facem transformarea © = Inx, v = Iny si obtinem

ilnyi = ailnxi%—nlna

i=1 i=1

Zlnyilnxi = aZln‘g:Ei—klnaZlnxi
i=1 i=1 i=1
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Capitolul 6

Anexe

6.1 Repartitii uzuale

Repartitia Bernoulli

0<k<n
PIX =k} = k. k n—k = =
{ } = Cup'q D pdg=1

M[X] =np; D?[X] =npg; )= (¢g+pe’ )"

03] 3
o.a;
o.az
0.4;

0,2+

L L e [ e L I S e B S S S s B S
1 2 3 4 5 6 0 2 4 6 8

Densitatea de probabilitate Functia de repartitie

Figura 6.1: Repartitia Bernoulli

Repartitia Poisson

P{X = k} = coeficientul lui z* din I—I(qZ +pix), pit+q =1

i=1
n

M[X]= Zpi; D*X] = Zpi% o(t) = H(Qz + pie’ )

i=1

199
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Repartitia geometrica

P{X =k} = g 1<k <+

ptqg=1
Mix) =L prx) = Lo = 2
P T YT T

Repartitia Poisson (cu o infinitate numarabila de valori)

DU
PAX =k} = ek =0,12,...

MX] =X D’[X] =X o) ="

Repartitia hipergeometrica

kom—k
P{X:k}zcacb 0<N<a+b,

Cily k<a
an abn(a+b—n)
M[X] = ; D*[X] =
X a+b’ ] (a+b)*(a+b—1)

Repartitia Pascal (binomiala cu exponent negativ)

o . m—1_m k—m 1M 2 17
P{X =k}=C"p"q k> m
M) =7 D] = Tk

) 2 P =G

pelt

)m
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Repartitia uniforma X : U(a,b)

L <x<b
a x
fl@)=9 b—a’ ’
0, z ¢ (a,b)
a+b (b—a)2 ejtb_ejta
M[X]=——; D’[X] = D op(t) =
o,é 0,3 //

Densitatea uniforma

Functia de repartitie uniforma

Figura 6.2: Repartitia uniforma

Repartitia exponentiala

e Mt dacit >0,
F() = { p

0 ,dacat <0, u>0
1 L
M[X]==; D’[X] = —; o) = ——
X]= 0 DXl =5 el =L
I

X

Densitatea exponetiald

X

Functia de repartitie exponetiala

Figura 6.3: Repartitia exponetiald

201
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Repartitia normala X : N(m,o?)

VreR
‘P(t) — i mt—0c??/2

.
0,8:
O,E:
04}
\ 02
Densitatea normala Functia de repartitie normala

Figura 6.4: Repartitia normald

Repartitia Gama
L)\(/\aﬁa—le—)\m,

f(x) =4 T(a)
0, x <0

Q@ o A “
— DYX] = — =(—=—

o] | ]
J / 089
0,64 ]

40

|
02;“‘ 02E
.l |

\\\\\ = =
-2 0 2 4 6 -2 -1 0 1 2 3 4

a>0A>0

Repartitia Gama Functia de repartitie Gama

Figura 6.5: Repartitia Gama
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Repartitia Erlang
)\G—Ax()\x)n—l
A e N >0
flz) = -1 77 A>0
0, z <0
n n A "
M[X] =< D’[X] = = ealt
X = % DX = = (125)
Repartitia Rayleigh
T2
Joy=1 27 720 asg
0, z <0

Repartitia "’hi patrat”

1 2
n/2—1_-—x/2c >0
f@)={ 22T/ ¢ 7Y neN
0, z <0

M[X] = no? D*X]=2no* o(t)=(1—-20%75)">

0,81

0,69

0] / 041
0,05 / 021

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4

Densitatea x? Functia de repartitiey>

Figura 6.6: Repartitia
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Repartitia Cauchy

=———, 2R, a>0
f0)= R @
p(t) = el

Repartitia Cauchy Functia de repartitie
Figura 6.7: Repartitia Cauchy
Repartitia Laplace

f(t) = ge_“m reR, u>0)

Mm:mmmzé;wo—il

Repartitia Laplace Functia de repartitie Laplace

Figura 6.8: Repartitia Laplace
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Repartitia Beta

l‘m_l(l —gj)”_l
<z <

flx) = B(m,n) O\x\l,m>0,n>0
0, z ¢ (0,1)
m mn

M[X] = ; D*[X] =

[X] m+n’ X] (m+n)2(m+n+1)

0,84
0,64
0,44

0,21

Repartitia Beta Functia de repartitie Beta

Figura 6.9: Repartitia Beta

Repartitia Student

13

I

0,6

|

0fa-

0,24

2 -1 0 1 2 -4 2 0 2 4

Repartitia Student Functia de repartitie Student

Figura 6.10: Repartitia Student
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Repartitia Weibull

0 05 1 15 2 0 05 1 15 2

Repartitia Weibull Functia de repartitie Weibull

Figura 6.11: Repartitia Weibull

Aot le™ >0,
f(t)—{ ) (20 (aeR,).

i =r (1 1) (2
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4 2
3 15
y2 y —
15 0,55
O e e L e e PLJ m B e e L s e e
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2

Repartitia Weibull Functia de repartitie Weibull

Functii de fiabilitatea Weibull Rate Weibull

rosu A=3, a=2
albastru A=1 a=1
negru A=1 a= V2
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6.2 Functiile lui Euler

Functia gama ( integrala euleriand de speta a doua) este definitd prin:

+o00
[(x) = / t" e tdt
0

este convergentd pentru z > 0.

(6.1)

Folosind de exemplu relatia de recurentd, functia gama poate fi prelungita analitic
in domeniul C \ {0,—1,—2,...,—n,...}; functia admite poli simpli punctele

{0,—1,-2,...,—n,...}.
Teorema Au loc urmdtoarele relatii:

['(z+ 1) = 2T'(2) (formula de recurentd)

L)1 —2)=- , 2 ¢ Z (formula complementelor)
sinz
1 1 m 2k +1
D(= 4 2)0(= — 2) = keZ
G+aC-9=—"— ¢ (X ke
P(AN(~2) = ———— 2¢ Z
2)(—z) = — z
zsinmwz’
[(1—2)=—z'(—2).
Valori particulare

r() = Va
F(n—i—§): 1 3-5---2(3n—1)ﬁ: (2n2—nl)!!ﬁ’neN
F(—n—l—%)z%ﬁ,nel\?.

Functia beta (integrala euleriand de speta intai) este definita prin:

1
B(p,q) = / 2?1 (1 —2)"'dz, Rep >0, Req >0
0

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)
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Teorema Au loc reprezentdrile integrale:

1
I'(z) = 2/ e 127 1dt, Rez>0
0

I'(z) = / (ln ;) dt, Re z >0
0

!

5(]9761):/0 mdt, Rep >0, Req>0

s

B(p,q) = 2/2 sin® 1@ cos® 10, Rep >0, Req> 0.
0

Teorema Se verificd urmdtoarele identitdti:

L(p)I'(q)
I'(p+q)

B(p,q) = B(q,p)

B(p,q) =

_ 1 _ 4
Bp,q+1)= p+qﬂ(p, q) pﬁ(p+ 1,q)

B(p.q) = %ﬁ(p +1,q—1)

n!

plp+1)---(p+n)
Din (6.12) deducem:

/ e dy = ﬁ
0 2
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(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

6.21)
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o-algebrd, 17

abaterea medie patraticd, 64
aranjamente, 6

asimetria, 170
autocorelatia, 151
autocovarianta, 151

batoane, 170

camp infinit de probabilitate, 18

camp finit de probabilitate, 6

cazuri favorabile, 3

cazuri posibile, 3

Chapman-Kolmogorov, 138

coeficientul de corelatie, 152

coeficientul statistic de corelatie, 184

combinari, 6

corelatia Incrucisatd, 152

corelatia, 117

Corelatia unei variabile bidimensionale,
117

covarianta incrucisatd, 153

covarianta, 43, 64

covarianta de selectie, 184

definitia axiomatica a probabilitatii, 18

densitdti marginale condifionate, 102—
104

densitdtile marginale, 101

densitate de probabilitate, 38, 59

densitatea exponentiald , 121

densitatea de probabilitate a unei trans-
formari, 114

densitatea de probabilitate bidimensionald,
100

densitatea de probabilitate conditionata,
62

dispersia, 42, 64

dispersia de selectie, 170

dispersia modificatd, 170

dispersia unui proces, 152

distributia Dirac, 38, 96

dreapta de regresie, 184

elipsa de egald probabilitate, 112
elipsoidul de egala probabilitate, 113
ergodicitate, 141

estimare absolut corecta, 174
estimare nedeplasata, 174

estimare punctuald, 174

eveniment contrar, 4

evenimente elemenatre, 3
evenimente global independente, 12
evenimente incompatibile, 4
evenimente independente, 11
evenimentul contrar, 8

evenimentul imposibil, 8
evenimentul sigur, 8

excesul, 170

formula lui Bayes, 63, 104

formula probabilitatii totale, 63

frecventa relativa, 168

frecventa absoluta, 167

functia caracteristica a repartitiei normale,
67

functie de corelatie, 153

210
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functie de repartitie n—dimensionald, 150 momentul centrat de selectie de ordin 7,

functie de repartitie conditionatd, 60
functiei lui Laplace, 65

functia de fiabilitate, 76

functia de repartitie, 37

functia de repartitie bidimensionald, 100
functia de verosimilitate, 176

functia frecventelor cumulate, 168
functia unitate, 38

functii de repartitie marginald, 100
functia caracteristica, 43

histograma, 170

inegalitatea lui Boole, 10

inegalitatea lui Cebasev, 65

intersectia evenimentelor, 4

interval aleator intr-un proces Poisson,
146

interval de incredere, 177

lant Markov omogen, 134
lant, 133

lantMarkov, 133

legare in paralel, 79

legare in serie, 78

legea evenimentelor rare, 47

masurd Lebesgue, 18

matrice de trecere, 134

matrice stochastica, 134

media , 40

media de selectie, 169

media unei transformari, 64
media unei variabile bidimensionale, 117
media unei variabile continue, 63
media unui proces, 151

mediana, 41, 169

moda, 41, 169

momentul centrat de ordin r, 41
momentul centrat de ordin r, 64

169
momentul de producere a unui eveni-
ment, 146
momentul initial de ordin r, 64
momentul initial de ordinul r, 40
momentul initial de selectie de ordinul
r, 169

nivelul de incredere, 177

permutéri, 6

prag de semnificatie, 180

principiul multiplicarii, 6
probabilitdti conditionate, 11
probabilitdti de trecere, 134
probabilitdti marginale, 96
probabilitdti de trecere, 134
probabilitdti de trecere dupd n pasi, 136
probabilitate 1n sens clasic, 5
probabilitatea unei diferente, 9
probabilitatea unei intersectii, 13
probabilitatea unei reuniuni, 9
proces continuu, 154

proces cu cresteri independente, 145
proces cu spectru discret, 155
proces de nagtere moarte, 148
proces stationar 1n sens restrans, 153
procese independente, 152

procese necorelate, 153

procese ortogonale, 152
proprietatea Markov, 133

puterea unui test, 180

ratd de defectare, 76

regula celor 30, 67

relatia de implicatie, 4

reparti tii marginale conditionate, 104

repartifia binomiald cu exponent nega-
tiv (Pascal), 50

repartitia exponentiald, 74, 78
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repartitia geometrica, 51
repartifia normald n-dimensionald, 111
repartitia Poisson, 45
repartitia Poisson , 47
repartitia Rayleigh, 78, 122
repartitia Weibull, 78
repartitia binomiald, 43
repartitia Bernoulli, 44
repartitia Cauchy, 80, 126
repartitia Erlang, 79
repartitia exponentiald, 146
repartitia Gamma, 79
repartitia hi patrat, 80
repartitia Laplace, 80
repartitia normald n-dimensionald, 111
repartitia produsului, 36
repartitia Rayleigh, 80
repartitia Simpson, 123
repartitia Snedecor, 80
repartitia Student, 80, 127
repartitia sumei, 35
repartitia unei variabile, 34
repartifia uniforma, 72, 147
repartitia Weibull, 80
repartitia Beta, 80
reuniunea evenimentelor, 4

selectie, 167

selectie repetatd, 167

serie statistica, 167

sistem complet de evenimente, 14
spectru, 155

speranta, 40

stari, 133

statistica, 173

teorema limitd centrala, 68
teorema Moivre Laplace, 69
transformata Fourier, 65

variabiabile Cauchy, 126
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1.0
11
12
13
14
15
16
17
18
1.9
20
2.1
2.2
2.3
24
25
2.6
2.7
28

29
3.0

.00

.0000

.0398
.0793
179
.1554
1915
.2257
.2580
.2881
.3159
3413
.3643
.3849
4032
4192
4332
4552
4554
4641
4713
AT772
4821
4861
4893
4918
4938
4953
4965
4974

4981
4987

.01

.0040

.0438
.0832
1217
1501
1950
.2291
.2611
.2910
.3186
.3438
.3665
.3869
4049
4207
4345
4463
4564
4649
4719
4778
4826
4864
4896
4920
4940
4955
4966
4975

4982
4987

Tabelul daprobabilitatea P (0 < Z < z) pentru variabilanormala Z
Deexemplu: P (0< Z < .43) = .1664 .

Variabila normala N(0,1)

.02

.0080

.0478
.0871
1255
.1628
.1985
2324
.2642
.2939
3212
3461
.3686
.3888
.4066
4222
4357
4474
4573
4656
4726
4783
4830
4868
4898
4922
4941
4956
4967
4976

4982
4987

.03

.0120

.0517
.0910
1293
.1664
.2019
.2357
.2673
.2967
.3238
.3485
.3708
.3907
4082
4236
4370
4484
4582
4664
4732
4788
4834
4871
4901
4925
4943
4957
4968
4977

4983
4988

.04

.0160

.0557
.0948
1331
.1700
.2054
.2389
2704
.2995
.3264
.3508
3729
.3925
4099
4251
4382
4495
4591
4671
4738
4793
4838
4875
4904
4927
4945
4959
4969
A977

4984
4988

.05

.0199

.0596
.0987
.1368
1736
.2088
2422
2734
.3023
.3289
3531
3749
.3944
4115
4265
4394
4505
4599
4678
4744
4798
4842
4878
4906
4929
4946
4960
4970
4978

4984
4989

.06

.0239

.0636
.1026
.1406
772
2123
.2454
2764
3051
3315
.3554
3770
.3962
4131
4279
4406
4515
.4608
.4686
4750
4803
4846
4881
4909
4931
4948
4961
4971
4979

4985
4989

.07

0279

.0675
.1064
.1443
.1808
2157
.2486
2794
.3078
.3340
3577
.3790
.3980
4147
4292
4418
4525
4616
4693
4756
4808
4850
4884
4911
4932
4949
4962
4972
4979

4985
4989

.08

.0319

0714
1103
.1480
1844
.2190
2517
.2823
.3106
.3365
.3599
.3810
.3997
4162
4306
4429
4535
4625
4699
4761
4812
4854
4887
4913
4934
4951
4963
4973
4980

4986
4990

.09

.0359

.0753
1141
1517
.1879
2224
.2549
.2852
3133
.3389
3621
.3830

401~

A17
4319
4441
454 -
463"
4706
4767
481
.485,
4890
4916
4936
49 -
49~
49 ~
.498:
49C

499C
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Variabila Student

n 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005
1 3078 6314 12706  31.821  63.657
2 1.886  2.920 4.303 6.965 9.925
3 1.638  2.353 3.180 4.525 5.797
4 1533 2132 2.777 3.744 4.596
5 2571 3.365 4.030
6 1440  1.944 2.448 3.143 3.707
7 1415  1.895 2.365 2.999 3.500
8 1397  1.860 2.307 2.897 3.356
9 1.383  1.834' 2.263 2.822 3.250
10 1372 1.813 2.229 2.764 3.170
11 1.364  1.796 2.202 2.719 3.106
12 1.356  1.783 2.179 2.682 3.055
13 1350 1771 2.161 2.651 3.013
14 1345  1.762 2.145 2.625 2.977
15 1341  1.753 2.132 2.603 2.947
16 1337  1.746 2.120 2.584 2.921
17 1334  1.740 2.110 2.567 2.899
18 1331 1.734 2.101 2.553 2.879
19 1.328  1.730 2.094 2.540 2.861
20 1326 1.725 2.086 2.529 2.846
21 1323 1721 2.080 2,518 2.832
22 1321  1.718 2.074 2.509 2.819
23 1320 1.714 2.069 2.500 2.808
24 1318 1711 2.064 2.493 2.797
25 1317  1.709 2.060 2.486 2.788
26 1315  1.706 2.056 2.479 2.779
27 1314  1.704 2.052 2.473 2,771
28 1313 1.702 2.049 2.468 2.764
29 1312 1.700 2.046 2.463 2.757
INF 1282  1.645 1.960 2.327 2,576

Examplu: Daca variabila Student are n = 13 grade de libertate si
Se da P(T>1)=0.05 atuncit=1.771.

Examplu: Densitatea Student este simetrica. Daca alegem variabila Student
cu n = 13 grade de libertate si P(T>t) = 0.95, atunci t=-1.771

N reprezinta numarul de grade de libertate
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