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Spatii euclidiene reale

Spatiu euclidian real

Fie V spatiu liniar peste R.

Definitie

Numim produs scalar functia < , >: V x V — R cu proprietafile:
1.<uu> >0vVueV, <uu>=0<u=0y
2.<uv>=<v,u>,vuveV

3. <au+dU,v>=a<uv>+d <U,v>

Vo,o/, e R, u, U €V.

Definitie
Un spatiu liniar peste R inzestrat cu produs scalar se numeste
spatiu euclidian real.
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Spatii euclidiene reale

1.InR", dacd u = (xq,--- ,Xn) Si v=(y1, - ,¥n) atunci

< u,v>= ZX,’}/,'
i=1

este un produs scalar.
2.In Cla, bl = {f: [a,b] — R, f continua }
<f,g>= / f(x)g(x)dx

este un produs scalar.
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Spatii euclidiene reale

Inegalitatea Cauchy Buniakovski Schwarz

Teorema
Fie V un spatiu euclidian real. Pentru orice u,v € V are loc

|<u,v>|<<uu>y/<v,v>. (1)

Demonstratie. Relatia
<u+av,ut+av>>0VuveV VaeR
este echivalenta cu
<UU>42a<UV>+a?<Vv,v>>0

relatie adevaratd dacd A =< u,v >%2 — < u,u>< v,v ><0.
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Spatii euclidiene reale

Numim norma functia || || : V — R4 cu proprietatile:
1. Jull >0, [lu] =0 < u=0y
2. aul| = |afflu]

3. Nu+ vl <ul+ vl
pentru orice u,v € V,a € R.

Daca V este spatiu euclidian real, atunci
lull = vV<u,u> ()

este o norma.
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Spatii euclidiene reale

Unghiul a doi vectori

Fie u,v € V\ {0y}. Numim unghiul celor doi vectori, unghiul
¢ € |0, 7) cu proprietatea

<uv>
lullliv]l

Vectorii u, v € V se numesc ortogonali, daca < u,v >= 0.

Observatie. Daca u, v, u # 0,, v # 0y sunt ortogonali, atunci
Cosp = 3.
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Spatii euclidiene reale

Complement ortogonal

Fie V un spatiu euclidian si Vi C V. Spunem ca u € V este
ortogonal pe V; daca

<u,v>=0, VveV.

Fie V un spatiu euclidian si Vi C V. Numim complement
ortogonal al lui Vi mulfimea

Vi={ueV]| <uv>=0, YWeV.} (4)

Teorema
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Spatii euclidiene reale

Expresia produsului scalar intr-o baza

Fie V un spatiu euclidian de dimensiune nsi B = {ey,--- ,en}
o baza. Pentru u,v € V are loc

n n
u=>y xe, v=> ye.
i=1 j=1
Atunci expresia produsului scalar este

n n
<uv>=> Y xy<ene>. (5)
i=1 j=1
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Baza ortonormala

Procedeul Gram Schmidt de ortonormalizare

Baza ortonormala

Fie V un spatiu euclidian de dimensiune nsi B = {uy,--- ,un}
0 baza.

Baza B = {uy,--- ,un} se numeste ortonormala daca

0 i#j

<U,',Uj>:{ 1 i:j

Exemplu. Baza canonica din R":

e1 :(150)"'70)562:(07150)"'ao)a"')en:(o7"'ao)1)'
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Baza ortonormala
Procedeul Gram Schmidt de ortonormalizare

Teorema de ortonormalizare

Teorema

In orice spatiu euclidian V de dimensiune n, exista baze

ortonormale.
Demonstratie. Fie 5 = {f;,--- ,f,} 0 baza. Consideram
vectorii
g1 ="
9o = o — 2101
g3 =k —a3191 — az@o (7)
gn= fn — ant g1 —app@2 — -+ — ann-19n-1
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Baza ortonormala

Procedeul Gram Schmidt de ortonormalizare

Determinam «; punand conditiile de baza ortonormata.
0=<91,02 >=<fi, b —apitfi >=<fi,b > —apy < f, 1 >

De unde (g
<Nk, >
Qg1 = — o (8)
1112

Din

0=<01,93 >=< g1, — a3191 — az20e >=

< O1,f3> —az1 < g1, fr > —aga < G192 >,
deducem

< fi, 3 >
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Baza ortonormala

Procedeul Gram Schmidt de ortonormalizare

Din
0=<0p,f3 — 3101 — az2G2 >=
=< Qo,f3 > —a31 < G2, 01 > —32 < 92,02 >
deducem ‘
< @2,I3 >
agp = — 15— (10)
19211
Procedand astfel in continuare, obtinem vectorii
{91,092, -, gn} ortogonali doi cate doi.
Multimea de vectori de forma
6 =2 (11)

gl
este o baza ortonormala.
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Spatii euclidiene complexe

Produs scalar complex

Fie V spatiu liniar peste C.

Definitie

Numim produs scalar complex funcfia <, >: V x V — C cu
proprietatile:

1.<uu> >0VvueV, <uu>=0< x=0y
2.<uv>=<v,u>,Vu,veV

3. <au+dU,v>=a<uv>+d<U,v>

Va,o/,e C, u, U eV.

in formula 2., in membrul al doilea apare conjugarea numarului
complex.
Observatie. Are loc

<uUav>=a<uVv>.
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Spatii euclidiene complexe

1.1nC" dacd u = (x1,---,Xp) siv=(yq,---,yn) atunci

< UV >= Zx,-y,-
i—1

este un produs scalar.
2.In Cla, bl = {f:[a,b] — C, f continua }
<f,g>= / f(x)g(x)dx

este un produs scalar.
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Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale
Transformari ortogonale Transformari unitare

Matrice ortogonala

Matricea A € M,(R) se numeste ortogonala daca

A-AL=A A=,

O matrice ortogonala are proprietatile
1. det(A) = +1
2. A=A
; : 1 i)
3. Ea,-kajk = ;ak,-akj = { 0 iZj
4. Produsul a doua matrice ortogonale este o matrice
ortogonala.
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Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale
Transformari ortogonale Transformari unitare

Demonstratie

1. det(A - Al) = det(A)? = 1; de unde det(A) = +1.
2. Evident

3. Evident

4.(A-B)-(A-B)=A-B-Bl-A = I,

Teorema

Matricea de schimbare de la o baza ortornormala la o alta baza
ortonormala este ortogonala.
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Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale
Transformari ortogonale Transformari unitare

Demonstratie

Fie B={ey,---,en} siB' ={€},--- , €} doud baze
ortonormale.
Fie C matricea de schimbare de baza de la B la B’. Au loc

n n
/ /
i = Z Cki€j ej = Z cjéy.
k=1 =1

Pentru i # j are loc

n n n n
O=<ée,e>=>") cncy<exe>=)» > CuCy k=1

k=1 I=1 k=1 I=1
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Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale

Transformari ortogonale Transformari unitare

n n
T=<e,e>=> > cxck < ek e >
k=1 1=1

Pentru k = [ avem

Deci C este ortogonala.
Consecinta. Schimbarea coordonatelor la o schimbare de
baze ortonormale se face dupa formula

o o

/
Qp —Ct a2




Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale

Transformari ortogonale Transformari unitare

Fie V un spatiu euclidian real, de dimensiune n.

Definitie

Transformarea liniara f : V — V se numeste ortogonala, daca
matricea sa relativ la o baza ortonormala este ortogonala.

Teorema

Fie f : V — V o transformare liniara. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1. f este ortogonala

2. f pastreaza produsul scalar, adica

< f(u), f(v) >=< u,v>, Yu,veV

3. Matricea transformarii relativ la orice baza ortonormala este
ortogonala.
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Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale
Transformari ortogonale Transformari unitare

Demonstratie

1 — 2 Fie B={ey,---,en} 0baza ortonormala. Pentru
n n
u= Zx,-e,- siv= Zy,-e,- au loc
i=1 i=1

n n

fu)y=> xif(e)=> x> axex
i= k=1

i=1

n n

n
f(v) =Y _yf(e) =D ¥ > amenm
j=1 j=1 m=t
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Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale

Transformari ortogonale Transformari unitare

Au loc

n n

< f(u), f(v) >= szlnzak,zam,< €k, em > .

i=1 j=1

Deoarece B este ortonormala are loc

<o op>=4 | k=m
Rezulta
n n n
< f(u), f(v) >= Zx,y/Zak,ak, Zx,-y,- —<uv>.
i=1 j=1 i=1

in relatiile de mai sus s-a folosit faptul ci A este ortogonali.
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Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale

Transformari ortogonale Transformari unitare

2 — 1 rezulta din rafionamentul de mai sus.
Corolar. Daca f € L(V) este ortogonal, atunci are loc

(W)l = llull, vu e V.
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Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale
Transformari ortogonale Transformari unitare

Propozitie

1. Daca f € L(V) este ortogonal, atunci f este injectiv.

2. Compunerea a doua transformari ortogonale este o
transformare ortogonala.

3. Inversa unei transformari ortogonale este o transformare
ortogonala.
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Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale
Transformari ortogonale Transformari unitare

Transformari unitare

Fie V un spatiu euclidian complex.

Transformarea f € L(V) se numeste unitara daca transforma o
baza ortonormala intr-o baza ortonormala.

Exemplu.
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Matrice ortogonala
Transformari ortogonale in spatii euclidine reale
Transformari ortogonale Transformari unitare

Teorema

Fie f : V — V o transformare liniara. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1. f este unitara

2. f pastreaza produsul scalar, adica

< f(u), f(v) >=< u,v>, Yu,veV

3. Matricea transformarii relativ la o baza ortonormala,
A € Mp(C) satisface
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Transformari autoadjuncte

Fie V spatiu euclidian finit dimensional.

Transformarea f € L(V) se numeste autoadjuncta, daca

< f(u),v >=<u,f(v) >, Yu,veV.

Teorema
1. Dacal = R, atunci f este autoadjuncta daca si numai daca
A = Al unde A este matricea transformadrii in orice baza a lui

V.
2. Dacarm = C, atunci f este autoadjuncta daca si numai daca

—t . o o . o .
A = A ,unde A este matricea transformarii in orice baza a lui V.
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Transformari autoadjuncte

Demonstratie

1. FieB = {ey, -, en} 0 baza ortonormala. Demonstram
relatia doar pe vectorii bazei.

n n
< f(e,-), € >=< Zak,-ek, € >= Z agi < €k, & >= ajj.

P P
n n

< e, f(g) >=< e, ayex >=» ay< 6,6 >= aj.
pa k=1

2. E suficient sa observam ca:
n

< e, f(e)>=> 2y < e, e >=13;.
k=1
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Transformari autoadjuncte

Teorema

Fie V un spatiu euclidian si f € L(V) o transformare
autoadjuncta. Atunci toate valorile proprii sunt reale.

Demonstratie. Fie A € C o valoare proprie siu € V,u # 0y
vector propriu asociat. Din f(u) = Au deducem

< f(u),u>= A|jul®

< u, f(u) >= X||u|]2.
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Transformari autoadjuncte

Teorema

Fie V un spatiu euclidian si f € L(V) o transformare
autoadjuncta. Atunci la valori proprii distincte, vectorii proprii
sunt ortogonali.

Demonstratie. Fie \, \' € R valoari proprii distincte gi
u,u € V,u+#0y,u # 0y vectorii proprii asociati. Din
f(u) = Au, f(U') = XU avem
< f(u),u >=<u, f(U) >
echivalent cu
<A U >=<uNu >

de unde
A=XN)<u U >=0.
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Transformari autoadjuncte

Teorema

Fie V un spatiu euclidian real si h : V — R o forma patratica.
Atunci exista o baza ortonormala, in raport cu care h are forma
canonica.
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