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4 Transformări ortogonale
Matrice ortogonală
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Spaţiu euclidian real

Fie V spaţiu liniar peste R.

Definiţie

Numim produs scalar funcţia < , >: V ×V → R cu proprietăţile:
1. < u,u > ≥ 0,∀u ∈ V , < u,u >= 0⇔ u = 0V
2. < u, v >=< v ,u >, ∀u, v ∈ V
3. < αu + α′u′, v >= α < u, v > +α′ < u′, v >
∀α, α′,∈ R, u,u′ ∈ V.

Definiţie

Un spaţiu liniar peste R înzestrat cu produs scalar se numeşte
spaţiu euclidian real.
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Exemple

1. În Rn, dacă u = (x1, · · · , xn) şi v = (y1, · · · , yn) atunci

< u, v >=
n∑

i=1

xiyi

este un produs scalar.
2. În C[a,b] = {f : [a,b]→ R, f continuă }

< f ,g >=

∫ b

a
f (x)g(x)dx

este un produs scalar.
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Bază ortonormală
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Inegalitatea Cauchy Buniakovski Schwarz

Teoremă
Fie V un spaţiu euclidian real. Pentru orice u, v ∈ V are loc

| < u, v > | ≤
√
< u,u >

√
< v , v >. (1)

Demonstraţie. Relaţia

< u + αv ,u + αv >≥ 0, ∀u, v ∈ V , ∀α ∈ R

este echivalentă cu

< u,u > +2α < u, v > +α2 < v , v >≥ 0

relaţie adevărată dacă ∆ =< u, v >2 − < u,u >< v , v >≤ 0.
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Definiţie

Numim normă funcţia ‖ ‖ : V → R+ cu proprietăţile:

1. ‖u‖ ≥ 0, ‖u‖ = 0⇔ u = 0V
2. ‖αu‖ = |α|‖u‖
3. ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.

,

pentru orice u, v ∈ V , α ∈ R.

Teoremă
Dacă V este spaţiu euclidian real, atunci

‖u‖ =
√
< u,u > (2)

este o normă.
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Unghiul a doi vectori

Definiţie

Fie u, v ∈ V \ {0V}. Numim unghiul celor doi vectori, unghiul
ϕ ∈ [0, π) cu proprietatea

cosϕ =
< u, v >
‖u‖‖v‖

. (3)

Definiţie

Vectorii u, v ∈ V se numesc ortogonali, dacă < u, v >= 0.

Observaţie. Dacă u, v ,u 6= 0v , v 6= 0V sunt ortogonali, atunci
cosϕ = π

2 .
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Transformări ortogonale
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Complement ortogonal

Definiţie

Fie V un spaţiu euclidian şi V1 ⊂ V. Spunem că u ∈ V este
ortogonal pe V1 dacă

< u, v >= 0, ∀v ∈ V1.

Definiţie
Fie V un spaţiu euclidian şi V1 ⊂ V. Numim complement
ortogonal al lui V1 mulţimea

V⊥1 = {u ∈ V | < u, v >= 0, ∀v ∈ V1.} (4)

Teoremă

V⊥1 este subspaţiu liniar.
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Expresia produsului scalar într-o bază

Fie V un spaţiu euclidian de dimensiune n şi B = {e1, · · · ,en}
o bază. Pentru u, v ∈ V are loc

u =
n∑

i=1

xiei , v =
n∑

j=1

yjej .

Atunci expresia produsului scalar este

< u, v >=
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyj < ei ,ej > . (5)
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Procedeul Gram Schmidt de ortonormalizare

Bază ortonormală

Fie V un spaţiu euclidian de dimensiune n şi B = {u1, · · · ,un}
o bază.

Definiţie

Baza B = {u1, · · · ,un} se numeşte ortonormală dacă

< ui ,uj >=

{
0 i 6= j
1 i = j

(6)

Exemplu. Baza canonică din Rn:

e1 = (1,0, · · · ,0),e2 = (0,1,0, · · · ,0), · · · ,en = (0, · · · ,0,1).
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Procedeul Gram Schmidt de ortonormalizare

Teoremă de ortonormalizare

Teoremă

În orice spaţiu euclidian V de dimensiune n, există baze
ortonormale.

Demonstraţie. Fie B = {f1, · · · , fn} o bază. Considerăm
vectorii 

g1 = f1
g2 = f2 − α21g1
g3 = f3 − α31g1 − α32g2
· · ·
gn = fn − αn1g1 − αn2g2 − · · · − αn,n−1gn−1

(7)
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Procedeul Gram Schmidt de ortonormalizare

Determinăm αij punând condiţiile de bază ortonormată.

0 =< g1,g2 >=< f1, f2 − α21f1 >=< f1, f2 > −α21 < f1, f1 >

De unde
α21 =

< f1, f2 >
‖f1‖2

(8)

Din
0 =< g1,g3 >=< g1, f3 − α31g1 − α32g2 >=

< g1, f3 > −α31 < g1, f1 > −α32 < g1g2 >,

deducem
α31 =

< f1, f3 >
‖f1‖2

(9)
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Procedeul Gram Schmidt de ortonormalizare

Din
0 =< g2, f3 − α31g1 − α32g2 >=

=< g2, f3 > −α31 < g2,g1 > −α32 < g2,g2 >

deducem
α32 =

< g2, f3 >
‖g2‖2

. (10)

Procedând astfel în continuare, obţinem vectorii
{g1,g2, · · · ,gn} ortogonali doi câte doi.
Mulţimea de vectori de forma

ei =
gi

‖gi‖
(11)

este o bază ortonormală.
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Produs scalar complex

Fie V spaţiu liniar peste C.

Definiţie

Numim produs scalar complex funcţia < , >: V × V → C cu
proprietăţile:
1. < u,u > ≥ 0,∀u ∈ V , < u,u >= 0⇔ x = 0V
2. < u, v >= < v ,u >, ∀u, v ∈ V
3. < αu + α′u′, v >= α < u, v > +α′ < u′, v >
∀α, α′,∈ C, u,u′ ∈ V.

În formula 2., in membrul al doilea apare conjugarea numărului
complex.
Observaţie. Are loc

< u, αv >= α < u, v > .
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Exemple

1. În Cn, dacă u = (x1, · · · , xn) şi v = (y1, · · · , yn) atunci

< u, v >=
n∑

i=1

xiy i

este un produs scalar.
2. În C[a,b] = {f : [a,b]→ C, f continuă }

< f ,g >=

∫ b

a
f (x)g(x)dx

este un produs scalar.
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Matrice ortogonală

Definiţie

Matricea A ∈Mn(R) se numeşte ortogonală dacă

A · At = At · A = In.

Propoziţie

O matrice ortogonală are proprietăţile
1. det(A) = ±1
2. A−1 = At .

3.
n∑

k=1

aikajk =
n∑

k=1

akiakj =

{
1 i 6= j
0 i = j

4. Produsul a două matrice ortogonale este o matrice
ortogonală.
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Demonstraţie

1. det(A · At ) = det(A)2 = 1; de unde det(A) = ±1.
2. Evident
3. Evident
4. (A · B) · (A · B)t = A · B · Bt · At = In.

Teoremă
Matricea de schimbare de la o bază ortornormală la o altă bază
ortonormală este ortogonală.
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Demonstraţie

Fie B = {e1, · · · ,en} şi B′ = {e′1, · · · ,e′n} două baze
ortonormale.
Fie C matricea de schimbare de bază de la B la B′. Au loc

e′i =
n∑

k=1

ckiei e′j =
n∑

l=1

cljel .

Pentru i 6= j are loc

0 =< e′i ,e
′
j >=

n∑
k=1

n∑
l=1

ckickj < ek ,el >=
n∑

k=1

n∑
l=1

ckickj , k = l
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1 =< e′i ,e
′
i >=

n∑
k=1

n∑
l=1

ckicki < ek ,el > .

Pentru k = l avem

1 =
n∑

k=1

c2
ki .

Deci C este ortogonală.
Consecinţă. Schimbarea coordonatelor la o schimbare de
baze ortonormale se face după formula

α′1
α′2
· · ·
α′n

 = Ct


α1
α2
· · ·
αn
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Bază ortonormală

Spaţii euclidiene complexe
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Fie V un spaţiu euclidian real, de dimensiune n.

Definiţie

Transformarea liniară f : V → V se numeşte ortogonală, dacă
matricea sa relativ la o bază ortonormală este ortogonală.

Teoremă
Fie f : V → V o transformare liniară. Următoarele afirmaţii sunt
echivalente:
1. f este ortogonală
2. f păstrează produsul scalar, adică

< f (u), f (v) >=< u, v >, ∀u, v ∈ V

3. Matricea transformării relativ la orice bază ortonormală este
ortogonală.
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Demonstraţie

1→ 2 Fie B = {e1, · · · ,en} o bază ortonormală. Pentru

u =
n∑

i=1

xiei şi v =
n∑

i=1

yiei au loc

f (u) =
n∑

i=1

xi f (ei) =
n∑

i=1

xi

n∑
k=1

akiek

f (v) =
n∑

j=1

yj f (ej) =
n∑

j=1

yj

n∑
m=1

amjem.
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Au loc

< f (u), f (v) >=
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyj

n∑
k=1

aki

n∑
m=1

amj < ek ,em > .

Deoarece B este ortonormală are loc

< ek ,em >=

{
1 k = m
0 k 6= m

Rezultă

< f (u), f (v) >=
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyj

n∑
k=1

akiakj =
n∑

i=1

xiyi =< u, v > .

În relaţiile de mai sus s-a folosit faptul că A este ortogonală.
Spaţii euclidiene
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Transformări unitare

2→ 1 rezultă din raţionamentul de mai sus.
Corolar. Dacă f ∈ L(V ) este ortogonal, atunci are loc

‖f (u)‖ = ‖u‖, ∀u ∈ V .
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Transformări ortogonale
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Propoziţie

1. Dacă f ∈ L(V ) este ortogonal, atunci f este injectiv.
2. Compunerea a două transformări ortogonale este o
transformare ortogonală.
3. Inversa unei transformări ortogonale este o transformare
ortogonală.
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Spaţii euclidiene reale
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Transformări unitare

Fie V un spaţiu euclidian complex.

Definiţie

Transformarea f ∈ L(V ) se numeşte unitară dacă transformă o
bază ortonormală într-o bază ortonormală.

Exemplu.

A =

(
0 i
i 0

)
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Teoremă
Fie f : V → V o transformare liniară. Următoarele afirmaţii sunt
echivalente:
1. f este unitară
2. f păstrează produsul scalar, adică

< f (u), f (v) >=< u, v >, ∀u, v ∈ V

3. Matricea transformării relativ la o bază ortonormală,
A ∈Mn(C) satisface

A · At
= A

t · A = In
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Fie V spaţiu euclidian finit dimensional.

Definiţie

Transformarea f ∈ L(V ) se numeşte autoadjunctă, dacă

< f (u), v >=< u, f (v) >, ∀u, v ∈ V .

Teoremă
1. Dacă Γ = R, atunci f este autoadjunctă dacă şi numai dacă
A = At , unde A este matricea transformării în orice bază a lui
V .
2. Dacă Γ = C, atunci f este autoadjunctă dacă şi numai dacă
A = A

t
,unde A este matricea transformării în orice bază a lui V .
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Demonstraţie

1. Fie B = {e1, · · · ,en} o bază ortonormală. Demonstrăm
relaţia doar pe vectorii bazei.

< f (ei),ej >=<
n∑

k=1

akiek ,ej >=
n∑

k=1

aki < ek ,ej >= aji .

< ei , f (ej) >=< ei ,

n∑
k=1

akjek >=
n∑

k=1

akj < ei ,ek >= aij .

2. E suficient să observăm că:

< ei , f (ej) >=
n∑

k=1

akj < ei ,ek >= aij .
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Transformări ortogonale
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Teoremă
Fie V un spaţiu euclidian şi f ∈ L(V ) o transformare
autoadjunctă. Atunci toate valorile proprii sunt reale.

Demonstraţie. Fie λ ∈ C o valoare proprie şi u ∈ V ,u 6= 0V
vector propriu asociat. Din f (u) = λu deducem

< f (u),u >= λ‖u‖2

< u, f (u) >= λ‖u‖2.
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Teoremă
Fie V un spaţiu euclidian şi f ∈ L(V ) o transformare
autoadjunctă. Atunci la valori proprii distincte, vectorii proprii
sunt ortogonali.

Demonstraţie. Fie λ, λ′ ∈ R valoari proprii distincte şi
u,u′ ∈ V ,u 6= 0V ,u′ 6= 0V vectorii proprii asociaţi. Din
f (u) = λu, f (u′) = λ′u′ avem

< f (u),u′ >=< u, f (u′) >

echivalent cu
< λu,u′ >=< u, λ′u′ >

de unde
(λ− λ′) < u,u′ >= 0.
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Teoremă
Fie V un spaţiu euclidian real şi h : V → R o formă pătratică.
Atunci există o bază ortonormală, în raport cu care h are formă
canonică.
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