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Baze in spatii vectoriale

Definition

Vom spune c3 submultimea (cu un numar finit de vectori)
S={w, - ,Vp,} C V este un sistem de generatori al lui V dac3
subspatiul vectorial generat de S coincide cu V/, adicd

[S]=V

(ceea ce Tnseamnd c3 orice element vector din V se poate scrie ca o
combinatie liniard de vectori din S).

Definition

| A

Sistemul finit de vectori B = {é}, ..., &,} se numeste baz3 in
K—spatiul vectorial V' daca satisface conditiile:

(a) B este sistem liniar independent.

(b) B este un sistem de generatori al lui V.
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Example

in spatiul vectorial aritmetic K" sistemul de vectori
B={e =(1,0,...,0),...,6 =(0,0,...,1)}

(1 si O sunt elementele neutre Tn cdmpul K) este bazd in K" deoarece
este liniar independent si este si sistem de generatori al lui K.
Aceastd bazad se numeste baza canonica.
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Example

Tn particular, in spatiul vectorial aritmetic R"” sistemul de vectori
B: {e_i = (1707"'70)7"'36_;7 = (0707"‘71)}

este baza in R” deoarece este liniar independent si este si sistem de
generatori al lui R”. Aceastd baza se numeste baza canonica.

Example

in spatiul vectorial M (R), sistemul de vectori matrice

o [1o] , [o1] , Joo| _, [oo
B = E1: 7E2: 7E1: 7E2:
00 00 10 01

este bazi in Mj (R) deoarece este liniar independent si este si sistem
de generatori al lui M3 (R). Aceastd baza se numes te baza
canonica.
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Example

Tn spatiul vectorial P, (x) al polinoamelor de grad cel mult n,
polinoamele 1, x,x2,...,x""! formeaz3 un sistem liniar independent
si este sistem de generatori pentru orice vector (polinom) din P, (x).
Deci {1,x, P ,X”*l} formeaz3d o bazad in spatiul P, (x).

Theorem (de caracterizare a bazelor)

Conditia necesard si suficientd ca submultimea finitdi B = {éi, ..., €,}
sd fie baza in K—spatiul vectorial V, este ca orice vector X € V s3 se
descompuna in mod unic dupa vectorii lui B, adica

X =x161 + -+ Xn€ (0.1)

unde scalarii x; € K, i = 1, n sunt unic determinati.
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Definition

Scalarii x; € K, i =1, n (din teorema precedent3) ce dau
descompunerea unicd a lui X in baza B = {é, ..., €,} se numesc
coordonatele vectorului X in baza {éi, ..., &,}.

Dac¥ V # {0} este un K-spatiu finit generat atunci oricare dous
baze ale lui V' au acelasi numar de vectori.

(fard demonstratie).
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Definition

Dacd V este un K—spatiu finit generat atunci numarul de elemente
dintr-o baza a lui V' se va numi dimensiunea lui V notata cu dimk V
sau, mai scurt (dacd nu este pericol de confuzie), dim V.

v

o dim(R") = n.
o dim(M, (R)) = 4
o dim(P,(x))=n
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Daca V este un K—spatiu vectorial de dimensiune n, atunci vom mai
nota spatiul si cu V,, (notatia va indica astfel si dimensiunea).

Propozitie

Fie V un K—spatiu vectorial de dimensiune n. Atunci:

(a) Orice sistem S format din n vectori liniari independenti este o
baza in V.

(b) Orice sistem S format din n vectori care constituie un sistem de
generatori al lui V' este o baza in V.
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Teorema de completare a bazei

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n si fie

S ={W,...,Vk} C V, unde k < n, un sistem de vectori liniar
independenti din V. Atunci existd vectorii Vi1, Vki2,...,Vy € V
astfel incat submultimea B = {W, ..., Vk, Vk11, Vk42,- .., Vs} €ste 0
baza a spatiului vectorial V.

(fird demonstratie).

Definition

Fie S un sistem de vectori din spatiul vectorial V. Se numeste rangul
sistemului de vectori S dimensiunea subspatiului vectorial generat
de S.
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Toate sistemele de vectori din V' obtinute din S prin urm3toarele
transformari (numite si transformari elementare):
1. schimbarea ordinii vectorilor;
2. inmultirea unui vector cu un scalar nenul;
3. adunarea la un vector din S a unui alt vector din S inmultit cu un
scalar,
au acelasi rang cu S.

Theorem

Rangul unui sistem finit de vectori este egal cu numarul maxim de
vectori liniar independenti ai sistemului.
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Tn cazul particular al spatiului vectorial aritmetic K”, dac avem un
numar finit de vectori, atunci, punandu-i pe coloana, putem forma cu
ei 0 matrice iar problema independentei lor liniare se reduce la a
determina rangul acelei matrice. Astfel are loc rezultatul urmator:

Rangul unei matrice este egal cu numarul maxim al vectorilor
coloana (sau linie, evident) liniar independenti.
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Tntr-adevir, fie A = € Mm,n (R) o matrice datd si vectorii coloand ai acesteia

S{n Sgn Sm
notati cu

1
51 52 sn
2 2 2
S1 52 Sn

= s V2 = > y Vn =

m m m
S1 2 Sn

S3 presupunem ca vectorii vi, vo, ..., vy, cu r < n, sunt liniar independenti (presupunem, far3 a restringe
1, V2 =
generalitatea c& sunt independenti primii r vectori), deci din orice combinatie liniar3 a lor

aivi +avo + -y, =0 € Mp 1 (R)

rezultd a1 = ap =+ = a, =0.
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Evident, vectorii v; € K™, i

r 1
En B3 s,
g 3 :

+ ap + -t ar
m m m

L S1 52 Sr
ays! ass) ars!
a1512 a2522 a,er

+ + -+

| crsy” apsy ars”
slloq +s%o<2+~-+s,1a, =0
sfal +s§a2+--~+sza, =0
sflar + sy as+ -+ 5o, =0
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care este omogen de tip (m, r) si care trebuie s3 admit3 doar solutia banald. Prin urmare exist3 un
determinant principal de rang r care s3 fie nenul. Acest determinant principal este exact cel care d3 rangul

matricei initiale A, deci rang(A) = r.

Invers, s presupunem acum c3 rang(A) = r (deci, evident, r < min (m, n)) si s& ardtdm c3 num3rul maxim
de vectori liniar independenti este tot r. Fie astfel, o combinatia liniard de (r + 1) vectori

unde p este un indice oarecare astfel incat r +1 < p < n. Prin urmare obtinem sistemul

aivi + vy 4 - F v +apyp =0 € Mp 1 (K),

1 1 1 1
En 5 s, Sp
2 2 2 2
ST Sy Sy Sp
+ a2 + ot ar + ap =
m m m m
S1 Sy Sy SP

511041 +s%a2+»~-+s,1a, +5;o¢p =0

512&1 +s§a2+-~+53a,+sﬁl,ap =0

siar + 55 ap +<--+s:"a,+s;ap =0

o

o
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care este un sistem omogen de tipul (m, r + 1). Rangul matricei sistemului este r (este exact rangul matricei
initiale A) si deci mai mic decat numdrul de necunoscute. Prin urmare sistemul nu admite solutie unic3, deci
admite si solutii nenule. Aceasta inseamna c3 existd cel putin un coeficient «; nenul, deci vectorii
{vi,v2,..., Vs, vp} sunt liniar dependenti.

Exercitiu:
S3 se afle numarul maxim de vectori liniar independenti din sistemul
de vectori
S={n=(21,-1),h=(1,2,1),d3 =(3,0,-3),dy = (1,1,0)}.



Schimbarea bazelor si schimbarea coordonatelor

unui vector intr-un K—spatiu

Algebrd
e Fie V este un K—spatiu vectorial de dimensiune nsi B = {éi, ..., é,},
metrie ~ R .
Analitics s B ={f,...,f;} doud baze diferite ale aceluiasi spatiu V. A determina
iferentiala . ~ o . . o~ o
schimbarea de baze inseamnd a descompune vectorii bazei B dupa

baza B, adica a obtine relatii de tipul

6:Zi:15jgi7j:17n (02)

sau, echivalelt,
f; 1z 2 2 nz
1=5 e1+51 62+"'+Sl €n

h=syé+s3&+ - +5s5é,

fn:5,1,151+5,2,e_)2+"'+53é'n-
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coordonatele vectorilor lui B in baza B. Deci

)i j—Tn ale cdrei coloane sunt formate din

stos s

s$ 5 s
S =

St S sy

Matricea S se numeste matricea schimbarii de baze de la B la
baza B si vom nota B 2L B
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. S B . . . Lo -
Daca avem B —— B atunci matricea S este inversabila si are loc

=5 s71 _ . .y
B =— B, unde S~ este inversa matricei S.

(fard demonstratie).

Consideram acum un vector oarecare X € V. Atunci vectorul X are
doud descompuneri in cele doua baze:

n

=" xé& s = >t (0.3)

Este importanta determinarea legaturii dintre coordonatele x;,
i =1, n ale vectorului in baza B si coordonatele y;, j = 1,n ale

vectorului Tn baza B.
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Diferentiald X = i = i S e ) = S: Vi) €

Zj=1yf 4 Zj:ly" Zi:l U Zi:l Zj:l Vi) €

Din unicitatea scrierii vectorului X Tn baza B vom obtine identificarea
coeficientilor:

n .
— Iy, | —
x,-—Ejzlsij,l—l,n. (0.4)

Introducand matricea coloan3 a coordonatelor vectorului X in cele
doud baze

X1 i
X2 . 2
X = siy=|"
Xn Yn

putem rescrie (0.4) sub form3 matriceald si obtinem
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Propozitie

Fie X € V' un vector care are descompunerea (0.3) in raport cu cele
doud baze B si B. Atunci legdtura intre coordonatele vectorului X din
cele doua baze este dat3 de relatia:

X=S-Yevy=51X, (0.5)

ceea ce constitue formula matriceala de schimbare a
coordonatelor unui vector la o schimbare de baze.

Exercitiu:

Se d3 sistemul de vectori
B'={n=(1,21),%=(23,3),=(3,7,1)}.

a) S¥ se arate c§ B’ este o baz¥ in R3.

b) S3 se scrie matricea schimbi3rii de baz& de la baza canonicd la B'.
¢) S& se afle coordonatele vectorului X = (3,—1,2) in baza B’.
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Se considera bazele
B = {i = (1,1,1),& = (2,
B, ={n =(1,0,1),¥, =
X=(1,-1,0).

a) S3 se scrie matricea schimbarii de baze de la By la B,.
b) S3 se afle coordonatele vectorului X in cele doud baze.

1)7 _»3 = (717 17 1)} 5'
=(1,1,0)} precum si vectorul
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Spatii euclidiene.

Definition

Fie V un spatiu vectorial. Se numeste produs scalar pe V o functie
() VxV =R

care asociaza fiecarei perechi de vectori din V' un numar real notat
(u, v) si care satisface conditiile:

(1) (u,v) = (v,u), Vu,v € V;

) <u1 + tp, v > (u1, V) + (up, vy, Yu,up,v €V,

(i) (Au,v) = Xu,v), VA ER, VYu,v € V;

(iv) (u,u) >0, Vue Vsi(uu)=0<u=0.

Observatie:

Din cele patru proprietati de mai sus, se mai pot deduce urmatoarele:
1. (u,vi +wvo) = (u,va) + (u, v), Yu,vi,vo € V

2. {(u,Av) = Xu,v), VAER, Vu,v e V

3.(0,v) =(v,0) =0, Vv eV
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Tntr-adevr,
(u,vi +vo) = (v + vo, u) = (vi,u) + (vo, u) = (u,v1) + (U, va),
(u, Av) = (Av,u) = Nv, u) = Xu, v),

0,v) =(u—u,v) = (u,v) — (u,v) =0.

Definition

Un spatiu vectorial Tnzestrat cu un produs scalar (-, -) se numeste
spatiu euclidian.
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Example

Pe spatiul vectorial R"” definim produsul scalar standard
(x,y) = xay1 + xoy2 + - 4 XaYn,

unde x = (x1,Xx2,..., %) ER", y = (y1,¥2,...,¥n) € R".

Example

Pe spatiul vectorial al matricelor patratice M,(R) definim produsul
scalar

(A, B) = Tr(A'B), VA, B € M,(R).

Example

4

Pe spatiul vectorial al functiilor continue definite pe [a, b] definim
produsul scalar

b
(f,g) = / f(x)g(x)dx, Vf,g : [a, b] = R continue.
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[{u, V)| <V {u,u) -V (v, v) .

Inegalitatea cerutd este echivalentd cu

Theorem (Cauchy—Schwarz—Buniakovski)

(u, v)2 < (u,u) - {v,v).

Pentru u = 0 sau v = 0, inegalitatea devine egalitate.
Dac3 u, v € V \ {0}, considerim combinatia liniar3 u + Av € V, unde A € R este un scalar arbitrar. Din
proprietatile produsului scalar avem ca

(u+Av,u+Av) >0, VA €R. (0.6)
Aplicand proprietatile produsului scalar, membrul stang al inegalitdtii devine
(U4 Av,u+Av) = (u,u+ Av) + (Av, u+ Av) = (u, u) + (u, Av) + (v, u) + (Av, Av)
= (u, u) 4+ Mu, v) + Mv, u) + A2(v, v) = (u, u) + 2X(u, v) + A2(v, v)
Notand cu A = (v, v), B = (u,v) si C = (u, u), inegalitatea (0.6) devine

AN2 +2BA 4+ C >0, VA €R.
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A =4B° —4AC <0,

deci B2 < AC ceea ce inseamn3 c& (u, v)2 < (u, u) - (v, v).

Definition

Se numeste norma pe spatiul vectorial V' o functie
|-1:V—=R

care satisface conditiile:

() IVl >0, e Vsifv|=0ev=0;
(if) [[Av]| = [Alllv]l, VA €R,v € V;

(iii) Ju + v[| < flull + [Iv]l, Vu,v € V.
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Un spatiu vectorial inzestrat cu o norm3 || - | se numeste spatiu
normat.

Theorem

Fie (V; (-,-)) un spatiu vectorial euclidian. Atunci functia

-1l : V=R, |v|:=+{v,v), VveV

este o norma pe V, numitd norma euclidiana indusa de produsul
scalar.
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bf 1. Din teorema anterioara rezulta ca orice spatiu vectorial
euclidian este un spatiu normat cu norma indus3 de produsul scalar.
2. Tntr-un spatiu vetorial normat, inegalitatea
Cauchy—Schwarz—Buniakovski se poate rescrie sub forma

Awv)
ull - TIvI]

()| < lull-[Ivlf & =1 <

| A

Definition

Fie V un spatiu vectorial euclidian si u,v € V' \ {0}. Num3rul
0 € [0, 7] definit prin
(u, v)

cosf) = ————
[Jull - vl

se numeste unghiul dintre vectorii u si v.
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Observatie: Orice vector v € V' \ {0} are un vector unitar
corespunzitor notat cu V0 si dat de:

Se numeste distanta sau metrica pe multimea nevidd M o functie

d:MxM-—=R

care satisface conditiile:

(l) d(va) >0, Vx,y € Msi d(Xay) =0 x=y;
(i) d(x,y) = d(y,x), Vx,y € M;

(iii) d(x,z) < d(x,y) +d(y,z), ¥x,y,z € M.
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Definition

O multime M inzestrat3 cu o distant3 (metricd) d se numeste spatiu
metric.

Orice spatiu vectorial normat este spatiu metric cu distanta
euclidiani definitd de d(u,v) = ||lu — v/|.

Definition

Fie (V; (-,-)) un spatiu vectorial euclidian. Doi vectori u,v € V se
numesc ortogonali dacd produsul lor scalar este nul, i.e. (u,v) = 0.
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Definition

Fie (V, (-,-)) un spatiu vectorial euclidian si o multime de vectori
U C V. Multimea tuturor vectorilor ortogonali pe vectorii din U

Ut:={veV:(uv)=0, Vuc U}

se numeste complementul ortogonal al lui U si este un subspatiu
vectorial al lui V.

Theorem

Fie (V; (-,-)) un spatiu vectorial euclidian. Daca vectorii
Vi, Vo, ..., vy € V\ {0} sunt ortogonali doi cate doi, adicd

<VI'7VJ'> :07 I,sz,l#‘],

atunci acestia sunt liniar independenti.
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Considerdm combinatia liniara

ayvi + -+ apvy =0 = (aqvi + -+ - + apvp,v1) = (0,v1) =0

= aj(vi,vi) + aa{va,v1) + -+ + ap(vp,v1) =0 = a1Hv1H2 =0= a; =0.

inmultind cu ceilalti vectori v, . . ., v, obtinem mod analog ap = - - - = ap = 0.



Algebrd
Liniara,
Geometrie

Analitica si Definition

Diferential3

Fie (V; (-,-)) un spatiu vectorial euclidian n-dimensional si o bazd
B={e,e,...,en}.

1. Baza B se numeste ortogonala daca ey, .. ., e, sunt ortogonali doi
cate doi, i.e.

<ei7ej> = 07 Ia./ :ﬁa i #Jv
2. Baza B se numeste ortonormata daca este ortogonal3 si toti
vectorii din B au norma 1, i.e.

1, dacd i=j L
(ej, ) = , i, j=1n.
0, dacd i #j
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Geometrie
pae e Fie (V; (-,-)) un spatiu vectorial euclidian n-dimensional si o baza
iferentiald 2 i . o o
B = {u1,u,...,un}. Atunci se poate construi o baza ortonormat3
{e1,€,...,e,} pornind de la baza B.

Demonstratie: Construim mai intdi o baza ortogonala pornind de la
baza B, iar apoi considerand versorii corespunzatori se obtine baza
ortonormata ciutata.

Pasul 1. Definim v; = uy.

Pasul 2. Definim vo = uy + apy vy, unde scalarul ap; se determind
punand conditia ca v, sa fie ortogonal pe vy,

0= (vo,v1) = (th + ao1v1, V1) = (U2, 1) + a21{v1, 1),

de unde rezult3a
(U2, v1)

da = <V13 V1> .
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determinad punand conditia ca v3 sa fie ortogonal pe v; si v,

0= (v3,v1) = (u3+az1vi+azve, vi) = (us, vi)+aszi(vi, vi)+aza(va, vi),

(us, v1)

de unde observand c3 (va, v1) = 0 rezultd as; = 7< 3
Vi, V1

Apoi
0 = (v3, vo) = (Uz+az1vit+azvo, Vo) = (U3, va)+az1(vi, va)+asza(va, vo)

<U3, V2>

de unde observand c3 (vi, o) = 0 rezultd az = — .
<V2a V2>
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Dup3 n pasi se obtine baza ortogonald B’ = {v, ...

7Vn}-

Considerand versorii corespunzitori vectorilor din B’ se obtine baza

ortonormat3 B” = {ey,...,e,}, unde 6 = — - v;, i=1,n.

[[vill



