CURS VII-VIII - Forme biliniare. Forme padtratice

1 Forme biliniare si forme patratice

1.1 Forme bilinare. Definitii, proprietiti generale

Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional.

Definitia1 O aplicatie A : V x V — K se numeste formd biliniard pe V dacd satisface conditiile:

(1) A(aZ + By, 2) = aA(Z,2) + BA(Y, 2), Yo, B € K, VZ,§,Z € V (ie., A este operator liniar in
raport cu primul argument),

(19) A(Z, oy + pZ) = a0 A(Z,y) + BA(Z, Z), Vo, € K, VZ,§,Z € V (ie., A este operator liniar in
raport cu al doilea argument).

Vomnotacu L2 (V) ={A:V xV — K : Aeste formd biliniara} .

Propozitia 2 Multimea Lo (V') este un spatiu vectorial peste K, numit spatiul vectorial al formelor bili-
niare definite pe K—spatiul vectorial V.

Fie B = {€},€5,...,€,} obazain V. Fie A € L, (V) si Z,§ € V cu descompunerea

n n
T=x1€1 + -+ Tn€y = E Ti€, Y=yYi€1++Ynln = E Yj€j-
j=1

i=1
Atunci vom obtine

n n

.A (f, Zj) = A ZIigi, Zngj = (dln liniaritate) = Z szyj A(gi, gj) = Z inyj aij,

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1j=1
1)

unde Q5 = A (é'“ é})

Expresia (1) reprezintd expresia in coordonate a formei biliniare .A in raport cu baza B. Vom
nota cu A = (ai;); je7; € My (K) numitd matricea coordonatelor formei biliniare A in raport
cu baza B. Astfel, folosind (1), obtinem expresia matriceald a formei biliniare A in raport cu
baza B

A(f,:lj) =X A Y,

unde X, Y reprezintd matricile coloand ale vectorilor Z si ¢ in baza B.

Corolarul 3 Se poate arita dimensiunea spatiului vectorial Lo (V') este dim Lo (V) = dim M, (K) =

n?.

Prezentdm in continuare cum se schimba matricea A la o schimbare de baze. Fie B = {f1, ..., f»}
< < A . e 5. 5 . R
o noud bazd in V cu S = (s;5); je15 matricea schimbdrii de baze, B — B. Atundi f; =

Y or . 8ij€; si, notand A= (@iy) e M, (K),unde a;; = A(ﬁ, f;-), obtinem

i,j€Ln
n n n n n n
aij = A(fi, fj) = A E Ski€k, E sii€ | = E E skisijA(€x, €) = E E SkiSij Ak, 1, € 1,m.
=1 =1 =1 1=1 k=1 1=1

Deci, sub forma matriceald obtinem urmatoarea formuld matriceald de schimbare a coordona-
telor la schimbare de baze B
A=8".A.8. (2)



Prin definitie, rangul unei forme biliniare este rangul matricii sale intr-o bazd oarecare a lui V'
(mentiondm cd matricea S este nesingulard si, din relatia (2), deducem cd rangul matricei A este
egal cu rangul matricei A4, deci rangul matricei formei este invariant la schimbari de baze).

Definitia 4 O formd biliniard se numeste nedegeneratd daci rangul ei coincide cu dimensiunea n a
spatiului V (si degenerati caz contrar).

Definitia 5 O formd biliniard A se numeste simetrici daci A (Z,y) = A (¥, &), pentru orice T, € V.

Se poate ardta ca:

Propozitia 6 O form biliniarid A este simetrici dacii si numai daci existi o bazd a lui V in raport cu care
matricea formei este simetricd.

1.2 Forme patratice. Definitii, proprietati generale

Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional.

Definitia 7 O aplicatie Q : V. — K se numeste formd pdtratici pe V daci existd o formd biliniari
simetricd A € Ly (V') astfel incit
Q) =A%), VZeV. 3)

Propozitia 8 Multimea tuturor formelor pitratice Q : V — K este un spatiu vectorial peste K.

Propozitia 9 Daci Q este o formi pitraticd atunci forma biliniard simetricid A de la care provine este unic
determintatd.

Demonstratie. Din (3) obtinem
QZ+y) = A@+y.7+9) =A@ 2)+ AT )+ AW T)+ A1)
= A(@2)+24(Z,9)+ AW, 9) =2(@) +Q(y) + 24

deci A este unic determinatd de egalitatea
AZg) =5 [QE+Y) - Q@) - Q)] v&.geV.

|

Fie B = {é},é,...,€,} obazd In V. Fie Q o forma patraticd si ¥ € V dat de descompunerea
— — — n - . .
Z=x161+ -+ 2,6, =) ., x;€. Atunci vom obtine

Q(7)

A 28, ;8 | = (din liniaritate) (4)
i=1 j=1

n o n n o n
= E E Tij A(ei,ej) = E E Tilj Agj.
i=1 j=1 i=1 j=1

Expresia (4) reprezintd expresia in coordonate a formei patratice Q in raport cu baza B.
Folosind matricea A obtinem si expresia matriceald a formei pétratice Q in raport cu baza B
Q(F)=X"A-X,

unde X reprezintd matricea coloand a vectorului Z in baza B.

Definitia 10 Matricea unei forme pdtratice Q este prin definitie matricea A a formei biliniare asociate iar
rangul unei forme pdtratice este rangul acestei matrice.



Definitia 11 O formd pitraticd se numegte nedegeneratd dacid rangul ei coincide cu dimensiunea n a
spatiului V.

Exercitiul 12 Fie forma pitratici Q (Z) = Q (z1, 20, 23) = (z1)° + (22)° 4 22129 + 42123 + 6923,
Forma biliniard asociatd lui Q se obtine prin dedublare. Mai precis, urmdam urmdtoarele asocieri:

(fCi)2 = XiTq > XilYi,

1 1 1 1 ©)
TiTj = ST, + S Litj ~ 5TiYj + 5%iYi-

Deci avem
Q ('f) =0 (Ilax27x3) = ('rl)2 + (x2)2 + 2x129 + 2 20123 + 3 - 22013
si prin dedublare obtinem

A(Z,y) = A(x1,22,23,Y1,Y2,Y3) = T1y1 + T2y2 + T1y2 + Y102 + 221Y3 + 2y123 + 3T2y3 + Y273
= T1Y1 + Toy2 + T1y2 + Toyr + 2x1y3 + 2x3y1 + 3T2y3 + 3T3Y2.

Se vor calcula A (€;, €;) si vom obtinea matricea A a coordonatelor lui Q in raport cu baza canonicd
1 1 2
A=|1 1 3
2 30
Se va determina rangul matricii si se va obtine rangQ@ = rangA = 3.

1.3 Forma canonicd a unei forme patratice

Fie V un K—spatiu vectorial n-dimensional.

Definitia 13 Spunem cii forma pitratici Q este redusi la forma canonici, dacii s-a gisit o bazi B =
{f1, s fn} alui V', in raport cu care expresia in coordonate a lui Q este

Q@) =M (y1)” + A2 (y2)” + - + A () 6)
unde A1, ..., \p, € K nu sunt, in mod necesar, toti nenuli iar

Z = z1€1 + 2262 + - - - + x,€, (descompunerea in baza B)
= yifi+yafo+ -+ ynfn (descompunerea in baza B).

Definitia 14 O formi paitraticid Q se numeste pozitiv definitd daci toti cei n coeficienti sunt strict pozitivi.
Forma patraticd Q se numeste negativ definitd daci toti cei n coeficienti sunt strict negativi.
Forma pitratici Q se numeste nedefinitd daci existd si coeficienti strict pozitivi si coeficienti strict
negativi.

Problema este daci existd baze B in raport cu care expresia unei forme patratice si fie de
forma canonica (6).

Raspunsul este dat de urmatoarele trei metode: metoda lui Gauss, metoda lui Jacobi si me-
toda transformarilor ortogonale. Prezentdm, fird demonstratie, aceste rezultate, metodele fiind
aplicate in cateva exemple ulterioare.

Teorema 15 (Metoda lui Gauss) Fie Q o forma pitratici. Atunci existii cel putin o bazd B a lui V si
corespunzitor acesteia existd scalarii Ay, ..., A, n raport cu care expresia in coordonate a lui Q are forma
canonicd (6).



Remarca 16 Demonstratia teoremei lui Gauss ne oferd si algoritmul practic de reducere la forma canonici
a unei forme pitratice Q, precum si modul de determinare al bazei B. Astfel, conform demonstratiei
teoremei, avem urmdtoarele situafii:
1. dacii forma pitratici contine cel putin un pitrat (x;)*, atunci grupim toti termenii care confin termenul
x; si formam un pitrat perfect folosind identitatea (a & b)* = a2 + 2ab + b?;
2. daci forma paitraticd nu contine nici un pétrat dar apare termenul x;x;, atunci facem schimbarea de
variabild

T =Yi —Yj

Tj =Y TYj
Ty = Y, Vk £ 1, ].

Prin inlocuirea in formd pdtraticd, vor apirea pitratele (y;)* si (y;)°, deci suntem in primul caz.
Exercitiul 17 Se dii forma pitratici
Q. R3 — R, O (f) =5 (xl)Q + 6 (1‘2)2 +4 (.133)2 —4drix9 — 4x123,VT € R3.

Sd se scrie forma biliniard simetricd din care provine Q si si se determine matricea formei pditratice in
raport cu baza canonicd si si se calculeze rangul formei.
De asemenea, sii se aducd forma pitraticd la forma canonicd prin metoda lui Gauss.

Rezolvare:

Forma biliniard asociati se scrie folosind tehnica de dedublare (vezi (5)) si obtinem

oL 1 1
A(@,y) = 5Bxiyr + 6xay2 + 4dasys — 45 (Z1y2 + zoy1) — 45 (z1ys + z3y1)

= 5x1y1 + 63oys + 423y3 — 271Y2 — 232y1 — 271Y3 — 273y1, VI, § € R®.
Prin definitie,
Q(F)=X"-A-X,
unde X este matricea coloand a coordonatelor lui Z, iar A este matricea formei biliniare simetrice cores-

punzitoare A.
Calculand a;; = A(€;, €;) obtinem matricea

5 —2 =2
A= -2 6 0
-2 0 4
deci
5 —2 —2 1"
Q(f):XtAX:[.’L‘l T2 1‘3]- -2 6 0 . Y2
-2 0 4 Y3

Rangul formei va fi atunci rangQ =rangA = rangA = 3, adicd forma biliniard (si cea pitratici) este
nedegeneratd.

Aducem acum forma pitratici la forma canonicd. In cazul nostru, apare pitratul 5 (1) si termenii
122, T1x3. Apare si patratul 6 (x2)2 si apoi x1x2. Alegem, pentru simplitate, si plecim de la termenul



xo si deci grupdm toti termenii care contin termenul x5 gi formdm un pditrat perfect
Q%) = (6(2)" — dra) +5 (22)° + 4 (25)* — daas

((6x2)2 - 24:E1x2) +5 (1’1)2 +4 (x3)2 —4xq13

= (m@—szfé(m@2+5@02+4@9274mm

1

13
6 (625 — 221)° + (4 (z3)% — 4m1x3) + 5 (z1)°

= (putem pleca si de la ? (z1)?, dar pentru simplitatea calculelor plecim de la 4 (x3)°)

1 1 13
= — (6zg — 2;51)2 4= ((4$3)2 - 16x1m3) + 3 (x1)2

6 4
1 1 1 1
:Emm-amf+1@my—mg?—1@mf+§&mf
1 1 10
ZEm@fsz+Z@%f2mf+§4mf
_ 1 2 1 2 10 2
= 6(91) + ()" + 3 (y3)”,
unde
y1 = —2x1 + 622
Yo = 72561 + 4$3 (7)
Ys = I1.

Deoarece toti coeficientii 1/6,3/13 si 40/13 sunt strict pozitivi, deducem ci forma pdtraticid datd este
pozitiv definitd.
Sd determindm in continuare baza B in raport cu care forma pitraticd Q are forma canonicd de mai
sus.
Rezolvim sistemul de mai sus astfel incdt sid determindm coordonatel x; in raport de coordonatele y;.
Vom obtine
T1=1Y3
1 1
T2 = G + 3¥s
1 1
T3 =442 + 5Ys-

deci
X=8Y Y =5"1X,

unde
0 0 1

S=11/6 0 1/3
0 1/4 1/2

-2 6 0
Evident puteam citi si direct din (7) matricea S~ = | =2 0 4
1 00

Dar, prin definitie, matricea S este matricea schimbirii de baze de la B, la baza B = { fi, fa, f;} in

raport cu care forma pitratici Q are forma canonicd Q (7) = L (y1)” + 1 (y2)” + L2 (y3)?.

Deci citim coordonatele din matricea S si obtinem fi = (0,1/6,0), fo= (0,0,1/4), fs= (1,1/3,1/2).



Evident, din forma canonicd, citim cd forma pdtraticd are in raport cu aceastd noud bazid matricea

A 00
A= | 0 X 0 |.Intr-adevir, conform formulei de schimbare a matricei A la schimbare de baze,
0 0 Xs
. o 0o 117 5 -2 -2 0 0 1
A = S'AS=|1/6 0 1/3 -2 6 0 1/6 0 1/3
0 1/4 1/2 —2 0 4 0 1/4 1/2
-1/3 1 0 0 0 1 1/6 0 0
= | —1/2 1 16 0 1/3|=| 0 1/4 0
10/3 0 0 0 1/4 1/2 0 0 10/3

Teorema 18 (Metoda lui Jacobi) Fie Q o forma pitraticd astfel incat rang(Q = n. Atunci existd o bazi
B alui V in care determinantii

aip a2 - G1p
ail a2 a1 Qa2 - a2
Aozl,Alzall,AQZ ,...,An: n
a1 a2
ap1  QAp2 -+ Gpn

sunt toti nenuli, gi existid 0 bazid B = {f1,..., fo} a lui V in raport cu care expresia in coordonate a lui h

are forma canonici
Ao

A

An—l
An

A
() + 5 ()" o+
2

Q(7) (yn)Qv

n -
unde & = 3 y; fi
i=1

Remarca 19 Prezentidm in continuare tehnica concretil de giisire a bazei B = { f1, fa, f3} (am luat, pentru
simplitatea expunerii n = 3) in raport cu care are loc scrierea canonicd a lui Q. Vom considera ci relatiile

de legdturd dintre f; si €; sunt urmidtoarele:
fi=cué
f2 = c21€1 + e8>

f3 = €31€1 + €32€2 + c33€3 .

Calculul coeficientilor c;; se face impundnd conditiile suplimentare

A(f'_’)—é o 1, daci i = j,
DE)TO0TN 0 dacii #
Obtinem astfel sistemele
A(f1,8) =1 & Alenné1, @) = 11 A(@1,81) = cran = 1, (8)

si
A(fa,&) =0, A(ca1€1 + c22€2,€1) =0, c21 A(€1,€1) + c20 A€, €1) =0,
. = == L. L.
A(f2,8) =1 =1 ca1A(€1, €2) + ca A(E2,€2) = 1

c21011 + c22a21 = 0,
=

A(ca1€1 + ca262, €2)

C21a12 + C22a02 =1



si respectiv

A(fs, €1) = A(c31€1 + €326 + c33€3,€1) = 0,
A(fs, ) = A(c3181 + c3282 + c33€3,€3) = 0,
A(fs, &) = Al(e3181 + ¢3282 + ¢33€5,€3) = 1
c31.A(€1, €1) + c32.A(€2, €1) + c33.A(€3,€1) = 0, 31011 + 32021 + cz3a31 = 0,
& c31A(€1,E2) + c32.A(E, €2) + c33.A(E3,62) =0, & { 31012 + C32a22 + 33032 = 0,
c31.A(€1, €3) + c32A(E2, €3) + c33.A(€3,83) =1 31013 + C32a23 + c33a33 = 1

(10
unde
aix aiz2 ais
A= axn ax azs
a31 as2 ass

Exercitiul 20 Se di forma patraticd Q de la Exercitiul 17. Sd se aducd forma pdtraticd Q la forma canonicd
prin metoda lui Jacobi.
Rezolvare:

Matricea formei pitratice este

5 —2 =2
A= —2 6 0
-2 0 4
Calculidm determinantii
s 5 —2 —2
Ag=1, Ay =5, A2=’ s ’:26, As=|-2 6 0|=80
-2 0 4
Deci forma canonici va fi
Q@) = + (1) + o (1) + = (3)?
=5 1 % Y2 10 ys) -

Pentru a determina baza B = { f1, fa, f3} in care are loc aceasti scriere canonicii a lui Q, considerdm cii
relatiile de legaturd dintre f; si €; sunt urmdtoarele:

Ji=cué

fo = €21€1 + c22€2

J3 = €31€1 + €32€2 + 33€3 .

Calculul coeficientilor c;; se face impundnd conditiile suplimentare

S 1, daci i = j,
Alfin€5) =0i5:= 1 dacit i +

In cazul nostru sistemel (8—10)de mai sus devin, in particular,
5611 =1 Cc11 = 1/5
si

5621 — 2022 = 07
< Cy1 = 1/13, Coo = 5/26

—2¢91 + 6cog =1



si respectiv

5c31 — 2¢30 — 2¢33 = 0,
—2c31 + 6c32 =0, & c31 = 3/20, C32 = 1/20, C33 = 13/40.
—2¢31 +4c33 =1

Prin urmare noua bazd in raport cu care Q are forma canonicd este

S 1.
fl = g 1
- 1 5
fo= 134 + %62
f 3 + i o + E”
3T 50 T2 T 4
Citim matricea schimbirii de baze
1/5 1/13  3/20
S = 0 5/26 1/20
0 0 13/40
Calculdm
5 =2 -2
S™t=10 26/5 -4/5
0 0 40/13

Deoarece legitura dintre cele doud tipuri de coordonate (in functia de baza in care se face descompunerea)
este
X=8Y Y =51X,

deducem ci
o) 1/5 1/13  3/20 n
To = 0 5/26 1/20 Y2
T3 0 0 13/40 Y3
sau echivalent
Y1 5 —2 —2 T
y2 | =10 26/5 —4/5 To
Y3 0 0 40/13 I3

Deci
r, = L + 1 + 3
1= 5y1 132/2 20y3
_ 5 1
T2 = 55Y2 + 5543
_ 13
T3 = 1093
sau echivalent
Y1 = 51‘1 — 21‘2 — 23;‘3
26 1
Y2 = F T2+ 5593
_ 13
Ys = 2093

Remarca 21 Cea de a treia metodi este metoda transformdrilor ortogonale (sau a valorilor proprii).
Fie forma pitraticd Q datid de Q (u) = X' A- X. Fie transformarea liniard T care are drept matrice tot pe
A. Deoarece A este simetrici, se poate arita ci ea va avea valori proprii reale si simple (adicd diferite intre
ele) iar vectorii proprii corespunzitori vor fi ortogonali doi cite doi. Normdnd acesti vectori vom obtine
deci nigte versori (vectori de normd 1) ortogonali doi cdte doi. Acestia vor forma o noud bazi B si in raport



cu aceasa transformarea liniarid T este diagonalizabild matricea noud fiind diagonali avind valorile proprii
pe diagonala principald, si deci Q va avea o formd canonicd in raport cu aceastd noud bazi B.

Intr-adevir, dacit are loc relatia X = SY unde B 5, Biar S se poate arita, folosind definitia bazei

B, cil este matrice ortogonald (ie. S™' = S') si X,Y reprezintii matricele coloand ale vectorului I in
raport cu baza B si respectiv B, atunci

Qi) = X' A-X = (SY)"-A-(SY) = (Y'S")-A-(SY) = Y'-(S' - 4-8).Y =Y. (S - A.9).Y.

Dar T este diagonalizabild in aceastd noud bazd, deci noua matrice (obtinutd prin schimbarea bazelor) este
A= 871. A Sgiare formi diagonald. Deoarece

obtinem ci Q are deci formd canonicd.
Exercitiul 22 Se di forma pitratici Q de la Exercitiul 17. Si se aducd forma pitraticd Q la forma canonicid
prin metoda transformdrilor ortogonale.

Rezolvare:

Matricea formei pitratice este

5 —2 =2
A= -2 6 0
-2 0 4

Ecuatia caracteristicd asociatd matricei A este
p(N) =det (A — \3) =0,

deci, efectudnd calculele, obtinem

5—\ -2 )
-2 66—\ 0|=0< =X\>+15)\% — 66X + 80 =0.
-2 0 4—)\

Se va obtine, cautdnd ridicinile printre divizorii termenului liber si folosind schema lui Horner,
det (A—Al5)=—(A—=2)(A—=5)(A—8) =0,

si deci ridddcinile sunt \y = 2, my =1, Ay =5, mg = 1, \3 = 5, mg = 1. Acestea fiind din cimpul de
scalari, obtinem cd sunt chiar valori proprii.
Vom calcula acum subspatiile proprii V (2), V (5) si V (8) corespunzitoare celor trei valori proprii
gisite. Avem
V) ={XeMsz1(K):(A-A3)X =0},

deci trebuie rezolvat sistemul liniar si omogen
(5*)\).%1 72$2 721‘3 :0

72.%1 + (6 - )\) To = 0 (11)
—2x1+(4—XN)xz3=0.

Pentru determinarea lui V (2), rezolviim, prin urmare, sistemul liniar si omogen (11):

3:171 - 21}2 - 2503 =0
—21’1 + 41’2 =0
—2x1 4+ 223 = 0.

Rangul matricii sistemului este 2, deci sistemul are doud necunoscute principale, x1, x2, $i 0 necunoscuti
secundard, x3 = «. Vom obtinem solufia X = a(2,1,2), a € R.



Deci
V(2)={a(2,1,2) : a € R},

adici V' (2) este generat de vectorul fi=1(2,1,2) si prin urmare {f1} este baziin V (2) sideci dim V' (2) =
1= mi.
Analog
V(5) :={X € M3, (K): (A—5I3) X =0}

si sistemul liniar si omogen (A — 513) X = 0 este

—2332 — 2333 =0
72171 + T9 = 0
—2£C1 — T3 = 0.

care are solufin X = a.(1,2,—-2), o € R. Deci
V5 ={a(1,2,-2): a € R},

adici V (5) este generat de vectorul nenul fy = (1,2, —2) si prin urmare { f>} este bazi in V (5) si deci
Analog V (8) := {X € M3 (K) : (A —81I3) X = 0} si sistemul liniar si omogen (A — 8I3) X =0
este
—3.%‘1 — QIQ — 231‘3 =0
—2]}1 — 23)2 =0
721‘1 - 4:173 =0.

care are solufin X = a(2,—2,—1), a € R. Deci
V@) ={a(2,-2,-1):a € R},

adicd V (8) este generat de vectorul nenul fs = (2, =2, 1) si prin urmare { f3} este bazii in V (5) si deci
dimV (8) =1 = ms.

Observiim, mai intdi cd, dacd notidm prin T endomorfismul care are drept matrice pe A, atunci, conform
teoremei de diagonalizare, endomorfismul T este diagonalizabil (riddicinile caracterisitice sunt din campul
de scalari, ie. \; € R, Vi = 1,3, si subspatiile proprii au dimensiunea egald cu multiplicitatea valorii
proprii, i.e. dimV (\;) = m;, Vi =1, 3).

Pe de alti parte, conform teoriei, deoarece valorile proprii sunt simple (au multiplicitatea 1) atunci
vectorii proprii corespunzitori sunt ortogonali. Acestia mai trebuie doar normalizati. Mai precis daci
avem vectorul @ = (uy,ug, uz), atunci versorul lui @ este dat de formula

—_

| 1 .
— i = i

il \/(u1)2 + (up)® + (ug)®

Deci prin normalizare obtin baza ortonormati

=

1
[1fl]

1

fi, —
CAl

B = {é’llvé‘évég} = { f_‘é7 ||f},»||.f£’>} = {;(27172)7;)(172’ _2)7;(27_2a_1)} .
3

Matricea schimbirii de baze B, 5, Beste deci

1 2 1 2
S = 3 1 2 =2
2 -2 -1

care este, conform teoriei, matrice ortogonald, adicii S~1 = St

10



Verificiim mai intdi egalitatea de mai sus calculdnd transpusa S* si apoi inversa

1 .| 6 -3 -6 2 1 2
-1 = = | -3 — =-11 2 -2 |=8=¢"
Tet S 5 3 -6 6 S=25

6 6 3 312 20 1

Matricea formei pitratice in raport cu noua bazi va fi atunci dati de formula (vezi (2))
B 2 00
A=5"A-S=calculetemi=| 0 5 0
0 0 8

Deci forma canonici a formei pitratice va fi atunci

Q(#) =2(1)" +5(y2)” +8(ya)”,

unde y;, i = 1,3 sunt coeficientii descompunerii lui &' in baza B, adicii are loc descompunerea in cele doud
baze B, si B datdi de:

— — — — — — —

T = x1€1 + X262 + T3€3 = Y167 + Y265 + Ys€3.

Pentru a determina matricea coloand Y avem formulele
X=8Yevy=5"'X

Se va obtine

U1 2 1 2 Tl 1 2501 —+ X9 +2£C3
Y=S'X=8Xs |y |==|1 2 =2 |z |==|21+22:— 223
Y3 2 =2 -1 T3 2.%'1 — 2.’E2 — I3

deci )
yl = g (21‘1 + X9 + 21‘3)

1
Yo = g (.1?1 + 229 — 2x3)

1
Yz = g (2.’171 —2$2 —!L‘3).
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