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CURS VIII - IX

1 Algebra vectoriala a vectorilor liberi

1.1 Spatiul vectorial al vectorilor liberi

Vom nota cu Es3 spatiul geometric tridimensional (intuitiv) conceput ca o multime de puncte.
Notiunile de punct, dreaptd, plan si spatiu le considerdm cunoscute cu sensul lor intuitiv din
geometria elementard. Dreptele si planele sunt submultimi ale lui Es.

Definitia 1 Se numegste segment orientat sau vector legat orice pereche orientatd de puncte din spatiu.

Daca A, B sunt doud puncte date in spatiul E3, atunci pentru segmentul orientat definit de
perechea de puncte (A, B) vom folosi notatia AB. Deci orice segment orientat este un element al
produsului cartezian E3 x E3. Punctul A se va numi originea segmentului orientat iar B extre-
mitatea sa. Dacd A = B atunci AA este segmentul nul. Dacd A # B atunci dreapta determinat
de A si B se numeste dreapta suport a segmentului orientat AB.

Definitia 2 Punctul A se numeste originea iar B se numeste vdrful sau extremitatea vectorului legat
AB.

Definitia 3 Doud segmente orientate nenule au aceasi directie dacd dreptele lor suport sunt paralele sau
coincid.

Definitia 4 Doud segmente orientate nenule se numesc coliniare daci au aceasi directie. In caz contrar
ele se numesc necoliniare.

Definitia 5 Doud segmente orientate nenule care au aceeasi directie, spunem ci au acelasi sens dacii

(1) sunt necoliniare si extremitdtile lor se aflid in acelasi semiplan in raport cu dreapta determinati de
originile lor.

Definitia 6 Se numegte mirime (modul sau normd) a unui segment orientat AB, distanta dintre
punctele A si B. Vom nota mdrimea cu ||AB]|.

Definitia 7 Doud segmente orientate AB si C D au aceagi mirime dacii ||AB|| = ||CD||.

Definitia 8 Doud segmente orientate se numesc echipolente daci au aceeasi directie, acelasi sens gi aceeasi
mdrime; vom nota aceasta cu AB ~ CD.

Definitia 9 Se numegste vector liber o clasd de echivalentd in raport cu relatia de echipolentd pe mulfimea
segmentelor orientate din spatiu.

Vom nota cu AB = {CD : CD ~ AB}, si in general, vectorii liberi cu @, @. In general vectorul
liber este gandit printr-un reprezentat al tdu. Dacd aplicim vectorul liber « intr-un punct A din
spatiu atunci vom obtine @ = zﬁ . Extremitatea B este astfel unic determinata. Orice vector liber
poate fi aplicat in orice punct din spatiu. Multimea tuturor segmentelor nule orientate defineste
un vector ce va fi numit vectorul liber nul, notat cu 0. Avem deci 0 = {AA: A € Es} . Definim
mdrimea, directia si sensul unui vector liber ca fiind méarimea, directia si respectiv sensul unui
reprezentant oarecare al lui. Vectorul liber de madrime egald cu unitatea se numeste versor.

Vom nota cu V3 multimea tuturor vectorilor liberi din spatiu.
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Definitia 10 Suma a doi vectori liberi se obtine prin

o regula triunghiului: astfel fie W, v € V3 si A un punct din spatiu. Aplic ¥ in punctul A si vom
obtine 1@; aplic ¥ in punctul B si obtin BC. Sewa forma astfel triunghiul ABC. Prin definitie
U + U este segmentul orientat care dii cea de a treia laturd a triunghiului,

i+ 5=AB+ BC = AC

sau

o regula paralelogramului: astfel fie @,V € V3 si A un punct din spatiu. Aplic @ in punctul A si
vom obtine AB; aplic ¥ in punctul A si obtin AC. Pe segmentele orientate AB si AC se poate
forma paralelogramul ABDC'. Prin definitie i + U este segmentul orientat care di diagonala mare

a paralelogramului,
i+ 5= AD.

Remarca 11 Regqula de adunare a vectorilor este bine definitd; astfel vectorul i+ v nu depinde de punctul
de plecare A.

Propozitia 12 Au loc urmdtoarele proprietiti:
a) (@4 7) + W =1+ (V4 ), Vi, v, 7 € Va.
b)
¢) Pentru orice ii € Vs existi vectorul —i € Vs, numit opusul lui @, astfel incit @+ (—a) = (—@)+a = 0.
d)u+v=7+u Viu,v e Vs

Existi vectorul notat O € Vs, numit vector nul, astfel tncit i + 0=04+d=1u,VieVs.

Remarca 13 Astfel (V3,+) devine grup comutativ.

Definitia 14 (inmultirea cu scalari a vectorilor liberi) Fie o € R, @ € V3 atunci « 4 este dat de:

a) daci o = 0 sau 4 = 0, atunci a @ = 0,

b) dacit o # 0 si @ # 0, atunci o @ este vectorul liber care are aceeasi directie cu i, acelasi sens cu @ dacit
a > 0, sens opus lui @ dacit o < 0, si mdrimea datid de ||addl]| = |of ||

Propozitia 15 Au loc urmdtoarele proprietiti:

a)a(i+7)=ati+av, Va €R, Vi,v e Vs.
b) (a+p)d=cai+pu, Va,B €ER, VU € V;.
¢)a(fu) = (af)d, Va,B €R, Vi € Vs.
d)1ud=1uVieVs.

Remarca 16 Din propozitiile de mai sus deducem ci spatiul vectorilor liberi Vi este un spatiu vectorial
real in raport cu adunarea vectorilor si tnmultirea cu scalari a vectorilor.

Definitia 17 Diferenta a doi vectori liberi se obtine astfel: fie i, v € V3 si A un punct din spatiu. Aplic @
in punctul A si vom obtine E,‘ aplic U in acelasi punct A si obtin ﬁ Vom obtine atunci

ii—7=AB—AC = AB+CA=CA+AB = OB,

Prin definitie avem ci

i— 5= AB—AC := CB.



1.2 Dependenta si independenta liniardh vAdt6iHBRAbYHEC TORIALA A VECTORILOR LIBERI

1.2 Dependenta si independenta liniara a vectorilor liberi

Definitia 18 Doi vectori liberi se numesc coliniari dacd au aceasi directie.

Propozitia 19 Doi vectori liberi sunt coliniari dacd si numai dacd sunt liniari dependenti.

Demonstratie. Necesitatea (“=").
Fie i, ¥ cei doi vectori coliniari. {i aplicim in punctul A si obtinem @ = 1@, 7= AC. Presu-

punem , v # Osifie A\ = £ Hﬁ? H , luat cu semnul plus sau minus in functie daca Ag si AZ% au
sau nu acelasi sens. Vom obtine ¥ = \i & Aid — ¢ = 0, ceea ce Inseamnd cd vectorii sunt liniar
dependenti.

Suficienta (“<=").
Presupunem cd avem relatia aii+ 57 = 0, cu «, 8 # 0. Presupunem S # 0 si obtinem ¥ = _7‘117,
adicd 4, ¥ au aceasi directie deci sunt coliniari. ]

Definitia 20 Un vector liber nenul este paralel cu un plan daci dreapta suport a oricidrui reprezentant al
sdu este paralelid cu planul (sau este continut in plan). Trei vectori se numesc coplanari dacid sunt paraleli
cu acelasi plan.

Propozitia 21 Trei vectori liberi sunt coplanari dacd si numai dacd sunt liniari dependenti.

Demonstratie. Demonstrdm doar suficienta (“<”).
Presupunem cd avem relatia a@ + 8 + v = 0, cu «, 8,y nu toti nuli. Presupunem ~ # 0 si

—

obtinem w = (—%) U+ (—%) v. Dar %ﬁ este coliniar cu 4, iar S U este coliniar cu ¥. Am obtinut

deci cd o este in acelasi plan cu vectorii @ si ¥'. ]
Propozitia 22 Oricare patru vectori liberi sunt liniar dependenti.

Corolarul 23 a) Doi vectori liberi sunt liniari independenti dacd si numai dacd sunt necoliniari.
b) Trei vectori liberi sunt liniari independenti daci si numai daci sunt necoplanari.

Prin urmare, oricare trei vectori liberi necoplanari sunt indepenti si constituie si sistem de
generatori pentru orice alt vector liber, deci

Teorema 24 In spatiul vectorial al vectorilor liberi V3 oricare trei vectori liberi necoplanari formeazi o
bazd. Deci dimensiunea spatiului Vs este 3.

Propozitia 25 Fie planul w din spatiul E5 si notdm prin V. mulfimea tuturor vectorilor din Vs paraleli
cu planul 7. Atunci V. este un subspatiu vectorial de dimensiune 2.

Propozitia 26 Fie dreapta d din spatiul Es si notim prin Vg multimea tuturor vectorilor din Vs paraleli
cu dreapta d (adicd dreapta suport a oricidrui reprezentant al lui i este paraleld sau coincide cu d). Atunci
Va este un subspatiu vectorial de dimensiune 1.

1.3 Expresia analitica a vectorilor liberi

In spatiul F3, fixdim un punct O numit origine. Trasand prin acest punct trei drepte perpendicu-
lare doud cate doud, obtinem reperul cartezian de coordonate Ozyz (René Descartes, 1637). Oz
este axa absciselor, Oy a ordonatelor, iar Oz a cotelor.

Fie B = {Z, 7 E} o bazi ortonormati a lui R?, adicd B este bazd, iar vectorii bazei sunt versori
si sunt ortogonali doi cate doi, i.e. verificd conditiile

{ 1l = 11711 = [kl = 1,

ilj, ilk, jLlk
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sau echivalent . L oL .
P=7=kF=1 s (ij)=(k=(k=0

Reamintim cd existenta bazelor ortonormate este asigurata de procedeul de ortonormalizare al
lui Gram-Schmidt.
Pe cele 3 axe,se considera versorii {7, J, E}, cu originea in O si avand directiile lui Oz, Oy si
Oz respectiv.
Cum {7, 7, k} reprezintd o bazd ortonormatd in V3, , orice vector ¥ € V3 are o descompunere
unicd in aceastd baza: . B .
U= V1 + vyj + vk, @)

unde v, vy, v, sunt coordonatele vectorului ¥ in raport cu baza {Z, 7, IZ}
Expresia (1) se numeste expresia analiticd a vectorului ¢ (in raport cu baza consideratd).
Fie M € E5. In raport cu sistemul de coordonate considerat, M are coordonatele M (zas, yar, zar)-
Atunci B B B .
OM =zpi+ymi+ 2k

Propozitia 27 Fie M (zpr, ynr, 2m) i N(zn,yn, 2n) doud puncte oarecare din Es3. Atunci vectorul
M N are expresia analiticd:

-

MN = (zx — xm)i + (yn — yar)j + (2n — 200

1.4 Produsul scalar a doi vectori liberi

—\

Definitia 28 Se numegste produsul scalar a doi vectori liberi numdirul real notat cu (@, ¥) sau (4, V)
sau cu i - U, i dat de:

—

(@, ) = ||| - 7] - cos (4@, D), (2)

—\

pentru @,V # 0, si (U, T) = 0, pentru i = 0sau @ = 0.

Are loc urmaétoarea caracterizare a ortogonalitatii:

Propozitia 29 Doi vectori sunt ortogonali (perpendiculari) dacd si numai dacd produsul lor sca-
lar este nul.

Demonstratie. Evident, (@, 7) = 0 dacd si numai dacd ||@]| = 0 sau ||¢]| = 0 sau COS@ =
cos (m/2) = 0, ceea ce inseamnd c& cei doi vectori sunt ortogonali. ]
Luand @ = @ obtinem (@,@) = ||@||||@] cos0 = ||@||>. Deci are loc urmitoarea egalitate

(legdtura dintre norma si produs scalar)
|@]|* = @ sau ||@|| = Va2, unde @? := (i, @)
(adicd patratul marimii unui vector liber este egal cu patratul scalar al vectorului).

Propozitia 30 Au loc urmitoarele proprietdti:
a) (U, i) = (i, ),V @, 7 € Vs.

b) (AL, 0) = (i, \0) = A (i, 0), V I, 7 € Va.
¢) (il, T+ W) = (@, ) + (i, %), ¥ i@, 0, € Vs,
d) (il + §, ) = (il, @) + (0, 0), ¥ i, 5, € Vi.
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Dacd @ = uqi + ugj + usk € Vi si ¥ = v1i + vaj + vsk € V3, atunci are loc urmétoarea expresie
analitica a produsului scalar
<’J, 17> = U1V1 + ugvy + uzvs. (3)

In particular

adica

@l =/ (w1)? + (u2)* + (uz)? 4)
Din definitia (2) deducem

(4, 0) _ U1V + UgV2 + U3V3
B0 ) + () + () -\ (00)? + (02)° + (v0)

Formulele (3), (4) si (5) reprezintd expresiile analitice ale produsului scalar, ale normei si
respectiv ale cosinusului unghiului dintre doi vectori liberi.

(5)

cos (i, V) =

1.5 Produsul vectorial a doi vectori liberi

Definitia 31 Fie i,V € V5. Produsul vectorial a celor doi vectori este notat cu i x U si este dat de:
a) dacd i, U sunt coliniari atunci i X ¥ = 0,
b) daci @, ¥ sunt necoliniari atunci @ x U este un nou vector liber astfel incat:

b1) directia lui este perpendiculard pe planul determinat de vectorii i si v,

by) sensul lui este dat de regula burghiului (sau echivalent {u, U, @ x U} formeazi o bazi orientati
pozitiv),

bs) mdrimea lui este aria paralelogramului format cu cei doi vectori.

Propozitia 32 Au loc urmdtoarele proprietiti:
a) Avand in vedere cd, din definitie, produsul vectorial @ x ¥ este un vector ortogonal pe ambii vectori @ si
pe U obtinem cd
(U, x U) =0=(v,d x U), Vi,v € V.
b) Folosind formula ariei unui paralelogram deducem ci

1@ > 3| = ||| - |[2]] - sin (@, 7), Vi, T € Va.
c) Are loc si urmdtoarea formuli de legdturd dintre produsul vectorial si produsul scalar, numit si identi-
tatea lui Lagrange:

a2 S -2 S12 12002 o J. 112 )12 = X
(@x o) = |axd|” = a1 sin* (a,7) = ||| ||9] (1—6082 (uvv))
= @l Ie)® - @ 7, Vi, € Va.
Propozitia 33 Doi vectori sunt coliniari daci si numai dacd produsul lor vecorial este nul.

Demonstratie. Necesitatea (“=").
Fie @, ¥ cei doi vectori coliniari. Atunci

unde o = 0 sau .
Suficienta (“<").
Presupunem cd @ x ¥ = 0. Conform definitiei produsului vectorial avem cad @ sau ¢ sunt

— N = —
coliniari sau 0 = ||@ x 9] = ||d|| ||7]| sin (&, ¥) , ceea ce Inseamnd cd @ = 0 sau ¥ = 0 sau (4, v) =0
sau , deci vectorii dati sunt coliniari. ]
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Propozitia 34 Au loc urmdtoarele proprietiti:

a) Produsul vectorial este anticomutativ, i.e. € X U = —U X U, V U,V € Vj.

b) (A\d) x U= x (M) =X (dx?),Vu47e€ Vs

c)UX (V+wW)=uxv+4Xw,Vu,v,de V.

Fie B = {Z, 7, E} 0 bazd ortonormatd a lui R®. Evident, folosind definitia produsului vectorial
avem ca

— -

fxf:k, k=1 si Exf:j’.

| X
Dacd 4 = uyi + uaj + usk € Vi si U = v1i + v2j + vsk € V3, atunci are loc urmatoarea expresie
analiticd a produsului vectorial

UX U= Uy Uz U3 |- (6)

Propozitia 35 Aria unui triunghi format de doi vectori liberi i si U este jumdtate din aria paralelogra-
mului format cu cei doi vectori, adici

1
As=3 i< 3.

1.6 Produsul a trei vectori liberi

Prezentdm in continuare produsul mixt si produsul dublu vectorial a trei vectori liberi, notiuni
care folosesc produsul scalar si produsul vectorial a doi vectori liberi si care prezintd un interes
geometric.

Definitia 36 Fie @, 0, w € V3. Produsul mixt a celor trei vectori este numdirul real notat cu (i, U, W)
si dat de:
(U, U, W) := (0,0 X W) .

Propozitia 37 Trei vectori sunt coplanari dacd si numai daci produsul lor mixt este nul.
Demonstratie. Avem

(@,7,@) = 0 & ||| |7 x @ cos (@, 7 x @) = 0.

Daci ||@]| = 0 atunci @ = 0 care este evident coplanar cu ¥,w. Dacd ||¥' x w|| = 0, atunci ¢ x
= . R e o o . < S T .
W = 0 i deci ¢, sunt coliniari. Deci u, ¥, W sunt coplanari. Daca cos (4, ¥ x W) = 0, adica

unghiul (4,7 x @) = 7/2, atunci @ si ¥ x @ sunt vectori ortogonali. Dar ¥ x @ este prin definitie
perpendicular pe ¢'si pe «. deci @, ¥, W apartin aceluiasi plan, planul ortogonal pe ¥ X 1. |

Remarca 38 Trei vectori liberi formeazi o bazi in spatiul Vs dacd si numai dacd sunt necoplanari adici
dacd si numai dacd produsul lor mixt este nenul.

Propozitia 39 Valoarea absolutd a produsului mixt a trei vectori liberi necoplanari reprezintd volumul
paralelipipedului construit pe cu cei trei vectori ca muchii, adicd

V = |(u, v, @) -
Propozitia 40 Au loc urmditoarele proprietiti:
a) Permutirile circulare nu afecteazi semnul produsului mixt, adici
(U, ¥, W) = (0, W, ) = (W, q, V),V u,v,0 € V.

b) (@i, ¥, %) = — (¥, i, %),V @, 5,10 € Va.
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-

Fie B = {z,j, E} 0 baza ortonormati a lui R3. Dacd @ = i + ugf—i— usk € Vs, ¥ = v1i + vgf—i—
vsk € V3 i W = wii + waj + wsk € Vs, atunci are loc urmatoarea expresie analiticd a produsului
mixt

<177 v, w) =| U1 V2 VU3 |. )
i ]k
Intr-adevir, xw = | v; vy w3 |= (@, U, W) = (U, ¥ x W) = uy (vows — v3ws)+us (Vswy — V3wsz)+

wy w2 wWs
us (’1}1’11}2 — ’Ugwl).
Uy U us

Pe de altd parte, calculand determinantul obtinem (dezvoltam dupd prima linie) | v1  v2 vs | =

w; w2 w3
Ul (v2w3 — ’1}311}2) + U2 ("Ugwl — 1)1’103) + us (UlU)Q — ’Ugwl), adica are loc egalitatea (7)
Prezentdm, in final, produsul dublu vectorial a trei vectori liberi.

Definitia 41 Fie @, U, W € V5. Produsul dublu vectorial a celor trei vectori este vectorul @ x (U X ) .
Propozitia 42 Are loc urmitoarea proprietate:
U X (U x W) = (4, W) T— (i, V) &.

Remarca 43 Produsul dublu vectorial este un vector coplanar cu vectorii din parantezd, i.e. cu U gi .
Intr-adevir, @ x (T x W) este, din definitia prodului vectorial, un vector ortogonal pe @ si pe U x w0, iar
U x W este, tot din definitia prodului vectorial, un vector ortogonal pe ¥ si pe W, deci vectorul @ x (T x W)
este in acelagi plan cu vectorii U si . Evident are loc si caracterizarea cu produsul mixt a coplanarititii a
trei vectori:

(U x (U x W) ,0,W) := (& x (Tx W), xw)=0.

Remarca 44 Produsul dublu vectorial nu este asociativ. Intr-adevir, i x (U x W) # (@ x U) x W, deoarece

iar, pe de altd parte,
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