Capitolul VI: Geometria planului si a dreptei 1 GEOMETRIA PLANULUI SI A DREPTEI

CURS X - XI

1 Geometria planului si a dreptei

1.1 Planul in spatiu

Un plan poate fi determinat in mod unic in urmatoarele trei moduri:
(A) printr-un punct si un vector nenul dat ce defineste directia normali la plan,
(B) printr-un punct si doi vectori necoliniari dati,
(C) prin trei puncte necoliniare date.
Fie R = {0, 1,7, E} un reper ortonormat fixat in spatiu (B = {47, E} este o bazd ortonormata
iar O este originea reperului).
(A) Planul determinat de un punct si de un vector normal nenul dat.
Fie Py un punct de vector de pozitie 7 relativ la R si Ne V.

Definitia 1 Se numeste dreapti normald la planul © intr-un punct Py, dreapta ce trece prin Py si

este perpendiculari pe planul w; directia normald N la un plan este orice vector nenul care are directia
ortogonald planului.

Vom nota acest plan prin 7(Py, N).

Propozitia 2 (Ecuatia vectoriald a planului determinat de un punct si de o directie normald) Conditia

—

necesari si suficienti ca punctul P de vector de pozitie 7 sd apartind planului w(Py, N') este
(N,7— ) = 0.

Demonstratie. Daci P € 7(P,, N) atunci Fﬁ’ este vector ortogonal pe N deci (N, ﬁ) = 0. Dar
PyP = 7 — 1y deci obtinem concluzia. . [

Luand 7 = (z,y,2), o = (20,%0,%0), N = (4, B,C), putem scrie explicit produsul scalar
de mai sus si obtinem ecuatia generald a planului (care trece prin P, (xo, Yo, 20) si de normala
N = (A, B,C)):

Az —x0) + B(y —yo) + C (2 — 2) =0,
sau echivalent
Az + By+Cz+ D =0,

unde D = —Axy — Byg — Czp.

Scalarii A, B, C sunt coordonatele normalei la plan.

Exemplul 3 (Cazuri particulare) (a) Dacid D = 0 obfinem ecuatia unui plan care trece prin origine

Az 4+ By+Cz=0.

(b) Dacit A = 0 obtinem ecuatia unui plan cu normala N = (0, B, C) care este deci paraleli cu planul

Y OZ sau echivalent, ortogonalii pe i. Obtinem deci un plan paralel cu versorul i, adici paralel cu axa
0X :
By+Cz+D =0.

(¢) Daci A = D = 0 obtinem ecuatia unui plan cu normala N = (0, B, C) (care este ortogonal pe 7 ) si
care trece prin origine. Obtinem deci un plan care contine axa OX :

By+Cz =0.

(d) Daci A = B = 0 obtinem ecuatia unui plan cu normala N = (0,0, C) care este paraleli cu axa OZ.
Obtinem deci un plan este perpendicular pe O Z, deci e paralel cu XOY :

Cz+D=0.
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(B) Planul determinat de un punct si de doi vectori necoliniari dati.
Fie Py un punct de vector de pozitie 7 relativ la R si @, 7 € V3 doi vectori liberi necoliniari

—

dati. Vom nota planul determinat de Py, i, ¥ prin « (P, i, ¥)

Propozitia 4 (Ecuatia vectoriald a planului determinat de un punct si de doi vectori necoliniari)
Conditia necesard si suficienti ca punctul P de vector de pozitie 7 si apartind planului m(Py, @, U) este

(F— 79,1, v) = 0.
Demonstratie. Dacd P € 7(P, i, ¥) atunci Py P este vector coplanar cu @ si ¥, adicd produsul lor

mixt este nul <ﬁ, @, ¥) = 0. Dar ﬁ = 7" — 7y deci obtinem concluzia. [

Luand 7 = (x,y,2), 7o = (%0,Y0,%0), & = (u1,u2,us3), ¥ = (v1,v2,v3), putem scrie explicit
produsul mixt de mai sus si obtinem ecuatia planului determinat de un punct P, (xo, yo, 20) i
de doui directii date @ = (uy,uq,u3), ¥ = (v1,v2,v3) :

T—=To Y=Y ~Z2— %0
Ul U us =0.
U1 V2 U3
(C) Planul determinat de trei puncte.

Fie Py, P, P trei puncte de vectori de pozitie 7, 72, 7’3 relativ la R. Vom nota planul determi-
nat de Pl, PQ, P3 prin 7T(P1,P2, Pg)

Propozitia 5 (Ecuatia vectoriald a planului determinat de trei puncte) Conditia necesard si suficientd
ca punctul P de vector de pozitie 7 si aparting planului w(Py, Py, P3) este

(F—71,T — 1,75 — 1) = 0.

Demonstratie. Fie P € n(P,, P, P;). Propozitia fe red‘uie% la_’cazul szicedent deoarece pla-
nul este determinat de punctul P; si de directiile Ny = PP, N = Py P;. Obtinem deci (7 —
71, ]TP;, ]TP;) = 0. Dar ﬁ =71y — 1, PLP3s = 5 — 71 deci obtinem concluzia. ]

Luand 7 = (z,vy, 2), i = (zi,v:,2i), @ = 1,3, putem scrie explicit produsul mixt de mai sus si
obtinem ecuatia planului determinat de trei puncte P; (x;,y;,2;),i=1,3:

r— T y—u 22—z
To—T1 Yo2—y1 22—21 |=0.
T3 —T1 Ys — Y1 23— %1

Se poate demonstra, facand calculele, cd ecuatia de mai sus este echivalentd cu ecuatia scrisa
sub forma

z y =z 1

X1 Y1 Z1 1
=0.

Ty Yo 2z 1

3 Yz 23 1

Corolarul 6 (Ecuatia planului prin taieturi) Date fiind punctele de intersectie ale unui plan cu axele
de coordonate ale reperului cartezian, A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c), (A, B, C diferite de originea siste-
mului cartezian), ecuatia planului respectiv este dati de

E+y+f_1:0
a b ¢
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Demonstratie. Folosind ecuatiile planului ce trece prin trei puncte date obtinem:
r—a Yy z
-a b 0 |=0.

—-a 0 ¢
Dezvoltand determinantul dupd prima linie, obtinem:
be(x — a) + acy + abz = 0,

de unde obtinem ecuatia cdutats. m

1.2 Dreapta in spatiu

O dreaptd poate fi determinatd in mod unic in urmaétoarele trei moduri:
(A) printr-un punct si o directie datd,
(B) prin doud puncte distincte,
(C) printr-un punct si doud directii normale date.
Fie R = {0, i, E} un reper ortonormat fixat in spatiu (B = {Z, i E} este 0 bazd ortonormata
iar O este originea reperului).
(A) Dreapta determinati de un punct si de o directie data. Fie Py un punct de vector de pozitie
7o relativ la R. Fie @ € V3 si sd notdm cu d( P, @) dreapta determinatd de P, si de directie 4.
Distanta dintre doua puncte este

dist (P, Q) = IPQ]| = /PG2 = \/(q — 7)” = \/(wq — wp)? + (v — yr)” + (20 — 20)"

deoarece are loc ecuatia vectorului determinat de doud puncte, folosind regula de adunare a
vectorilor, % + (ﬁ = ]@ & —Tp+Tg = ]@ &

PG = o — 7p.

Propozitia 7 (Ecuatia vectoriali a dreptei determinatid de un punct si de o directie) Conditia ne-
cesard si suficientd ca punctul P de vector de pozitie 7 si apartind dreptei d(Py, @) este

r=rp+tu, t€R.

Demonstratie. Dacd P € d(FPy, @) atunci Poﬁ este vector coliniar cu #, adicd existd ¢ € R astfel
’l\nCétP()?‘ :tTj@FP—FPO =tis

—

P = FPO +tu.
|
Luand 7= (z,y,2) = xi + yj + 2k, 7o = (20, Yo, 20) = Toi + YoJ + 20k, € = (u1, u2, u3), putem
scrie pe coordonate ecuatia de mai sus si obtinem ecuatiile parametrice ale dreptei
Tr = xg + tuq,
Y = Yo + tuz,
z=zyp+tus, t € R.

Eliminand parametrul ¢ in ecuatiile de mai sus obtinem ecuatiile canonice ale dreptei

x—l’ozy—yozz—zo (1)

31 U2 us
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in cazul in care una dintre coordonatele lui @ este zero, atunci, prin conventie, vom considera
numadrétorul corespunzédtor nul. De exemplu, dacd uz = 0 atunci obtinem *7#¢ = 7 si 2z — 2 =
0.
(B) Dreapta determinatd de doua puncte Fie P;, P, doud puncte de vectori de pozitie 771, 7

relativ 1a R. In acest caz vectorul P1 P, va constitui directia dreptei, deci poblema este redusa la

—
cazul precedent A). Vom lua deci @ = P, P, = 7, — 1. Vom nota cu d( Py, P») dreapta determinata
de punctele P;, P,. Din propozitia de mai sus obtinem imedjiat

Propozitia 8 (Ecuatia vectoriald a dreptei determinatid de doua puncte) Conditia necesari si sufi-
cientd ca punctul P de vector de pozitie 7 si aparting dreptei d( Py, Ps) este
F:F1+t (FQ_Fl), teR.

Luand, ca mai sus, ¥ = (z,y, 2), 71 = (21, Y2, 23), T2 = (X2, Y2, 22), putem scrie pe coordonate
ecuatia de mai sus si obtinem ecuatiile parametrice ale dreptei determinate de doua puncte

x=x1+t(xe—x1),

y=vy1+t(y2— 1)
z=z1+t(za—21), t R

Elimindnd parametrul ¢ in ecuatiile de mai sus obtinem ecuatiile canonice ale dreptei deter-

minate de doua puncte
r—x1 Y-y _ 2z—2

T2 —T1 Y2 — 1 22 — 21

In cazul in care unul dintre numitori este nul atunci, prin conventie, vom considera numaratorul
corespunzdtor nul.
(C) Dreapta determinati de un punct si de doua directii normale (directie normala planari).
Fie Py un punct de vector de pozitie r relativ la R si N1, Ny doi vectori liberi necoliniari si
ortogonali pe directia dreptei. Vom nota cu d(Py, Ny, N,) dreapta determinata de P si de directii
normale ]\71, Z\_fQ.

Propozitia 9 (Ecuatia vectoriali a dreptei determinatd de un punct si de doua directii normale)
Conditia necesard si suficienti ca punctul P de vector de pozitie 7 sid apartind dreptei d(Py, N1, N2) este
(N1, 7 — 7o) =0,
(No, 7 — ) = 0.

Demonstratie. Dacd P € d(P, N- 1, ]Vg) atunci P, ﬁ este un vector ortogonal pe N 15l pe NQ, adica
urmatoarele produsele scalare sunt nule

(M1, PoP) = (N2, ByP) = 0

Dar P, ?’ = 7 — 7 deci obtinem concluzia [ |
Luand ¥ = (z,y, 2), 7o = (%0, Y0, 20), N1 = (A1, By, Cl) = (A, By, () putem scrie explicit
produsele scalare de mai sus si obfinem ecua;nle dreptei data ca intersectie de doud plane

Ay (z —20) + B1(y — o) + C1 (2 — 20) = 0,
Az (x —20) + B2 (y — o) + C2 (2 — 20) = 0,
sau echivalent

{ AlﬁC—FBly—l—ClZ—FDl :07 (2)

AQI’ + Bgy + CQZ + DQ = 0,
unde Di = —Ail‘o — BiyO — CiZO,i = 1,72
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Remarca 10 Dreapta determinati in acest mod este de fapt dati (vezi Planul) ca intersectie de doud plane,
unde N, = (A1, B1,C4), Ny = (Ag, By, C3) sunt normalele celor doud plane. Directia dreptei este
ortogonalii pe normalele celor doud plane, adicit directia este datit de produsul vectorial Ny x No. Putem
considera deci dreapta, ca in cazul A), de tipul d(Po, @ = Ny x N).

Exemplul 11 a) O dreaptd perpendiculard pe OZ are directia perpendiculard pe OZ, deci continutd in
planul XOY , adicd de tipul @ = (u1, us,0), deci are ecuatia (conform (1))
T—To Y—Y 2z~ 20 T—To Y—¥Yo

U1 ug 0 U (%)

b) O dreapti paraleli cu OZ are directia paralelid cu OZ, deci de tipul @ = (0,0, ug) deci are ecuatia
(conform (1))
T —x - z—z .
0_Y—Y% _ O@x:xoyy:yo.
0 0 us
¢) Ecuatiile axei OZ sunt date de (avind in vedere cii Ny = i = (1,0,0), Ny = j = (0,1,0) sunt
versori ortogonali pe OZ gi ecuatia (2))

I+D1:O,
y+ Dy =0.

Dar originea O (0,0, 0) apartine dreptei date, deci verifici sistemul de mai sus, adici D1 = Dy = 0. Vom
obtine deci ecuatiile axei OZ datdi ca intersectie de doud plane (planul Y OZ si planul XOZ):

z=0,
y=0.

In cazul dreptei in plan lipseste componenta .

Fie R = {0, i, j} un reper ortonormat fixat in plan (B = {Z, j} este 0 baza ortonormatd iar O
este originea reperului).

A) Dreapta determinati de un punct si de o directie datd. Fie P, un punct de vector de
pozitie 7 relativ la R. Fie @ € V3 si sa notam cu d(Fy, %) dreapta determinatd de P, si de directie
.

1.2.1 Dreapta in plan

Similar ca mai sus deducem
Propozitia 12 (Ecuatia vectoriald a dreptei determinatid de un punct si de o directie) Conditia ne-
cesard si suficientd ca punctul P de vector de pozitie 7 si apartini dreptei d( Py, i) este
F=rp+tu, t€R.

Luand 7 = (z,y), 7o = (®0,Y0), & = (u1, u2), putem scrie pe coordonate ecuatia de mai sus si
obtinem ecuatiile parametrice ale dreptei

T = xg+ tuy,
y=1yo+tus, t€R.
Eliminand parametrul ¢ in ecuatiile de mai sus obtinem ecuatiile canonice ale dreptei

T—T Y= Yo

Ui U2
B) Dreapta determinatid de doud puncte. Fie P, P, doud puncte de vectori de pozitie 7, 7
relativ la R. In acest caz vectorul P, P; va constitui directia dreptei, deci poblema este redusa la

—
cazul precedent A). Vom lua deci @ = P, P, = 7, — 1. Vom nota cu d(Py, P») dreapta determinata
de punctele P;, P,. Din propozitia de mai sus obtinem imediat
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Propozitia 13 (Ecuatia vectoriali a dreptei determinatd de doua puncte) Conditia necesari si su-
ficienti ca punctul P de vector de pozitie 7 sid apartind dreptei d( Py, P>) este

F=r+t (7?2—771), teR.

Luand, ¥ = (x,y), ™1 = (z1,y2), 72 = (22, y2), putem scrie pe coordonate ecuatia de mai sus si
obtinem ecuatiile parametrice ale dreptei determinate de doud puncte

r=x1+t(ze — 1),
y=y1+t(y2—1), teR

Eliminand parametrul ¢ in ecuatiile de mai sus obtinem ecuatiile canonice ale dreptei deter-

minate de doud puncte
T Y-y
Ty — a1 Y2 — U
(') Dreapta in plan determinati de un punct si de o directie normala.
Fie Py un punct de vector de pozitie 7 relativ la R si N un vector liber ortogonal pe directia
dreptei (vector normal). Vom nota cu d(P, N ) dreapta determinatd de F, si de directie normald

N.

Propozitia 14 (Ecuatia vectoriali a dreptei determinatid de un punct si de o directie normald) Conditia

—

necesard si suficienti ca punctul P de vector de pozitie 7 sd apartind dreptei d( Py, N) este

—

(N7 — ) = 0.

—

Luand 7= (z,y), 7o = (x0,y0), N = (A, B) putem scrie explicit produsul scalar de mai sus si
obtinem ecuatia genarali a dreptei in plan

A(x —20)+ B (y —yo) =0,
sau echivalent
Ax+ By + C =0,
unde C = —AIQ — Byo

1.3 Probleme referitoare la drepte si plane
1.3.1 Distanta de la un punct la o dreapta

Fie dreapta d (P, @) si punctul P, ¢ d(Pp,@). Aplicdm vectorul @ in punctul P, si obtinem
vectorul @ = PyR. Sa notdm cu @ piciorul perpendicularei din P, pe dreaptd. Obtinem deci ca
distanta de la P; la d (P, @) este

dist (Py,d) = || PiQ).

Avem pe de o parte cd Aap,p,r = %Hlﬁﬂ . ||]%\| = 1||d|| - dist (P, d). Pe de altd parte (din

definitia marimii unui produs vectorial) Aap, p, g = 3||PoP1 X PoR|| = %||PoP; x i]|. Deci are loc
urmdtoarea formula de calcul a distantei de 1a un punct la o dreapta:

—
PPl x il
dist (Py, d) = LoD >l O\Izll'\lx gl



Capitolul VI: Geometria planului si a dreptei 1 GEOMETRIA PLANULUI SI A DREPTEI

1.3.2 Distanta de la un punct la un plan

Fie planul 7 (P, @, 7) si punctul P, ¢ 7 (P, u, V). Aplicdm vectorii i, ¥ in punctul P, si obtinem
vectorii ¥ = PyR, T = FyS. Sd notdm cu () piciorul perpendicularei din P; pe planul vectorilor
Py ﬁ si ]ﬁ. Obtinem deci cd distanta de la P, la 7 (Pp, @, ¥) este

dist (Pr, ) = || PG|

==
Avem pe de o parte cd volumul paralelipipedului format cu vectorii Py P, 170§ si Py ﬁ este (vezi
definitia produsului mixt)

—_— ——ﬁ —_— L
Vparalelipiped = ‘<POP17?O§7PO >‘ = ‘<POP1,U,U>‘

Pe de altd parte (din definitia volumului unui paralelipiped) Vparaictipipea = (aria paraleologra-
mului de la bazd iInmultit cu Indltimea) = Hlﬁ x PyR|| - ||P1Q]| = ||@ x ]| - dist (P1, 7). Deci are
loc urmatoarea formula de calcul a distantei de la un punct la un plan:

—_—
. ‘<R)P1,U,'U>‘
dist (Pl,’ff) = W

In cazul in care planul este de tipul 7(Fy, N ), adicd are ecuatia Az + By + Cz + D = 0, atunci

A < = s s e DTS o o d 55 o 575 o .
tinand cont cd normala N = @ x 4, si cd (PyPy, 4, v) =) (PyPy1,u x ) = (PyPy, N), obtinem,

echivalent,

H —

(PoP1,N) _ 7 B

T i
[V A2+ B2+ C

Deci are loc urmédtoarea formula de calcul a distantei de la un punct la un plan:

_ |A.%‘1 + By +C=z —|-D|
/A2 ¥ B2 ¥ (2 '

Remarcdm ca numadratorul lI-am obtinut inlocuind, in ecuatia planului, coordonatele curente cu
coordonatele lui P;.

dist (Pp, )
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1.4 Exercitii

1. Sd se scrie ecuatia planului care trece prin punctul M, (1,2, —3) si este perpendicular pe
segmentul orientat M; My, unde M; (1,—2,3) si M2 (—3,2,5).

Rezolvare:
In cazul nostru vectorul normal este
N = MM = (—4,4,2).
Ecuatia planului care trece prin punctul My (1,2, —3) si are normala N = (—4,4,2) este
—Axz-1)+4(y—-2)+2(z+3)=0& —4dx+4y+22+2=0.

2. 54 se scrie ecuatia planului care trece prin punctul M (1,2, —3) si este paralel cu planul
2z —y+5=0.

Rezolvare:

Vectorul normal al planului 2z — y + 5 = 0 este

—

N =(2,-1,0).

Deoarece planul cerut este paralel cu cel dat rezulta ca cele doud plane au aceeasi normala
N.

Ecuatia planului care trece prin punctul Mj (1,2, —3) si are normala N =(2,-1,0) este
20 —1)—(y—2)+0(2+3) =022 —y=0.

Remarcdm cd planul obtinut trece prin originea O (0, 0, 0) si are normala ortogonala pe ver-
sorul k, deoarece (N, k) = 0.

Deci planul cerut contine axa OZ.

3. Sd se scrie ecuatia planului care este perpendicular pe segmentul orientat M; My prin mijlo-
cul lui (se numeste plan mediator al segmentului orientat), unde M; (1, -2, 3) si M> (3,4,5).

Rezolvare:
Ecuatia unui plan care trece prin punctul My (xo, Yo, 20) si are normala N= (A, B,C) este
A(z —w0) + B(y —yo) + C (2 — 20) = 0.
In cazul nostru vectorul normal este
- ——
N = M1M2 = (3)2 —T1,Y2 —Yi1,22 — Zl) = (2,6,2) .

Evident se poate scrie si cu ajutorul vectorilor de pozitie:

— . .

MMy =7y, — T, = (3,4,5) — (1,-2,3) = (2,6,2).

Dacd notdm cu P mijlocul segmentului orientat A; M5, atunci are loc

-y . . . N . 1, .
MI? = PMy & 7p—Tym, =Ty, — TP & Tp = 3 (Pary + 7o)
1
— 2[(;U17y17zl)+($2’y2722)]:(x1;‘$27y1;y2721‘522>.
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Deci mijlocul unui segment este punctul de coordonate

p T1+ T2 y1+y2 21+ 22
2 ’ 2 2 '

In cazul nostru obtinem P (2,1,4) .
Ecuatia planului care trece prin punctul P (2, 1,4) si are normala N =(2,6,2) este
20 —2)+6(y—1)+2(x—4)=0o2x+6y+22—-18=0<z+3y+2—-9=0.
4. S4 se scrie ecuatia planului care trece prin punctele 4; (3,—1,0), A2 (4,1,1), A3(2,0,1).
Rezolvare:

Ecuatia planului determinat de cele trei puncte este

r y =z 1 r—2 y z—1 0 2—2 y z—1

3 -1 0 1 — 0w 1 -1 -1 0 — 0w 1 S1 21 =0
4 1 1 1| 2 1 0| 9 1 0 B
2 0 11 2 0 1 1

Sr—2y+3z2—-5=0

5. 54 se verifice dacd urmaétoarele patru puncte sunt coplanare:
(a) Al (3’170) ’ A2 (O’ 77 2) ) A3 (_1707 _5)7 A4 (47 175);
(b) A1 (1,-1,1), A2(0,2,4), A3(1,3,3), A4 (4,0,-3).

Rezolvare:

Scriem mai intai ecuatia planului determinat de trei puncte si apoi verificim daca cel de-al
patrulea punct apartine sau nu planului determinat de celelalte trei puncte.

(a) Ecuatia unui plan determinat de trei puncte date A;, A, si As este

z y =z 1
1y ozs 1
=0.
T2 Y2 22 1
x3 ys 23 1
In cazul nostru obtinem
z y =z 1
3 1 0 1
0o 7 2 1|7
-1 0 -5 1

Pentru a-l calcula putem dezvolta dupd prima linie sau, mai simplu, putem crea zerouri
adunand ultima linie inmultitd cu —1 la celelalte linii. Astfel obtinem

x y =z 1 x+1 y 2—-5 0 _
0 31 0 1| | 4 1 5 0] xj:l ‘11/ 255 = -928(x+1)— 23y +27(z — 5)
- 0 7 2 || 1 7T 7T 0| | o o | ! Y :
-1 0 -5 1 -1 0 -5 1

& —28z — 23y + 272 + 107 = 0.
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Verficim acum dacd punctul A, (4, 1, 5) apartine planului anterior, adicd dacd coordonatele
lui verifica ecuatia planului. Avem ca

—28-4-23-1427-5+107=0« 107 =0,

deci s-a obtinut o contradictie, prin urmare punctul A4 nu apartine planului determinat de
celelalte trei puncte.

6. 54 se determine unghiul dintre planele (m;) : 22 —3y+2—5=0si (72) : =3z —y+2z—-5=0.

Rezolvare:
Unghiul dintre cele doud plane este unghiul dintre normalele la plane.
Dar Ny = (2,—3,1) si Ny = (=3, —1,1) deci

L. Ny, N. —6+3+1 2
cos(Ny, Na) = (N1, No) tot

IR IR o g () a2y (3 4 (1) 4 12 T VIV

7. 54 se scrie ecuatia planului care trece prin punctul M, (1, —2, —3) si este paralel cu planul
XOY.

Rezolvare:

Vectorul normal al planului XOY este N = k = (0,0,1). Deoarece planul cerut este paralel
cu cel dat rezultd ci cele doud plane au aceeasi normals N = k.

Ecuatia planului care trece prin punctul My (zo, yo, 20) si are normala N = (0,0,1) este
O(—20)+0(y—wyo)+1(z—20)=02—2=02=2.

Deci planul cerut este

z=-3
8.
g 31/ (Z) 1 le ? Zg58 z+1 y z-5
0 = 0 7 2 1| | 1 7 7 0| ‘11 1 ? =-28(x+1) =23y +27(2 - 5)
-1 0 -5 1 -1 0 -5 1

& —28z — 23y + 272 + 107 = 0.
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