Capitolul 10
CONICE SI CUADRICE

10.1 Conice pe ecuatii reduse

10.1.1 Elipsa

Definitia 10.1 Elipsa este locul geometric al punctelor din plan cu proprietatea ca suma
distantelor la doud puncte fize, F' gi F' (numite focare), este constantd si egald cu 2a,a €

|37 + |7
Rezultd \/(z — ¢)2 + y2 4+ \/(z + ¢)? + y? = 2a. Prin calcul si dacd notdm ¢ = a? — b?
dacd a > b, sau ¢ = b* — a? daca b > a, si obtinem

= 2a,a > 0 fixat.

2?2y

§+ﬁ—1:0. (10.1)

Ecuatia (10.1) reprezinta ecuatia elipsei de semiaxe a si b.

e= E, e <1 (a>c),in cazul elipsei (a > ¢ deoarece HWH + HMF’
a

).

. a . . . .
Dreaptele de ecuatie x = +— se numesc drepte directoare ale elipsei. Elipsa are
e

> HFF

v . .. a . a . . . o o
doua drepte directoare de ecuatii x = —— i * = — iar punctele elipsei se gasesc intre
e e

a . a.a a?
aceste drepte, t > —a > ——giz <a< —(—=— >a).
e ee ¢
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Observatia 10.1 Axa Oz intersecteaza elipsa in punctele (—a, 0) si (a, 0) numite varfurile
elipsei. Axa Oy intersecteaza elipsa tot in varfuri, (0,0), (0, —b). Axele Ox si Oy sunt axe
de simetrie pentru elipsa. Punctul (0,0) numit centrul elipsei este centru de simetrie.

Reprezentarea grafica a elipsei:
Deoarece elipsa este simetrica fata de axele de coordonate e suficient sa reprezentam

grafic functia
f:10,a] — [0, 0]
f(a) = bvaT— o7,

f’(l’) = S\/a;xj < 07
/ ab
f (1‘) T (@—)Va2—22 <0,

Tangenta la elipsa

Sl L ) (10.2)

Ecuatia (10.2) a tangentei la elipsa dusa printr-un punct (zg,yo) de pe elipsa se obtine
prin dedublare.
Reprezentarea paramertica a elipsei:

T =acost
{ y = bsint ,t€10,2m).

Exercitiul 10.1 Fie elipsa de ecuatie
22 2
—+=—-1=0.
6 * 3
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Sa se determine: varfurile elipei, semiaxele elipsei, focarele elipsei, ecuatiile dreptelor
directoare, excentricitatea elipsei, ecuatiile paramerice ale elipsei, ecuatiile tangentelor la

elipsa prin punctele M (\/5, \/5) , N (1,3).

Virfurile A(v/6, 0), A'(—/6,0), B(0,/3), B'(0, —/3),
2=6=a=6,b>=3b=1+3,c=VaZ— b =+/3,

focarele F' (\/3, 0),F (_\/g, 0),

excentricitatea e = % = %, r = +21/3 ecuatiile dreptelor directoare.

Verificam daca punctul M (\/5, \/5) se gaseste pe elipsa.
2 2

- +-—-1=0.

6 T 3

Deducem tangenta la elipsa printr-un punct al ei prin dedublare:

V2 y\/_

—+——-1=0.
6 3
Verificam daca punctul N (1,3) se gaseste pe elipsa.
= + ) 1#0
6 3 '

Ducem tangenta la elipsa printr-un punct exterior ei.
Intersectam dreapta y — 3 = m (z — 1) cu elipsa gi punem conditia ca si intersecteze
elipsa intr-un singur punct
y—3=m(x—1)
2 2
x Y
—+=—-1=0
6 3

(2m? + 1) 2% + 42 (3m —m?) +2m? — 12m + 12 =0 =

A =10m? + 12m — 12

10m*+12m —12=0,m € {$v/39 -2, -1,/39 — 2}

y—3=(3v39-2)(z-1),

y=3= (I3 (a-1).

Proprietatea optica a elipsei: reflecta lumina si undele sonore. Orice raza de lumina
sau semnal care porneste dintr-un focar este reflectat in celalalt focar.

/

10.1.2 Hiperbola

Definitia 10.2 Hiperbola este locul geometric al punctelor din plan care au proprietatea
ca diferenta distantelor la doua puncte fize, F gi F' (numite focare), este constantd i
egala cu 2a,a € R,
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Deducerea ecua‘giei hiperbolei.
HMF‘ - H — 2a, a > 0 fixat, dacé HMF

sau H—}%H — HMF’ = 2a, daca H_}%H > HMF’

Rezulta doua ecuatii carora le corespund cele doua ramuri ale hiperbolei,

\/@C"‘)"‘?J \/( )? +y? —2a§1\/( )+y—\/(x+)+y = 2a.

Notam ¢ = a? + b? si obtinem:

> [

2 2
L 1= (10.3)

a? b2

Ecuatia (10.3) reprezinta ecuatia hiperbolei de semiaxe a si b.

Notam e = g, numita excentricitatea hiperbolei. Observam ca e > 1, in cazul
hiperbolei (a < ¢ deoarece HW - HWH < Hp—ﬁ )

Hiperbola are doua drepte directoare de ecuatii + = —— si x = = 2 ar punctele
hiperbolei se gasesc in exteriorul acestor drepte, * < —a < —% si ace >a> 2 (69 = a—j < a).

Observatia 10.2 Axa Oz intersecteaza hiperbola in punctele (—a,0) si (a,0) numite
varfurile hiperbolei. Axa Ox se numesgte axa transversa. Axa Oy nu intersecteaza hiper-
bola. Axele Oz si Oy sunt axe de simetrie pentru hiperbola. Punctul (0,0) numit centrul
hiperbolei este centru de simetrie.

Reprezentarea grafica a hiperbolei:

b b
Din ecuatia (10.3) a hiperbolei obtinem: y = —v/2? — a? sau y = ——v/22 — a?.
a

a
Deoarece hiperbola este simetrica fata de axele de coordonate e suficient sa reprezentam
grafic functia

f:[0,a] — [0, 0]

f(zx) :3 22 —a?,

! —b__z

f() am; 0,
f(z) = @ 2a2c);m <0

Dreptele y = £—x sunt asimptote.
a
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. b
Intr-adevar, m = lim M =—gi
T—00 €T ab b
n= lim (f(z) — mz) = lim <—\/x2 —a?— —x) = 0.
r—00 r—o0 \ @ a
Dreptele y = +=—x se numesc asimptotele hiperbolei.
a
y
6__
4__
2 -
0 f 1 f f {
0 2 4 6 8 10

(10.4)

Ecuatia (10.4) a tangentei la hiperbola dusa printr-un punct (zo, yo) de pe hiperbola se
obtine prin dedublare.

Observatia 10.3 Hiperbola
-} (10.5)

este numita si hiperbola conjugata hiperbolei (10.3). Are aceleagi asimptote, aceleasi

axe. Exemplu de hiperbola conjugata: 32 3 +1=0
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Daca a = b, hiperbola se numeste echilatera si are ecuatia 22 —y? = a?. Asimptotele
sale sunt bisectoarele axelor, r =y si x = —y.
Exemplu de hiperbola echilatera: z? —y? =1

Tot hiperbola echilatera este zy = +a?. In acest caz asimptotele hiperbolei sunt axele
de coordonate.

Exemple: zy = 2% (rosu) si respectiv xy = —22 (verde).

H__
ol
Hl
A1

Xl

Reprezentarea paramertica a hiperbolei:

z=acht

10.1.3 Parabola

Definitia 10.3 Parabola este locul geomertic al punctelor din plan egal departate de un
punct fix, F', numit numit focar, si o dreapta data, numita dreapta directoare.

Deducerea ecuatiei parabolei.
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Pentru a deduce ecuatia parabolei alegem un reper preferential: originea O a reperului
PO . — . . —
se alege 1n varful p_a)rabolel, versorul i este versorul vectorului OF iar versorul j se alege
perpendicular pe ¢ in O.
. ~ v P— . .
Din felul in care am ales reperul R deducem ci OF = 3 1 si dreapta directoare de

2
ecuatie r = —g. Trebuie sa avemx+§ = 1/(x—§)2+y2(:>x2+px+% =22 —pr +

2

b 2
1 +y° &
y® = 2pa. (10.6)
y
P(x.y)
. &
020 o . F(p/2 , 0) )
(0,0)
Tangenta la parabola
Yyo = p( + o). (10.7)

Ecuatia (10.7) a tangentei la parabola dusa printr-un punct (z¢,yo) de pe parabola se
obtine prin dedublare.

Observatia 10.4 Excentricitatea parabolei este e = 1.

Razele care pornesc din focar sunt reflectate de parabola intr-un fascicul paralel cu axa
Oz a parabolei. Aceasta proprietate este folosita la constructia farurilor.

O reprezentare parametrici a parabolei este y = t,x = t2/(2p).

Aceste curbe se mai numesc conice nedegenerate (focarul nu apartine dreptei directoare).

Cere Elipsa Hiperbola
Parabola

(=]

2
o2 4 y? =12 ‘—2+y——L=U

r y? = 2px
a b2
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Conicele degenerate sunt:

Pereche de drepte concurente Pereche de drepte paralele
2 2
xI i 2 2 .
S | x‘—a* =0
a? b
Pereche de drepte . Cae
. I Punect Multime vida
confundate
o 0
2 2 2 2
2 . T Y T iy 2 2
¢ =0 —+ 5 =0 —+-54+1=0sau 2" 4+a" =0
a? = b2 a? = b2

10.2 Conice pe ecuatii generale

g A

Fie reperul R = (0, 7, j ) intr-un plan (7).

Definitia 10.4 Conica este locul georetric (I') al punctelor M din planul () ale cdror
coordonate (x,y), in raport cu reperul ortonormat R, satisfac ecuatia:

(D) : fz,y) = anx® + 2a122y + asy® + 2a102 + a0y + ago = 0,
unde a3, + aly + a3, # 0,a;; € R, 1,5 € {0,1,2}. (10.8)

Matriceal, ecuatia conicei se scrie:
ai; Q12 z x
T +2(ayp a + agp =0
( y>(a21 Gzz)(ﬂ) <10 20)<y> o
—_ —

Utilizand rotatia si translatia realizam o schimbare de reper de la reperul R = (0, i, j')
la un reper adecvat orientat pozitiv, numit reper canonic, fata de care conica (10.8) sa aiba
cea mai simpla forméa posibila, numita forma canonica.

10.2.1 Algoritmul de aducere la forma canonica a unei conice.

Pasul I. Se realizeaza rotatia sistemului de axe, R = (O, 7, 7) — R = (0,¢,6),

astfel:
Fie A — ( o ary )

a1z a2
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Calculam ecuatia caracteristica
aig — A a2

=0«
ai2 aga — A
2 2
AN — (CLH + 6122))\ + a11Q92 — A9 = 0. (109)
Corespunzator valorilor proprii A; si Ay avem vectorii proprii (u7, us ). Fie &7 = Hu—%Hu_f’
e = ”u—%”u_ﬁ versorii vectorilor proprii. (€7, e ) dau directiile noilor axe Ox’ gi respectiv
Oy'.
Dacd €l =a; @ +ay Jj,e =0by ¢ + by j atunci matricea de rotatie

R:(@l by

az by

trebuie sa indeplineasca conditia ca det R = 1 (avem in vedere posibilitatea inlocuirii unuia
din versori prin opusul sau sau renumerotarea acestora) pentru a fi la fel orientata cu baza
canonica.

Facem schimbarea de coordonate

r\ (@ b x

()= n) ()

Ecuatia conicei dupa rotatie devine

M2 + Aoy + 2ai,7" + 2abyy’ + aly = 0.

Observam ca In urma rotatiei dispare termenul in x'y/.

Pasul II.

Efectuam translatia reperului, R' = (0,e7,e) — R" = (C, &7, &).

Daca A A2 # 0 conica va fi o conica cu centru.

Restrangem patratele si efectuam o translatie

! ! / / "2 /)2
A ($/2+2@x/+(@)2) W <y'2+2@y'+(@)2) +aby — (ay) _ (a3) N

)\1 )\1 )\2 )\2 )\1 )\2
1N 2 roN 2 ’ N2 ’ 2
a a (ayp)®  (ay)
)\ ! ~10 )\ / 20 r_ 10 o 20 =0
1(1’+)\1) + 2(y+>\2 +a00 )\1 )\2
Notam
a/
X — o/ 4 210
x—i—)/\l
a
Y — 4 + =20
Z/+)\2

(a1)? _ (a5)?
A1 A2

si obtinem: A\ X? + \Y? + af, — = ( care reprezinta forma canonica a

conicei. Centrul conicei va fi

i
— _‘110
A1
;o Qoo
y —_ =
A2

in reperul R’ = (O, €7, € ). Coordonatele centrului conicei raportate la reperul initial,
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_ 210

To \ _ [ @ b ))1

Yo az by ]
reprezinta originea reperului R” = (C, €7, €3 ), C(zo, %)

Discutia tipului conicei

T N\2 7 \2

A | A2 | agy — (a;\()) — (a/iO) Tipul conicei
1 2

+ |+ |+ elipsa imaginara
+ |+ |- elipsa reala
+ |- hiperbola
+ |+ hiperbola
+ |1+ 10 un punct
+ - 10 doua drepte concurente
- |+ doua drepte concurente

Desenam graficul conicei in noul sistem de axe. (exemplele 10.1,10.2). Algoritmul se
opreste.

Pasul III Dacd MM, = 0. In acest caz o valoare proprie este nula deoarece.(ambele
valori proprii nu pot fi nule). Presupunem ca Ay # 0.

Vom obtine Ao(y/)? 4 2a502" + 2ahey’ + ah, = 0. Restrangem pitratele si efectusm o
translatie

2
A 12 2@ / % _ (a,20)2 o 2 o
2| ¥+ o Y+ o =T Qpg — 20T <

A (y'+a,20>2— 2a; :C’—l—aoo_a)‘_?
2 ~N - -
)\2 10 i

Notam
/
Y =y + Qoq
A2
A
abo — 5x
/ A2
X =2+ —_—
Q1o

iar forma canonica va fi:

, 24,
AoY? = —2d X & V2 = —%X.
2

v ’ . v v / .
Daca a,, = 0 conica se reduce la doua drepte confundate. Daca a;, # O conica este o
parabola.
Virful parabolei va fi si originea noului reper. Coordonatele originii in sistemul rotit vor
/

at ag — % -
fi.: v = —%,x’ = ———=%. In sistemul initial coordonatele originii se obtin aplicind
2 @10

rotatia:
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!
Ao

To a; asg )\2 ,
fr— i a20
20 by by Qoo — Ny

19
Se deseneaza parabola. Algoritmul se opregte. (Exemplul 10.3)

10.2.2 Exemple

Exemplul 10.1 Sa se aduca la forma canonica conica
522 + 8xy + 5y — 182z — 18y +9 =10
$t sa se reprezinte grafic.

Rezolvare: Matriceal, ecuatia conicei se scrie

(xy)(ig)(z)—2(99)(z)+9zo

5 4

4 5 )°

Ecuatia caracteristicd este A2 — 10\ +9=0= \; =1,y = 9.
Vectorii proprii se obtin rezolvand sistemele:

Matricea formei patratice este

4y + 429 =0 = —>_L<_'>__'))
{4x1+4x2:0 =1 J=ea=nmt J

—4x1 +425 =0 L, = = —>_L(—'> —>)
Azy — dag — 0 => U = 1 + ) :>62—ﬂ v+ 7 .

Matricea de rotatie este:
1 1
R=|[ ¥2 ¥ | detR=1.
V2 V2
Transformarea coordonatelor este data de

)-( ) ()

—
&\
Q\
SN—"
N
S-S
|
§|’*§|H
N~
/N
B ot
U
~~
N
SILs-
S-S
~__
N
< 5
~~
|

11 /
—2(9 9) & ¥ (‘”,)+9:0
2 Yy

22+ 9y —v2)2-9=0
Conica este o elipsa. Notam
X=1a
{ Y=y -v2~
X2
Forma canonica este X? +9Y2 -9 =0 < o +Y?2-1=0.

Originea reperului in care conica are forma canonica este
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)()-(1)

I/~
< 8
N——
I
VR
SILSI-
S-S

Trasarea graficului:

-rotatia sistemului de axe: reperul R = (O; 7, 7) trece in reperul R’ = (O; €7, €3).

Sensul axelor (Oz', Oy') este dat de vectorii ey = % (7 - 7) , €3 = % (7 + 7) :

Figura 8.7.

-translatia sistemului de axe: reperul R’ = (O, €7, €) trece in reperul R” = (C,

unde C'(1,1)

in acest ultim reper trasam graficul elipsei:
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4_

4 4
Fig. 8.8

Exemplul 10.2 Sa se aduca la forma canonica conica

322 — 4oy —2x +4y —3=0
st sa se traseze graficul.

Rezolvare: Matriceal, ecuatia conicei se scrie

BT T

. L . -2
Matricea formei patratice este 3 ) .

T
)

JEERL

-2 0
Ecuatia caracteristicd este A2 =3\ —4=0= \; = =1,y = 4.
Vectorii proprii se obtin rezolvand sistemele:
41 — 229 =0 = — —>_L<—'> —>>
2wyt 2y = 0 =u =1 +2y :>el—\/5 1 +2
—x1 — 225 =0 s o —>_L<_—'> H)
0wy — day = 0 = Uy = 21+]:>62—\/5 29 +
1 =2
R=( %Y ¥ | ,detR=1.
N
Transformarea coordonatelor este data de
1 -2
BEEHI6
= 2 X '
Yy 5B Y
1 2 3 _9 1 2 o
(+ ‘“(-Jg% %)(—2 0 )(% %)(y)+
1 =2 ’
+2( -1 2)( § (x,>—3:0<:>
N y
4(y’)2—(:c’)2+§x’\/5+§y’\/5—320<:>

159
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() + VB ) — () - BVE+2) —2= 0

2 2
4(y'+§) —(x'—i—%) _2-0.

Conica este o hiperbola. Notam

X r 3

{ —_ /_ﬁ
5 -

Y_y,—’_T

X2
Forma canonici este 4Y?2 — X2 —-2=0< - +2Y2—-1=0.

Originea reperului in care conica are forma canonica este

()-(23)(%)-()

Trasarea graficului:

S

-rotatia sistemului de axe: reperul R = (O; 7, 7) trece in reperul R’ = (O, €7, €5
Sensul axelor (Ox’, Oy') este dat de vectorii €7 = % (7 + 2?) siey = % (—27> +7
R=(0;7,7)=R =(0,%,%)
Xr
Fl
-translatia sistemului de axe: reperul R’ = (O, €7, ) trece in reperul R” =

(C, €7, e3).unde C(1,1)

in acest ultim reper trasam graficul:
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Exemplul 10.3 Sa se aduca la forma canonica si sa se deseneze conica:
2? —day+ 42 —6x+2y+1=0

Rezolvare: Matriceal, ecuatia conicei se scrie

(x y)(_12 _42>(‘§>+2(—3 1)<”§>+1:0

—2
-2 4
Ecuatia caracteristica este \2 —5A =0 = \; =0, \y = 5.
Vectorii proprii se obtin rezolvand sistemele: pentru \; =0
{opienly su=2T 4T =a=%(27+7)
pentru Ay =5
{ —4x1 — 229 =0

Matricea formei patratice este

$@=7—27$?2>=%<7—27)

—2£L‘1 - 1!132 =0
2 L
R=| ¥ VY3 |,detR=-1
VB VB
Pentru ca det R = 1 schimbam sensul vectorului &5, &5 = % (—7 + 27) , deci ma-

tricea de rotatie va fi

2 =1
R=| ¥ ¥ |.
VARV

Transformarea coordonatelor este data de

()-(33)0)

VR
|
[\)
-
SN—
/N
S-Sl
SISl
VR
<8
N——
+



162 CAPITOLUL 10. CONICE SI CUADRICE

2
5(y’+%> N
Notam
{X:x’
_ -
Y—y’+ﬁ

Forma canonici este Y2 — —X =0

V5

Vérful parabolei va fi in punctul C(0, —1/ V/5), coordonatele punctului fiind in sistemul
rotit. In sistemul initial coordonatele varfului parabolei vor fi

()-(22)(5)-(%)
CG %)

Trasarea graficului:
-rotatia sistemului de axe: reperul R = (O; 7, 7) trece in reperul R’ = (O, €7, é3).

Sensul axelor (Ox’, Oy') este dat de vectorii &5 = % (27 + 7) , €3 = % (7 - 27) :

- —

R=(0;i,7)=R =(0,¢,e)

¥

-translatia sistemului de axe: reperul R’ = (O, ¢7,€;) trece in reperul R” =

(C, €7, e ), unde C va fi varful parabolei.

Y’I

N

in acest ultim reper trasam graficul parabolei:
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4
4T
Exemplul 10.4 Sa se aduca la forma canonica st sa se deseneze conica:
22+ 2y +y?+ 22 +2y—3=0
Rezolvare: Matriceal, ecuatia conicei se scrie
11 T T
T +2(1 1 —-3=0
() ()20 n()
Matricea formei patratice este 11 ) Ecuatia caracteristicd este \2 — 2\ = 0 =
)\1 - O, )\2 - 2
Vectorii proprii se obtin rezolvand sistemele: pentru A\; =0
r1+22=0 = —>_L(_'>__'))
o1+ 2= 0 = uj = 1 J=a=5(1 J
pentru Ay =5
—X1 + Xo = 0

1 — 2y — 0 :>u_2>=7+7:>e_2>=%<7+j)

1 1
R=| V2, ¥ |, detR=1
V2 V2
Transformarea coordonatelor este data de

()-(%2)0)
()G ()0
+2(11)< )(5)—3:0,

W2 +2YV2-3=0222+2/V2+1-4=0¢<

(y’\/§—|— 1)2 —4=0<% (y'\/§ —1) (y'\/§—|— 3) = 0 =sconica reprezintd doud drepte
paralele

(0)-(Z 7))~ (1vains )
2 R A U — |1 1

Yy 72 2 Yy §~T\/§+gy\/§
YV2-1=0= (av2+3yvV2)V2-2=0=2+y—1

YRR
sk | 8

| —
I
Shgl- S
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YV2+3=0= (32vV2+ 3uV2)V2+3=0=2+y+3=0
r=-3-yxrx=1-y

10.3 CUADRICE PE ECUATII REDUSE

Numim cuadrice nedegenerate suprafetele: sfera, elipsoidul, hiperboloidul cu o panza,
hiperboloidul cu doua panze, paraboloidul eliptic si paraboloidul hiperbolic. Deoarece ele
admit intr-un reper ortonormat reprezentari analitice pe ecuatii algebrice de gradul doi, ele
sunt suprafete algebrice de ordinul al doilea.

10.3.1 Sfera

Fie reperul R =(0; i, j
distantei dintre doua puncte:
diSt(Ml, Mg) = \/<$2 - $1)2 + (yg - y1)2 + (ZQ - 2’1)2.

i H,?) si punctele M;(z;,y;,2:),i = 1,2,3. Reamintim formula

Definitia 10.5 Locul geometric al punctelor din spatiu M (z,vy, z) cu proprietatea ca distanta
lor la un punct fix My(zo, Yo, 20) este constanta se numeste sferd (suprafata sferica).
Daca 7 respectiv Ty sunt vectorii de pozitie ai punctelor M si My, atunci

|7 — 7ol = R. (10.10)
My (x0, Yo, 20) se numeste centrul sferei, iar r este raza sferei.

Teorema 10.1 Punctul M(x,y, z) apartine sferei de centru C(xq,yo, 20) §i razd R dacd i
numai daca

(= 20)* + (y —90)* + (2 — 20)* = R*. (10.11)

Demonstratie. M esfereie | MM || =R < |[T—To|| = R <
\/(I — ZL'0>2 + (y - y0)2 + (Z — 20)2 =R& (l’ — ZL'())2 + (y — y0)2 + (Z — 20)2 = R20
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Observatia 10.5 Ecuatia (10.10) se numeste ecuatia vectoriala a sferei. Ecuatia
(10.11) se numeste ecuatia carteziana implicita a sferei.

Ecuatia sferei este un polinom de grad doi in x, y, 2, termenul de grad doi fiind 2% +1%+22.
Aceasta ne sugereaza sa cercetam ecuatia

22+ 9% + 22+ 2ax + 2by + 2c2 +d =0
si sa stabilim 1n ce caz ea reprezinta ecuatia unei sfere. Aceasta ecuatie se mai poate scrie
de forma

(z+a)P+y+b*+(z4+c)=a®+b0*+*—d

De aici observam ca daca

a) a® + b* + ¢ — d > 0 ecuatia reprezinta o sferd de centru (—a, —b, —c) si razd R =
Vaz +b2+c2 —d.

b) a? + b* + ¢* — d = 0 ecuatia reprezintd un punct de coordonate (—a, —b, —c);

c) a® + b* + ¢* — d < 0 ecuatia reprezinta o sferd imaginara.

Ecuatia 22 + 42 + 22+ 2ax +2by +2cz +d = 0 cu a® +b> + 2 — d > 0 reprezintd ecuatia
carteziana generala a sferei.

Ecuatia sferei cu centru in origine si de raza R este

22 +y? + 22 = R2

Observatia 10.6 Sfera este o multime marginita si inchisa, deci compacta. Punctele de
pe suprafata sferica sun in interiorul unui patrat deoarece din ecuatia (x —z¢)?+ (y —y0)* +
(2 — 20)? = R? rezulta ca (v — x9)? < R? = 190 — R < x < 29 + R. Analog si pentru y si z.

Ecuatiile parametrice ale sferei cu centrul in My(xg, yo, 20):
T =x9+ Rcospsiny S
Y ="Yo + RSiH(pSiIlQ,b P € [07 27T) 7¢ € [_57 §:| .

2z =zy+ Rcos

10.3.2 Elipsoidul

Definitia 10.6 Locul geometric al punctelor M(x,y, z) din spatiu care satisfac ecuatia
22 2 2
?—'—ﬁ—f—g:l,a,b,CER_ﬁ (1012)

se numeste elipsoid.
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Studiem forma acestei suprefete plecand de la ecuatia (10.12). Deoarece coordonatele
x,y,z apar in ecuatia (10.12) la patrat, rezulta ca daca punctul M(z,y, z) apartine elip-
soidului, atunci si punctele M;(—zx,y,z), May(z, —y, 2), M3(x,y, —z) apartin elipsoidului.
Dar aceste puncte sunt simetricele punctului M fata de planele de coordonate. Deci
planele de coordonate (zOy,yOz,20z) sunt plane de simetrie ale suprafetei. Analog si
punctele My(—x, —y, z), Ms(—x,y, —z), Mg(z, —y, —z), simetricele fata de axele de coordo-
nate ale punctului M, apartin elipsoidului, deci acesta admite trei axe de simetrie. Punctul
M7 (—z, —y, —z), simetricul fata de origine a punctuluil, se afla pe suprafata, deci elip-
soidul admite un centru de simetrie.

In concluzie elipsoidul admite

-trei plane de simetrie,

-trei axe de simetrie si

-un centru de simetrie.

Punctele in care axele de coordonate intersecteaza suprafata se numesc varfurile elip-
soidului i ele sunt: A(a,0,0), A'(—a,0,0), B(0,b,0), B'(0,—b,0), C(0,0,¢), C'(0,0,c).
Numerele a, b, ¢ se numesc semiaxele elipsoidului.

Pentru a ne da seama de forma acestei suprafete, o intersectam cu planele de coordonate
si cu plane paralele cu planele de coordonate.

Intersectiile elipsoidului cu planele de coordonate sunt elipse si anume:

2 2 2 2 2 2
a b? vy b2 vy a2
z=0 r=20 y=20
Intersectand elipsoidul cu plane paralele cu Oy obtinem elipse:
22 2 52
ST =l-% —
a2 b2 2 pentru k € [—c¢,c|.
Zz =
Analog cu plane paralele cu zOz, yOz,
g 22 72
- + — P
b2 C2 0,2 )
Tr =
@ 2 v
a? 3 Nz
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Teorema 10.2 Elipsoidul este o multime marginita si inchisa, deci compacta.

Demonstratie. Din ecuatia elipsoidului rezulta
2 2
x z
—2§1,i—2§1,—2§1@—a§x§a,—b§y§b,—c§z§c:
a c
toate punctele elipsoidului sunt cuprinse in interiorul unui paralelipiped cu laturi de lungimi

finite. ¢

Ecuatia planului tangent la elipsoid printr-un punct al elipsoidului se obtine
prin dedublare. Fie My(zo,yo, 20) un punct de pe elipsoidul de ecuatie (10.12). Ecuatia

planului tangent prin acest punct este
Ty  YYo | =220 _
@ T tae=!
O reprezentare parametrica a elipsoidului se obtine de forma:
T = acosysiny

y =bsinpsiny ¢ €0,27),¢ € [—E,E] .
272
Z = ccos
Suprafata reprezentata prin ecuatia:
x>y oz
?+§+§+1:O,a,b,c>0

se numeste elipsoid imaginar.

10.3.3 Hiperboloidul cu o panza

Definitia 10.7 Locul geometric al punctelor M(x,y, z) din spatiu care satisfac ecuatia

2 2 22

T Y

g—i—ﬁ—g—lzo,a,b,CERJr, (1013)
se numeste hiperboloid cu o panza. Numerele a,b,c se numesc semiaxele hiper-
boloidului.

Observatia 10.7 Tot hiperboloizi cu o panza reprezinta ecuatiile:
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Hiperboloidul cu o péanza are aceleasi simetrii ca si elipsoidul. Are patru varfuri,
A(a,0,0), A'(—a,0,0), B(0,b,0), B'(0,—b,0). Intersectiile cu planele x = 0 gi y = 0 sunt

W 22 22 2
hiperbole, ¢ 32 ~ 2 ~ ° Tespectiv ¢ 42 2 U ar cu planul z = 0 intersectia este
z=0 Y=
2 2
x
N R
o elipsa b2
z =0
Intersectiile cu plane paralele cu Oy, z = k, sunt elipse reale, oricare ar fi kK € R:
2 2 2
x” y z
TpTita
z =k
Intersectiile cu plane paralele cu planele Oz si respectiv yOz sunt hiperbole,
2 2 L2 y: 2 L2
@ 2 . e 2 &
=k r==k

Rezulta ca hiperboloidul cu o panza este o suprafata nemarginita .
Daca a = b elipsele de intersectie ale suprafetei cu plane paralele cu planul Oy sunt
cercuri.

2 .2 L2
z
Cuadrlca —+ y_Z _ = 0 se numeste conul asimptotic al hiperboloidului cu o panza.

b2 2

Ecuatia planului tangent la hiperboloidul cu o panza printr-un punct al sau
se obtine prin dedublare. Fie My(zo,yo, 20) un punct de pe hiperboloidului cu o panza de

ecuatie (10.13). Ecuatia planului tangent prin acest punct este
TTo | YYo  ZF _

a? b? c?
O reprezentare parametrica a hiperboloidului cu o panza este:
COS
r=a
cos 1) -
y:bSIH(p 7306[07271—) ¢€(—— _)'
cos Y 272

z=ctgy
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O a doua reprezentare parametrica a hiperboloidului cu o panza se obtine, tinind seama
¢ 1+ sh?¢ = ch?¢, ludnd z = c¢she). Avem:

x =acosychy
=bsinpchy [ €[0,27),¢ € R.
z = csh

10.3.4 Hiperboloidul cu doua panze

Definitia 10.8 Locul geometric al punctelor M(x,y, z) din spatiu care satisfac ecuatia

2 2 2

—%—Z—Z—i—%—l:O,a,b,ceRJr (10.14)

se numeste hiperboloid cu doua panze. Numerele a,b,c se numesc semiaxele hiper-
boloiduluz.

Observatia 10.8 Tot hiperboloizii cu o panza reprezinta ecuatiile:

T Y z T Y z T Y z
2te e Tt e ete T 0E et a =l
IL‘2 y2 22 $2 y2 22 .TQ y2 22
_§+§+§+1:0’_¥+ﬁ_§_1:07¥+b_2_§+1207
ZL‘2 y2 22 $2 y2 2

E—ﬁ—i—g—f—lzo,—?-l———i-;-l—l:

Hiperboloidul cu doua panze are aceleasi simetrii ca si elipsoidul. Are doua varfuri
C(0,0,¢),C"(0,0,c). Intersectiile cu planele z = 0 i y = 0 sunt hiperbole

2 2 2 2
r_ Yy _ r 2y
a’>  b? vy a2
z = y=20
Intersectiile cu plane paralele cu yOz, x = k, sunt elipse:
2 2 22
St =751
22 a2 k€ (—00,a)Ula, 00).
Tr =

Intersectiile cu plane paralele cu planele xOy si Oz sunt hiperbole
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2 2 L2 2 2 L2
x_2_y_:1+_ r_Z 45
a b? 2 N a2 A b?
z= y==rk
Hiperboloidul cu doua panze este o multime nemarginita.
2 2
x z
Cuadrica — — y _Z _ 0 se numeste conul asimptotic al hiperboloidului cu doua

panze.
Ecuatia planului tangent la hiperboloidul cu doua panze printr-un punct al

sau se obtine prin dedublare. Fie My(zo, Yo, 20) un punct de pe hiperboloidului cu doua

panze de ecuatie (10.14). Ecuatia planului tangent prin acest punct este
T _yw 2w _

a? b2 c?

O reprezentare parametrica a hiperboloidului cu doua panze este:
x = acosyshy
y=">bsinpshy [pe[0,27),¥ € R,.
z=cchy

10.3.5 Paraboloidul eliptic

Definitia 10.9 Locul geometric al punctelor M (x,y, z) din spatiu care satisfac ecuatia
2?2 P
§+§:2z,a,b>0 (10.15)
se numeste paraboloid eliptic.

Observatia 10.9 Tot paraboloizi eliptici reprezinta ecuatiile:

Planele de coordonate yOz si xOz sunt plane de simetrie, iar axa Oz este axa de simetrie

a suprafetei. Paraboloidul eliptic nu are centru de simetrie.
Din relatia (10.15) rezulta ca z > 0, deci paraboloidul eliptic esta situat deasupra

planului xzOy.

Intersectiile cu planele z = k, k£ > 0, sunt curbele
22 2
? + ﬁ =2z

z=k
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care reprezinta pentru k£ > 0 elipse reale ale caror semiaxe cresc odata cu k. Pentru k = 0
obtinem x = y = z = 0, adica originea reperului. Punctul O este singurul varf al suprafetei.
Intersectiile cu celelalte plane de coordonate sunt parabole.

Intersectiile cu plane paralele cu xOz si yOz sunt parabole

R
a? b2 N\ b2 : a?
y==k r==k

Ecuatia planului tangent la paraboloidul eliptic printr-un punct al sau se obtine
prin dedublare. Fie My(zo, o, 2z0) un punct de pe paraboloidului eliptic de ecuatie (10.15).

Ecuatia planului tangent prin acest punct este
Lo | YYo

az
O reprezentare parametrica a paraboloidului eliptic se obtine luand 2z = v? :
x = aw cos p
y="bsing (1) e [0,2r) x [0,00).
Lo
Z = §w

=z + 2.

10.3.6 Paraboloidul hiperbolic

Definitia 10.10 Locul geometric al punctelor M(x,y,z) din spatiu care satisfac ecuatia

T Y 9 ab>0 (10.16)

se numeste paraboloid hiperbolic.

Observatia 10.10 Tot paraboloizi hiperbolici reprezinta ecuatiile:
2 2
y: oz x* oz

poa e gt

Planele de coordonate yOz si Oz sunt plane de simetrie, iar axa Oz este axa de simetrie
a suprafetei. Paraboloidul hiperbolic nu are centru de simetrie.
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Intersectiile cu planele z = k sunt curbele

22 P
@ B
Zz =
2 42
care reprezinta hiperbole. Pentru & = 0 obtinem — — - = 0, adica o pereche de drepte

secante prin origine. Punctul O este singurul varf al suprafetei. Intersectiile suprafetei cu
plane paralele cu planul yOz sunt parabole

, , 2,2
Yy = —2b"z + ? ’
r==k
iar intersectiile suprafetei cu plane paralele cu planul xOz sunt parabole
2.2
a’z
22 = 2a%2 + -
y=k

Ecuatia planului tangent la paraboloidul hiperbolic printr-un punct al sau
se obtine prin dedublare. Fie My(zo, o, 20) un punct de pe paraboloidului hiperbolic de
ecuatie (10.16). Ecuatia planului tangent prin acest punct este

Lo  YYo

? — ? =2z + 20-

O reprezentare parametrica a paraboloidului eliptic se obtine luand:
T =ap
y:liw ,(u,v) € R2.
z= 5(902 —1?)

10.4 Cuadrice degenerate

Numim cuadrice degenerate urmatoarele suprafete: suprafata determinata de o pereche
de plane, cilindrul patratic, conul patratic.

10.4.1 Cilindri patratici

Cilindrii patratici sunt de trei tipuri:
a) cilindrul eliptic are ecuatia canonica

2 2
I—2+z—2—1:0,a,b>0. (10.17)
a

Intersectand aceasta suprafata cu plane paralele cu planul xOy, z = k, obtinem elipsele

de semiaxe a si b, pentru orice £ € R

I2 y2
¥+§—1:O
z=k
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Observatia 10.11 Tot cilindrii eliptici au ecuatiile

2 22 2 yz
EJrg_l:(),a,c>0,§+§—1:(),c,b>0.

b) cilindrul hiperbolic are ecuatia canonica
2?2 P
g—b—2—120,a,b>0. (10.18)

Intersectand aceasta suprafata cu plane paralele cu planul xOy, z = k, obtinem hiperbole
de semiaxe a gi b, pentru orice k£ € R

2 2
x_2 _Y 129
a b?
z=k
Tot cilindrii hiperbolici sunt
22 52 2 g2
E—g—1:O,(Z,C>O;g—§—1:0,c,b>0.

¢) cilindrul parabolic are ecuatia canonica
= 2py. (10.19)

Intersectand aceasta suprafata cu plane paralele cu planul Oy, z = k, obtinem parabolele,
pentru orice k € R
% = 2py
z=Fk '
Tot cilindrii parabolici sunt
22 = 2py, a? = 2pz,y? = 2px,y* = 2pz, 2% = 2px.

10.4.2 Conul patratic

Conul patratic este suprafata de ecuatie

2 2 2
%+y__%:()7a7b7c€]R+, (1020)

Intersectand aceasta suprafata cu plane paralele cu planul xOy, z = k, obtinem elipsele
pentru orice k € R
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A .
a b2 2
z=k

CAPITOLUL 10.

Observatia 10.12 Tot conuri patratice reprezinta ecuatiile

2 2 2

y2

x_2_y_+z__0ac>0_l'_+ + == =0,a,b,c>0.
a b?

b2

CONICE $I CUADRICE



