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IIl. Transformari liniare. (Operatori linari).
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e http://math.etc.tuiasi.ro/otarniceriu/
Diferential Fie V, W doud K-spatii vectoriale.

Definition

O aplicatie T : V — W se numeste transformare liniara (sau
operator liniar) dac3 satisface conditiile:

(&) T(X+yY)=T(X)+ T (y),V X,y € V (aditivitatea aplicatiei
liniare);

(b) T(AX) = AT (X),V A€ K, VX,y €V (omogenitatea aplicatiei
liniare).

v

Vom nota cu £ (V, W) multimea aplicatiilor liniare de la V la W, i.e.

L(V,W)={T:V — W: T este transformare liniar3} .
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Propozitie

Daca T € L(V, W) atunci:
(a) T(0v) = 0w , unde Oy este vectorul nul din V si Oy este
vectorul nul din W;

(b) T(-X)=-T(%),VXe V.

Propozitie

O aplicatie T : V. — W este liniard dac3 si numai dac3 are loc

TOR+17) = ATR) +uT (), VA pue K, VX, yeV
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Definition

(a) Se numeste nucleul unei transformari liniare T € L (V, W)
notat cu Ker (T), contraimaginea prin T a subspatiului vectorial nul
{Ow} al lui W, i.e.

Ker (T) :== T~X(0w) = {\76 VT (@) :6W} cv;

(b) Dimensiunea lui Ker (T) se numeste defectul transformarii
liniare T € L(V, W) si se noteaza cu def (T) (deci

def (T) :=dim (Ker (T)) );

(¢) Se numeste imaginea transforma rii liniare T € £ (V, W), si se
noteaza cu Im(T), multimea

T(V):={weW:3veV, T({) =w};

(d) Dimensiunea lui Im(T) se numeste rangul transformarii liniare
T € L(V, W) si se noteaza cu rang (T) (deci
rang (T) :=dim (Im(T)) );
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Fie V un K—spatiu vectorial si A € K fixat. Definim T : V — V/, prin
T (X) := aX. Evident T € L(V, V) deoarece

TR+ 17) = a- (A% + u7) = A(aX) + i (ay) = AT () + 1T (7).

Definim aplicatia T : R® — R* prin

T()_(') = (X1 + x3,2x1 + X3, X2, 3X1 — X2 +X3) VX = (X1,X2,X3) e R3.

Ardtatica T € L(V, V).
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Proprietati generale ale transformarilor liniare:

Fie V, W doud K-spatii vectoriale si T € L(V,W). Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Transformarea liniard T este injectiva;

(ii) Ker (T) = {0v};

(iii) Pentru orice sistem de vectori liniar independent S C V' avem ca
T (S) C W este un sistem de vectori liniar independent.
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Propozitie

Fie V, W doud K-spatii vectoriale, T € L(V,W) siS C V un
sistem de generatori al lui V. Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) Transformarea liniard T este surjectiva;

(i) Imaginea T (S) C W este un sistem de generatori al lui W.

Definition

O aplicatie T € L(V, W) se numeste izomorfism de spatii
vectoriale dac3 aplicatia T este bijectiva.
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Transform3ri liniare
intre K tii finit
dimensionale

Fie Tn continuare V,, un K—spatiu vectorial n—dimensional si
consideram spatiul vectorial aritmetic K.

Propozitie

Orice spatiu vectorial V,, care este n-dimensional este izomorf cu K".

Proof.

Fie B o bazd B = {¢}
descompunerea unica

ic1n O bazd in Vj,. Pentru orice X € V are loc

X=>) A€
—

unde \; € K, i € 1, n. Definim aplicatia
T (%) = (M ooes An)

Se poate verifica c3 aceasta aplicatie este transformare liniar3
bijectiva, adica T este izomorfism.
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V, este izomorf cu K—spatiul vectorial W daca si numai daca
dim W = n (adic¥ W are aceeasi dimensiune cu V,,).

Reamintim Definitia 2

rangT =dim(ImT), defT = dim (KerT)

Fie T € L(V,, W). Atunci are loc

rangT +defT =n

(numita relatia dimensiunilor).
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Corollary

Fie T € L(Vn, W,,). Atunci au loc:

e K apay e (i) T este aplicatie injectivi < rangT = n, n < m
dimensic

(if) T este aplicatie surjectivd < rangT = m, m < n

(iiif) T este aplicatie bijectivi < rangT = n=m
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Corollary

Fie T € L(Vn, W,). Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

e K apay e (7) T este aplicatie injectivd
dimensic

(if) T este aplicatie surjectiva

(iii) T este aplicatie bijectivd
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Fie T € L(V,, W), B={e}
bazd in W,,.

jety 0 bazd in V,, si B' = {fi}, 1

n
Aplicatia T € L (V,, W) < pentru orice X =Y x;&; € V,,, vectorul
i=1

n q
T (X) € Wy, are in baza B' coordonatele y; = > alx; , j € 1, m,
i=1

unde A = (a{),eﬁ jetm € Mmn (K).
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Matricea

ap a4 - a
ai @ - a4
A =
m m m
af' af’ -+ af

se numeste matricea transformarii liniare T in raport cu bazele
Bsi B'.
Aceastd matrice are drept coloane coordonatele vectorilor T (&) in
baza B'.
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Matricea unei

transformiri liniare

Ecuatiile

yi = a%xl —i—a%xz —|—-~-—|—a,1,x,,
Yo = afxl + 3%X2 +"'+3%Xn

Ym=arxy+alx + -+ ayx,

se numesc ecuatiile transformarii liniare T Tn raport cu bazele B si
B’. Daci notdm cu X matricea coloan3d a coordonatelor vectorului
X € V,,in baza B, si cu Y matricea coloand a coordonatelor
vectorului T (X) € W, n baza B’, atunci ecuatiile de mai sus se
rescriu sub form3 matriceald

Y=A-X

(numit3 ecuatia matriceala a transformarii liniare T).
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Fie T € L(V,, W,,). Atunci rang T = rangA, unde A este matricea
transformdrii liniare T .

Theorem

Matricea unei

Fie T € L(V,, Wy,), B, B dous baze in V, si B', B’ dous baze in

it Vy i Wy W,,. Presupunem c3 B 2, B si B’ S B'. Atunci are loc relatia
Agg = (S')"" - Ass: - S, (1.1)

unde Apg: si Agg, sunt matricile transform3rii liniare in raport cu
bazele B si B, respectiv B si B'.




Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

rmiri liniare
Vo 5t Win

Observatie

Formula (1.1) de mai sus, se numeste formula matriceala de
schimbare a matricei unei transfromari liniare la schimbari de
baze.

Proof.

Am vizut mai sus c3 ecuatia matriceal3 a lui T in raport cu perechea de baze B, B’ este Y = Aggr + X, si

similar ecuatia matriceal3 a lui T in raport cu perechea de baze B, B’ este Y = ”Z‘Eé/ - X. Pe de alt¥ parte
conform formulei matriceale de schimbare a coordonatelor unui vector la o schimbare de baze (vezi Cursul 1)
avem urmatoare ecuatii de legatura

X=5-X,vy=5.v

Deci

Y = Aggr - X =Aggr - S X =

s'.y =

- =il -
> v= [(s’) Aggr s] -
Dar Y = Aéé/ - X deci, identificAnd matricile obtinem

Aggr = (5') " Aggr -5
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Corollary

In cazul particular in care lufm endomorfismul T € L (V,, V) si B o

altd baza in V, cu B, i) B, are loc relatia
A=(S)"-A-S, (1.2)

unde A si A sunt matricile transformarii liniare in raport cu vechea
baza canonica B si respectiv cu noua baza B.
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Definiti

Fie T € £L(V,). Spunem c3 vectorul X # Oy din V, este vector
propriu pentru T dacd 3 A € K astfel incat

T (%) = \X.

In acest caz A € K se numeste valoare proprie corespunzatoare
Reducerea unui . .
endomorfism T a I vectorului propriu X.

Suntem interesati s gdsim bazele lui V), Tn raport cu care matricea
endomorfismului T € £(V,) s3 aib3 forma cea mai simpla.
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heorem

Un endomorfism T € L (V,) admite n vectori proprii liniar
independenti dacd si numai dacd existd o bazd B = {é&}, .1 a lui V,
astfel incat s3 avem c3 matricea A a transformarii liniare T s3 fie

A 0O - 0

Reducerea unui 0 )\2 ooo (0 )
endomorfism T al lui A = _ dlag ()\1’ " )\n) )
I .. .. .. ...
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Definition
Un endomorfism T € £ (V) se numeste diagonalizabil dacd existd o
bazd B in V, format3 numai din vectori proprii pentru T.

n -
Fie T € L(Vh), B={6&};.15 bazd alui V, 5i X =3 x;& # 0 un
i=1
vector propriu pentru T. Fie A= (a});c15. jer Matricea lui T.

n n
Vectorul X este propriu < T (Z x,-é}) =AY xé& <
i= j=1

n n i
Z <Ex, )@-:)\ije](:) Yo xia = Ax;, j € 1,n ceea ce
j=1 j=1 i=1
inseamnd c3

(A= Al,)-X =0 (1.3)

unde X este matricea coloand a coordonatelor lui X Tn baza B, I, este
matricea unitate de ordin n.
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Propozitie

Vectorul X este propriu dacd si numai dacd matricea coloand X a
coordonatelor vectorului X in baza B este solutie nebanald pentru
sistemul liniar si omogen (1.3).

Deci T admite vectori proprii <> X este solutie a ecuatiei algebrice de
grad n

det(A— X)) =0
Polinomul p(\) = det (A — Al,) se numeste polinomul caracteristic
asociat matricei A, iar ecuatia p (A\) = 0 se numeste ecuatia
caracteristica a matricei A.



Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Propozitie

Fie X € K o rddicind a ecuatiei caracteristice p (\) = 0 asociatd lui
T € L(V,). Atunci X este valoare proprie pentru T. Invers dacd A
este valoare proprie pentru T atunci \ este radacind a ecuatiei
caracteristice p(\) =0

Daca luam A o valoare proprie oarecare atunci s3 notam cu
VA ={XeV,: T(X)=}

adica multimea tuturor vectorilor proprii pentru T corespunzatoare
valorii proprii \.
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de diagonalizare a unui endomorfism

Operatorul T € L (V,) este diagonalizabil daca si numai daca
urmatoarele doua conditii sunt satisacute:

(1) r3d3cinile ecuatiei caracteristice sunt toate valori proprii pentru T
(sunt toate din K)

(i) ordinul de multiplicitate al fiec3rei valori proprii A; este egal cu
dimensiunea subspatiului propriu V (\;).




Algoritmul practic de diagonalizare a unui
endomorfism (a unei matrici patratice)
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ittt Fie T € £L(V,) un endomorfism si o bazd B in V. S3 notdm cu A
matricea lui T Tn baza B. Se va rezolva ecuatia caracteristicd
p(A) =det (A — Al,) =0. Dacd aceastd ecuatie are radacini care nu
sunt din K atunci conditia (/) din teorema precedent3 nu este
satisfacutd deci endomorfismul T nu este diagonalizabil. Daca toate
radacinile sunt din K atunci pentru fiecare valoare \; se va determina
subspatiul propriu V ();). Pentru aceasta se va identifica orice vector

u € V, cu matricea coloana X a coordonatelor sale in baza

R unui . o . . 5 .
Ferelll  consideratd B a lui V,,, si, pentru fiecare valoare proprie \;

consideram sistemul liniar si omogen

(A= Xil) X =0
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nui
T al lui

Se va determina apoi subspatiu propriu
V(A)={XeM,i1(K): (A= Xl)X =0} siseva punein
evidentd cate o bazad in fiecare subspatiu propriu V (\;) determinand
astfel dim V/ ();). Dac3 exist3 o valoare proprie \; pentru care

dim V (\;) este mai mic3 strict decat ordinul de multiplicitate al lui
A; atunci conditia (/i) din teorema precedent3 nu este satisfacuts deci
endomorfismul T nu este diagonalizabil. Dacd dim V (;) este egald
cu ordinul de multiplicitate al lui A; atunci conditia (ii) din teorema
precedent3 este satisfacutd deci endomorfismul T este diagonalizabil.
In acest caz baza B, format3 din reuniunea bazelor tuturor
subspatiilor proprii determinate anterior, este baza a lui V,, in raport
cu care matricea endomorfismului T are forma diagonala

diag (A1, ..., An), unde valoarea proprie \; se repetd de atatea ori cit
este ordinul ei de multiplicitate.
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Exercitiu

S5 se verifice c3 endomorfismul T : R3 — R3 dat de
T()?) = (4X1 + 6x2, —3x1 — bxo, —3x1 — 6x2 + X3), VX= (Xl,Xl,X3) (=g

este diagonalizabil si s3 se determine o bazi B a lui R3 in raport cu
care matricea lui T are forma diagonala.
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LA Fie B baza canonic a lui R3, i.e. B. := {&, &, &}. Calculim T (&)
si obtinem

T(éi) = (47 -3, _3)7 T(€2) = (6’ =5, _6)’ T(gfi) = (0’0) 1)

deci matricea endomorfismului in baza B, care se formeaza punand
coordonatele vectorilor T (&) in baza B pe coloand, este

Reducerea unui

4 60
A=|-3-50
-3-61
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R

. unui
endomorfism T al lui

Ecuatia caracteristicd a matricei A este p(A\) =det(A— A3) =0
adic3, efectuand calculele,

(A=1P2(A+2)=0

Deci radacinile caracteristice ale lui T sunt A\; = 1, radacind multipla
de ordin 2, si A\, = —2, radacinad simpla. Deoarece valorile proprii

A1, A2 € R obtinem c3 este satisficut3 conditia (/) din teorem3.
Vom calcula acum subspatiile proprii V (1) si V (2) corespunzatoare
celor doua valori proprii gasite. Avem

V(1) :={X e M31(K): (A— )X =0} si dac3 rezolvdm sistemul
liniar si omogen (A — /3) X = 0 obtinem solutia
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si prin urmare bazs in V (1) este B, = {£, f,} adic3

dim V(1) = 2.



oo Analog V (—2) :={X € M31(K): (A+2k)X =0} si dacd

/feolT_etjie_ rezolvdm sistemul liniar si omogen (A + 2/5) X = 0 obtinem solutia
nalitica si

Diferential3

-1
X=a«a 1|, a€eR

1
-1
Deci V (—2) este generat vectorul nenul f3 = | 1|, si prin urmare
1

bazs in V (—2) este B, = {3} adici dim V (—2) = 1.

Deci dim V(1) = 2 = ordinul de multiplicitate al lui Ay si

dim V (=2) = 1 = ordinul de multiplicitate al lui A,. deci si conditia
(ii) este ndeplinita.



Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Prin urmare endomorfismul este diagonalizabil si baza B = {f{, fé, g}
este cea n raport cu care matricea lui T are forma diagonald
deoarece T(fi) = f1, T(f) = f, T(f3) = —f. Matricea schimbarii

de baze de la baza canonica la baza B este

-20 -1
S= 10 1
01 1

iar matricea lui T Tn raport cu noua bazad B este data de

A=S"1.A.5
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