Matematici Speciale - Seminar

NUMERE COMPLEXE.

1 Forma algebrica si trigonometrica a numerelor complexe
Multimea numerelor complexe reprezinta multimea perechilor ordonate de numere reale:
C={(z,y)lzr e R,y € R}.
e Forma algebrica a unui numar complex z este
2=+ jy
unde x este partea reald a lui z: Re(z) = x iar y partea imaginard a lui z: Im(z) =y.
e Forma trigonometrica a unui numar compex z este
z =r(cos(0) + jsin(9)),
unde numarul r € [0, c0) este definit prin
r= VTR

se numegte modulul numéarului complex z si se noteaza cu |z| iar 6 este solutia sistemului

cosf = =z
|z
sinf = Y
|2

in intervalul (0,27], si se numeste argumentul principal al numarului complex z. Se mai noteazd
argp(z). Multimea tuturor solutiilor acestui sistem este data de:

Arg(z) = {argg(z) + 2km, k € Z}.

Observatie.
arctg (%) , z>0,y>0

71'farctg;‘g , ©<0,y>0
x

, <0,y <0,

T+ zaurctg‘g
T
)

27 — arctg |=|, >0,y <0,
T

w/2, x=0,y>0,

3n/2, x=0,y<0.



Modulul si argumentul unui numar complex
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2 Aplicatii

Exemplul 1 Sa se determine forma algebrica/trigonometrica, modulul si argumentul (faza) urmatoarelor
numere compleze:

1. V2 =+2(1+0j) = v2(cos0 4+ jsin0);
2. mj =7 (cos(m/2) + jsin(mw/2))

3. z=—V2+35V2
2l =V (=V2)2 + (V2)2 = V4 =2

z2=2 <_\/§ —|—j\/§> = 2 (cos(3m/4) + jsin(37w/4))

si, deci
2 2

4. z=—3 = (cos(3m/2) + jsin(37/2);
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Figure 1: Source: http.socratic.org

5. 2= —1—j=+/2(cos(5m/4) + jsin(5m/4));
6. 2= —/3+j =2(cos(57/6) + jsin(57/6));

7. 2= 5 (14 V) = cos(n/3) + j sin(r/3);
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obtinem:

z = 2(cos(mw/2) + jsin(m/2))

Exercitiul 1 Sa se determine forma algebrica/trigonometrica, modulul si argumentul (faza) urmatoarelor
numere compleze:

4-2§ | 245§ .
L 955 + 15

Exemplul 2 Sa se determine modulul numdarului complex:

Rezolvare:
Se observa ca:
1, n =4k
o 7 n=4k +1
7Ty -1, n=4k+2

—j, n=4k+3, keLZ.
Astfel
T+ i+ 724+ +5 4 70 =14 j—1— 414 —j+1=1

si, deci, |z] = 1.
Observatie:

a) daca z =1 (cosf + jsinf), z # 0 atunci

1 1 . 1 .
> TlcosOjom) == (cos@ — jsinf) = ;[cos (=0) + jsin (—0)], (1)

1
iar pentru multimile argumentelor avem Arg <7> =—Arg(2);
z

b) daca z; = r; (cos; + jsinb;), i = 1,2 atunci

21+ 29 =11 - To[cos (01 + 02) + sin (61 + 62)],

2
2= Dlcos (0y — 02) +sin (61 — 03)], 22 #0, ¥

22 T2
¢) dacad z =17 (cosf + jsinh), z # 0 gi n € N atunci

Z’ﬂ

" (cosnd + sinnd) (3)

d) daca z =1 (cosf + jsinf), z # 0 si n € N, n > 2 atunci

2 2 .
W=W<0059+nkﬂ+jsine+nkﬂ>, k=0,n—1 (4)

Exemplul 3 Cu ajutorul formulelor de mai sus, sd se gaseascd forma trigonometricd a numerelor compleze:



(—; + j\ég) = (cos(2m/3) + jsin(27/3))? = cos(47/3) + j sin(4m/3)

Deci |z| =1 iar 6 = 47 /3.
(= 9)(-1=5V3);

In prima faza, trebuie sa rescriem:

—j= f(f — f) V2 (cos(7m/4) + jsin(7m /4))

§l,
(=1 — jV/3) = 2 (cos(47/3) + jsin(47/3)) .
Folosind (2), obtinem:
(1 — ) (=1 — jV/3) = 2v/2(cos(Tn /4 + 4 /3) + j sin(Tr /4 + 47 /3))
= 2v/2(cos(371/12) + jsin(377/12) = 2v/2(cos(137/12) + j sin(137/12)
1+5vV3

201 -19)’
Similar, scriem:

14 jV/3 = 2(cos(n/3) + jsin(m/3))

§t
2(1 — i) = 2v/2 (cos(7m /4) + jsin(77/4))

Prin urmare:

12(+1 A {) \2[ (cos(m/3 — Tr/4) + jsin(n/3 — T /4))
= g (cos(—17m/12) 4 jsin(—17n/12)) = g (cos(7m/12) + jsin(7m/12))
: <A—1 +3)°(=V/3) +)%
(—1+7)%(=/(3) +5)° = [V2(cos(3m/4) + j bm(37r/4))] - [2 (cos(57/6) + j sin(57/6))]°
2 ( (977/2) + jsin(97/2))] - [2° (cos(5m) + j sin(57))]
= 29 (cos(97m/2 + 57) + j sin(97/2 + 57))
=29 (cos(31/2) + jsin(37/2)) = —2%j
- VI

Scriem mai intai numerele de sub radical in forma trigonometrica; astfel
j = cos(n/2) + jsin(mw/2)

st, dect, conform (4),

2+ 2k 2+ 2k
%ZCOS(TF/; ﬂ>+jsin(7r/§ W), k=0,1,2




2k 2k
v-1= {‘/cos(ﬂ') + jsin(m) = cos (W—‘lfﬁ) + jsin (Wﬁlfﬁ) , k=0,1,2,3

Exemplul 4 Sa se determine radacinile complexe ale ecuatiilor:

1. 22— 24+ 7))z + (=1 +7§) = 0;
Calculam
A=2+5)°—4(-147j)=4+4j—14+4—28j=7—24j

Pentru a extrage radicalul de ordin 2 din A, cautam numarul complex a+ jb al carui patrat sa coincida
cu 7T —24j5. Altfel spus:

2 _ g2
2 32 S, . a®—b"=7
a”—b"+2abj =7 24J:>{2ab:—24
a2 - =7 a2—£24:7
a
=
p— 12 12
a b:_;

Rezolvam prima ecuatie:
a* —7a®>—144=0

si obtinem a® = 16 (ignoram radacina negativa), si deci:
a1 =4=—0b =-3
ay =—4= by =3
st deci:

24+ (4—3j
\/524_31-:”1,2:W’
sau

24+ (—4+3)
VA= 443 = gy = (=4 +3))

2

st obtinem: z1 =3 —j, z0 = =14 25.

2. 24 4+ 622 + 922 + 100 = 0;
Remarcam faptul cd putem scrie echivalent:

224622 +922 100 =0 < 2%(22 + 62+ 9) 4+ 100 = 0
& [2(z +3)]* — (105)* = 0 & [2(2 + 3) + 104][2(z + 3) — 104] = 0

Avem, deci, situatiile:
(1) 22 +32+10j =0 sau (i) 2> + 32— 10j =0

In cazul (i):
A=9—-40j = VA = +(5 — 47),

3+5—4j 3—5+4j .
obtinem solutitle z1 = % =4—2j, 20 = % = —1+2j. In cazul (ii):
A =9+40j = VA = +(5 +4§),
4j —5—4j
obtinem solutiile z3 = 34_5% =4+2j, 24 = 35% =—-1-2j.



3. 22 —8=0;
Scriem echivalent:

( 2%k 2%
2 =8 & 23 = 8(cos(0) + jsin(0)) & 2 = 2 {cos (TW) +jsin <7”)} k=0,1,2.

k=0= 29=2

k=1:
21 =2 {COS (?) + jsin (%)} = —1+j\/§
k=2
29 =2 {cos (%) + jsin (4%)} =—-1-3jV3
4.2 =1—3

Ca in cazul anterior, scriem:
1 —j = V2(cos(7m/4) + jsin(7n/4))

st rezulta:

44 2k 442k
zk:4\/§(cos7ﬁ/ + T /4 + 2km

1 jsin 1 ), k=0,1,2,3.

Pentru k=0, obtinem:

20 = /2 (cos(7m/16) + jsin(77/16)),

pentru k = 1:
21 = V2 (cos(15m/16) + j sin(157/16)) ,

pentru k = 2:
25 = V2 (cos(237/16) + j sin(237/16)) ,

iar pentru k = 3:
23 = V2 (cos(317/16) + jsin(317/16)) ,

5. 22+ 22+4=0 (exercitiu);
6. 22+ (1—75)2* —1=0 (evercitiu).
Exemplul 5 Sa se determine numerele complexe care verifica:
a) |z| =5;|z—a|=5,a€C; |z—j|=1;
b) argz =w/4, arg(z — j) =7/3, Re(z) = 2;
c) |z—al+|z—bl=c¢c, a,b,ceC, ceRy;
d) |z—z| <R, |z— 20| >R, R€R,.
e) Re(2%) = 4.

Rezolvari:
a)Se observa cd, pentru z = x + jy,

lzl =5 Va2 +y2 =5 2% +9*> =25



st deci, numerele complexe ce verificd proprietatea |z| = 5 sunt punctele de pe cercul de centru (0,0) si razd
R =5.
Similar, pentru z = x + jy, a = a1 + jasg,

|z—a| =5 (r—a1)*+ (y —az)* =25

ce reprezintd ecuatia cercului de centru (ai,as) si razd R =5.
|z — 4] =1 - ecuatia cercului de centru (0,1) $i razd R = 1.

c) a=3, b=2
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b) argz = /4 reprezintd semidreapta ce porneste din (0,0) si face unghiul 7/4 cu aza Ox;
arg(z — j) = m/3 - semidreapta ce porneste din (0,1) si face unghiul ©/3 cu ara Ox;
Rez = 2 reprezinta dreapta de ecuatie x = —3, deci dreapta paraleld cu aza Oy i care intersecteaza axa Ox
in punctul (2,0).
¢) Interpretarea geometrica a ecuatiei ¢) este urmdtoarea: mullimea punctelor din plan cu proprietatea cd
suma distantelor de la punctul respectiv la 2 puncte fize a,b din plan este constantd (si egald cu c) - elipsa
cu focarele a gi b.



|z=5 [2-jI=5

-5 0 5

[z-(14))|=5

d) Interiorul, respectiv exteriorul cercului de centru zy gi razd R.

10



(b)

Arg(z—j)=1v4 -

Arg(z)=14 -

2
Re(22)24®x2—y2:4@%

ce reprezinta hiperbola echilatera de semiaxe egale cu 2.

11
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e)

Forma exponentiala a unui numar complex.
Pentru un numér complex scris sub forma trigonometrica z = r(cosf + jsin#), are loc:

z=relf.

12



Figure 2: Graficul functiei ze? cu x = y.

Exemplul 6 Sa se calculeze cu ajutorul formei exponentiale:
(L +5)
Scriind forma trigonometrica
1+j = V2 (cos(n/4) + jsin(r/4)) = V2e™/*
obtinem imediat ca

(1+4)" = \/57(6”/4)7 = V2 Tl = 8V/2 (cos(7m/4) + jsin(7r/4)).

II. Fie z = z + jy € C. Definim exponentiala sa prin
e® = e”(cosy + jsiny).

Atunci are loc

e* = e”(cosy — jsiny) = e°.

Avem
le*| = e®°2 Arge® =Tm 2.
Definim ) ]
el? 4 e 07
cosinus : cosz = ———
2
el* — eIz
sinus: sinz = ————
2j
sin z €27 —1

tangenta : tgz = = -
Heen 827 sz j(e2z 41)

o (272 1
COS 2 e
cotangenta : ctgz = — = i - +1)
sin z e2iz —1

13



cosinus hiperbolic: chz = — (11)
. . . ef—e”
sinus hiperbolic: shz = — (12)
h 221
tangenta hiperbolica: thz = % = Z%ﬁ (13)
h 2241
cotangenta hiperbolica :  cthz = hz _ e+ (14)

Fie z = r(cosf + jsinf) = re’? € C\ {0}. Definim logaritmul complex al numarului nenul z ca fiind
acel numar w € C, notat Ln z cu proprietatea

Daca scriem w = x + jy, atunci
e = e*(cosy + jsiny)
$i gasim
e’ (cosy + jsiny) = r(cosf + jsinf).
Daca luam modulele celor doi membri gasim

e® =r = z=Inr (logaritmul natural).

Rezulta
cosy + jsiny = cosf + jsin 6

si identificand partile reale si cele imaginare, deducem
cosy =cosf si siny=sinf — y=0+2km, kecZ.

Prin urmare
ILnz=1Inr+j(0+ 2kn), k € Z. (15)

Exemplul 7 Sa se calculeze:
1.47;
.. . T ... T . . .
Scriind j = cos 3 + 7 sin 3 obtinem tmediat:

j] — el Lnj _ 6771'/2721677

2. 2V3
9V3 _ oV3Ln2 _ V3(In2+2kmj)

5. th(ln2+j7)
Din definitie avem:

622 -1 e2(ln2+j7r/4) -1 eln4+j7r/2 -1
thz =

e2z 4+ 1 = e2(In2+j5m/4) +1 = elnd+jm/2 +1
4(cos(n/2) + jsin(n/2)] —1 —1+4+4j —15—8j
4[(cos(m/2) + jsin(n/2)]+1  1+45 17

Exemplul 8 Sa se rezolva ecuatiile:

14



1. sinz = 10;

Rezolvare: Scriem echivalent, folosind definitia:

deci ecuatia devine:
el — g—i% 4 , , 1
———— =10=¢e* —e77* =20 = & — — = 20j.
23 el
Aducand la acelasi numitor: _ _
€217 —20je’* —1=0

Sd notdm w = €77 ; ecuatia devine:
w? —20jw —1=0

A =—400 + 4 = —396 = w o = (10 & v/99)j.

Deci
e* = (10 £ v99)j < jz + 2knj = Ln ((10 + v/99)5)
Primul caz: -
jz = (10 + v99) + (5 + 2kr) j
st deci

2= g 4 2km — In(10 + v/99)j = g + 2k + In(10 — v/99);

Din cel de-al doilea caz, rezulta:
jz =1n(10 — vA9) + (g n 2k7r) j

si, deci:
2= g + 2km + In(10 + v/99)j

2. sinz —cosz =j;
Rezolvare: Folosim, din nou, definifia, si ecuatia devine:
L L e A

2 2

care poate fi scrisa echivalent: ‘ ‘
eF(l—j)—e (1 +j) = -2
Notam din nou w = €77, care satisface:
w?(1—j)+2w—(1+4)=0
care are solutiile:
wip = 5(~1% VA1),
Din ' .
e = S(-1+V3)(1+)),
obtinem

jz=In (%(—1 V3 +j)) ,

15



s1, deci

1 V2 T T V3-1
2k ; n2( +\/§)+](4—|— k‘ﬂ'):| 4—|— kr —jln \/i’ke ,
iar din )
& = S(-1-VA)(1+)),
obtinem:
1
jz=1n (21— VB +)).
ce implica
1], V2 51 5 V3+1
=—|In—(1 i(— + 2 = — +2km—jl Z..
2k jn2(+\/§)—|—j(4+kzw)} 4+/<:7r ]nﬁ,ke

Exercitiul 2 Sa se rezolve ecuatiile:
1. sinz =j;
2. sinz = cos z;

C144V3

3. th
i 2
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