Matematici Speciale - Seminar

Functii olomorfe.

Definitie 1 Fie D C C o multime de numere complexe. O functie f : D — C se numeste functie complexa
de variabila complexa sau pe scurt functie complexa. Pentru fiecare z = x + jy € D, scriem sub forma
algebricd numarul complex f(z) sub forma

f(z) = ulz,y) + ju(z,y) (1)
punand astfel in evidenta functiile reale de doua variabile reale
wv:DCR?* >R, u=Re f, v=1Im f.

Teorema 1 (Cauchy-Riemann) Fie D C C un domeniu, fie zo = o+ jyo € D si fie f : D — C o functie
complexd, f =u+ jv.

Functia f este monogend in punctul zy dacd st numai dacd functiile u i v sunt diferentiabile in (xq,yo)
si au loc conditiile Cauchy-Riemann

1o} 0
8*3(%&0) = 87;(%’3/0) o)
ou ov

@(xo,yo) = *%(T/o,yo)
In plus, in acest caz, derivata in zy este data de

, ) 0 ) 9
J'(20) = %(woayo) +J %(xo,yo) =—J <871;;(x0’y0) +J 87:(%"7’/00 (3)

Exemplul 1 Sd se determine punctele in care functia f : C +— C, f(2) = 22+22—2%+22—Z este monogend.
Sa se calculeze derivata sa in punctele gasite.

Rezolvare:

Pentru z = x + jy, prin calcul direct gasim:

f(z)= x2+y2+x+j(4xy+3y),x,y € R.

Deci
u(z,y) =22 +y? +x

v(z,y) = dzy + 3y.

Impunand conditiile Cauchy-Riemann

este echivalent, dect, cu:
204+ 1=4x +3

2y = —4y.



Solutia sistemului de mai sus este (z,y) = (—1,0), de unde rezultd cd functia f este monogend doar in
punctul (—1,0).

Derivata functiei in acest punct este:

ou @

)= e (10 +j 5

5 (-1,0) = —1.

Exemplul 2 Sd se determine punctele in care functia f : C — C, f(z,y) = 2?2 +azy+by*+j(cx?+dry+y?),
a,b,c,d € R este monogend.
Rezolvare:

u(z,y) = x? + axy + by®

v(z,y) = cx® + dary + 2.

Derivatele partiale sunt deci date de:

ou

= -9

5 (LrY) =22+ ay

%(m,y) = ax + 2by
Y

& (o) = 200+ dy

g—;(m,y) =dz + 2y.

Punand acum conditiile Cauchy-Riemann, obtinem:

2z 4+ ay = dz + 2y 2-dz+(a—2y=0
=
ax + 2by = —(2cx + dy). (a+2c)x+ (2b+d)y =0.

Sistemul de mai sus este liniar si omogen, prin urmare daca:

2—d a—-2
#0
a+2c 2b+d.
sistemul va avea doar solutia banald (z,y) = (0,0). In cazul
2—d a-2
=0
a+2c 2b+d.

dar rangul matricei sistemului este egal cu 1, sistemul este compatibil nedeterminat, si vom avea o infinitate
de solutii, iar in aceste puncte functia este monogend.

In cazul a = 2,b=-1, c=—1, d = 2, sistemul este satisfacut pentru orice (x,y) € C, deci functia este
olomorfa.



Definitie 2 Fie D C C un domeniu. Functia f : D — C se numeste olomorfa pe D daca f este monogend
in fiecare punct din D.

Teorema 2 (Teorema Cauchy-Riemann, varianta globald) Fie D C C un domeniu i fie functia f : D — C,
f=wu+jv. Dacad u, v admit derivate partiale pe D si au loc conditiile Cauchy-Riemann pe D

ou v

ou Ov
@(x,y)——%(x,y), V(x,y)ED

atunci f este olomorfa pe D, f € O(D).

Definitie 3 O functie reald de doud variabile reale v : D C R? — R se numeste functie armonicd pe D
daca u admite derivate partiale de ordinul 2 in raport cu x $i in raport cu y $i daca

Au =0,
unde prin A am notat laplacianul, adica

Ou , P

Ay=22
b 8x2+8y2

(5)

Teorema 3 Fie D C C un domeniu simplu conex si fie w : D — R o functie reald de clasd C? si
armonicd pe D.

Atunci existd o functie f € O(D) astfel incit u = Ref; functia f este unic determinatd pand la o
constanta aditiva pur imaginara si v = Im f este data de

T O0u Y ou
va) == [ Ghtwdr+ [ G (@) eD. (©
Zo Yo

unde (xg,yo) € D este arbitrar ales.

Teorema 4 Fie D C C un domeniu simplu conex si fie v : D — R o functie reald de clasd C? si
armonica pe D.

Atunci existd o functie f € O(D) astfel incat v = Im f; functia f este unic determinatd pand la o
constanta aditiva reald si w = Re f este data de

T v Y ov
= —_— - D
u(z,y) 5 ay(t,yo)d?f /yo 8x(x’t) dt, (z,y) €D, (7)

unde (x9,yo) € D este arbitrar ales.

In ambele situatii se determing f (2) = u(z,y) + jv(z,y). Gasim expresia functiei f ca functie de z dacad

punem
€T~ 2 x~~0
{ yw() sau { yw—jz (8)



Exemplul 3 Sd se determine punctele in care functia f: C\ {(z,y) € Clz =0} — C,
f(2) = § In(z?® + y?) + jarctg £ satisface conditiile Cauchy-Riemann.
Rezolvare:

1
u(z,y) = 5z + )

v(z,y) = arctg 2,
X

prin urmare:

ou T

9 OY = s

r e +y

8u( ) y

)= 4

$1

9 -y _
l(“"??j): z” 3 = 2 y 2
9 1+% 224y
(%( ) % T
5 T, Y) = = )
9y 1+% 2% +y?

Punand conditiile C-R obtinem, deci, sistemul:
x x
22 + y2 - 22 + y2

Y Y
1’2+y2 x2+y2

Prin urmare, funcfia este monogenda pe tot domeniul sau de definitie.
Sa i calculam derivata pe acest domeniu; cum

ou

£16) = G+ g ) = =i (5o o) 5 5 @)

avem ca

/ _ z Y
f(x’y)_172+y2 j(l?2+y2.

Exemplul 4 Sd se arate cd functia u: R? — R, u(x,y) = e® cosy este functie armonicd.
Rezolvare.
Trebuie sa verificam conditia:

0%u 0%u
— — = R2.
52 (& Y) T R (z,9) =0, V(z,y) €
Avem:
Ou (z,y) = e* cos
5:0 ay - y

ou

z,y) = —e*siny,
8y( Y) y

$t, mai departe:
0%u

Ox?

(z,y) = e* cosy

0%u

ayg (£E7 y) = —e” cos Y,



st, deci:
0%u 0%u

@(%y) + Tyg(%y) =0,
prin urmare, functia u este armonicd.

Exemplul 5 Se da functia u : R? — R, u(z,y) = e®cosy. Sd se determine functia v astfel incat functia
f=u+jv sa fie olomorfd si sa satisfaca condifia f(0) = 1.

Rezolvare.

Functia u este armonicd, dupd cum am vdzut mai sus, prin urmare exista funclia v asa itncat f = u + jv
este olomorfa.

Pentru determinarea lui v, folosim conditiile Cauchy-Riemann:

ou . ov
%(x,y) =e"cosy = 3@(%71/)

Avem, deci, derivatele partiale ale lui v:

9v (z,y) = e cos
By Y Y
811( ) = 7 si
5y ©Y) = esiny.

Vom da trei metode de aflare a functiei necunoscute din conditiile C-R:

Metoda 1.
Integram prima ecuatie din sistemul anterior in raport cu y $i obfinem:
v(z,y) = e siny + p(z)

unde ¢ este o functie necunoscutd de argument x. Pentru a determina ¢, punem condifia ca acest v sa
satisfaca si cea de-a doua relatie, adica

0
871;(”3’ y) = €”siny,
adica,
e”siny + ¢'(z) = e”siny
de unde obfinem ¢'(x) =0, si deci ¢ = ¢ = constant. Deci:
f(z) =e"cosy + je'siny + je, c € R.
Din f(0) =1 rezultd ¢ = 0, deci
f(z) = e®cosy + jesiny.

Pentru a obtine expresia functier f in argumentul z, facem trecerea:

r—rZ

y—0

in expresia sa, si obtinem f(z) = e*.



Metoda II.
Deoarece se cunosc la acest moment derivatele partiale ale lui v in raport cu ambele variabile, putem scrie
diferentiala functiei v:

dv(z,y) = %(x,y) dx + g—;(x,y) dy = e sinydx + €” cosy dy

Cum

— (" siny) = — (e” cosy),

ay Y) =5, ( y)
rezultd cd dv(x,y) este o diferentiald totald exactd, deci putem obtine functia v integrand diferentiala sa -
integrala curbilinie de speta a Il-a - pe un drum convenabil ales, integrala nedepinzand de drum; fie, deci
Mo(xo,yo) arbitrar dar fizat, si M(x,y) arbitrar. Vom integra dv intre punctele My, My pe un drum paralel
cu axele de coordonate:

Mo(xo,y0) — Myi(z,90) — M(z,y).

/ dv(z,y)ds :/ do(z,y) +/ dv(z,y).
MO]V[ MOM1 MlM

Pe segmentul MoM; avem parametrizarea x =t, t € [xo,x] tary = yo, tar pe MiM, y =1t, t € [yo,y] iar
x este fizat. Obtinem, deci:

Avem, deci:

z y
U(%y):/ etSiHyodtJr/ e* costdt
xT

0 Yo

Prin integrare, se obtine:
v(z,y) = e®sinyg — e sinyg + e” siny — e” sinyy = € siny — e*° sin yp.
Cum My a fost arbitrar ales, putem scrie:
v(z,y) =e"siny + C,C € R,
st f(z,y) = e*cosy + je*siny + jC, iar determinarea constantei C gi gasirea lui f ca functie de z decurge
ca la Metoda 1.

Metoda III.
Din definitia derivatei

ou o) [ Ou . Ov
f'(z0) = %(95073/0) +J %(33073/0) =-J (afy(:co,yo) +J @(xo,yo)> (10)
si conditiile C-R, putem scrie:
f(z,y) = e® cosy + je* siny.

Facem trecerea:
T — 2

y—20
si obtinem:
flz)=¢
st integrand functia f'(z) #n raport cu z, rezultd cd

f(z) =€ +c¢, ceC,

iar constanta ¢ =0 o obfinem din conditia f(0) = 1.



Exemplul 6 Se dd functia v : R?\ {(0,0)} — R, v(x,y) =y — o
€T Y
incdt functia f = u+ ju sd fie olomorfa si sa satisfacd conditia f(1) = 0.
Rezolvare.

1. Trebuie sa verificim ca functie v este armonicd (exercitiu).

I1. Impunem conditiile C-R; derivatele de ordin I ale lui v sunt:

Ov 2xy
or Y = G o
2 _ .2
st impundnd conditiile C-R obtinem:
y? — 22
T =
Ju 2xy
A
Putem scrie, deci:
2 _ 2

Y- —x . 2xy

£1) = Golo) i o) =14 ¢

Facem, din nou, trecerea:
r—z

st obtinem:

prin urmare,
1
f(z)=2z+—-+¢c ceC.
z
Punem conditia f(1) =0 de unde rezulta ¢ = —2; deci:

1

Exercitiul 1 Sa se determine a,b € R astfel incat
u(z,y) = ax? —y? —e Wsinx

sd reprezinte partea reald a unei functii olomorfe pe C.
Sa se determine functia olomorfa pentrua =1, b= +1.
Rezolvare:

Punem conditia ca u sfie functie armonica:

Pu Pu_,
oz oy

x2+y2)2 +J ($2+y2)2'

5. Sa se determine functia u astfel

(11)



Cum 5
871‘(%7 y) = 2ax — e~ cosx
x

0
afu(% y) = —2y +be ¥sinx
Y

0%u

92 (r,y) =2a+ e Wsinx

82
8—?(1:,34) =-2-be Wsinx
Y

Pundnd acum conditia (11), obtinem 2a —2 =0 si 1 — b*> =0, ceea ce e echivalent cu a =1 iar b= +1.

Cazula=1,b=1:

Avem, deci, u = x%2 — y? — e Ysinx; pundnd conditiile C-R, obtinem:

Ou ov
— = —e Y = —
o (x,y) =2z —e Ycosx oy (z,v)

ou ov
—_— = — —Ygqi = ——
8y(x7y) 2y +esing = —o—(z,y)

Putem scrie acum
0 0
fl(z)= a—Z(x,y) +j 872(33’?/) =2x—e Ycoszr+j(2y—e Ysinx)

Facand x — z, y — 0, obtinem:
f(z) =22z —cosz — j sinz,

ceea ce implica:
flz) = 22 —sinz+j cosz+e¢, ceC.

Cazul a =1, b = —1 - exercitiu.

Exercitiul 2 Sd se determine functia olomorfd a carei parte reald (imaginard) este data de:

1. u(x,y) = 2® + 622y — 3zy® — 24> (£(0) =0);
v(@,y) =In(2® +y?) + @ — 2y;

3. u(z,y) = e* siny + o7, f(%r)z—%;

4. u(x,y) = e*[(2% — y?) cosy — 2xy siny];

5 v(x,y) =3 xznyfW.



