Matematici Speciale - Seminar

Puncte singulare. Teorema fundamentala a lui Cauchy. Formula
integrala Cauchy.

1. Puncte singulare

Definitie 1 Fie E o mulfime deschisa in C gi f : E — C o functie datd.
Un punct zg € C se numeste punct ordinar pentru f, daca existd un disc deschis centrat in zy

A(zp,7) ={2€C | |z— 2| <r}

pe care f este olomorfa.
Un punct zg € C se numeste punct singular pentru f dacd zy nu este un punct ordinar pentru f,
adica f nu este olomorfd pe niciun disc A(zg,r).

Definitie 2 Fie f: D — C gi fie zg € C un punct singular pentru f, punct de acumulare pentru D.

(i) zo se numeste singularitate aparentd sau eliminabild dacad existd

lim f(z) e C

25520
(it) zo se numeste pol de ordin k € N* pentru f dacd functia
9(2) = (z = 20)" - f(2)

are in zg un punct ordinar. Aceasta revine la faptul ca

lim f(z) =occ i lim (z—20)*- f(z) € C*.

zZ—r2z0 zZ—r 20

Ordinul polului este cel mai mic numdr natural nenul k pentru care limita anterioard este finitda, nenuld. In
situatia k = 1 vom spune ca zg este pol stimplu sau pol de ordin 1. Daca k = 2, atunci zy este pol dublu
sau pol de ordin 2, iar daca k = 3, atunci vom spune ca zy este pol triplu sau de ordin 3.

(7i1) 2o se numeste punct singular esential dacd nu este nici aparent $i nici pol, adicd

3 lim f(z)

zZ—2z0

Exercitiul 1 Sa se studieze singularitatile urmatoarelor functii in mulfimea C si in punctul co.

1. f(z)=22+32+1;

_ z—2j )
2 f(z) = 2(z+75)3(22 +9)2’
5
RS Ay Py
4. f(z) =€
sin z
5. f(z) = ; R



6. f(z) =e=.
Rezolvari:

1. Functia nu are puncte singulare; toate punctele din C sunt ordinare pentru f deci f este olomorfa pe

C.
Analizand natura punctului w = 0 pentru functia g(w) = f(i), obtinem cd punctul oo este pol de ordin
3.

2. Gasim punctele singulare ale lui f din z(z + j)3(2* + 9)? = 0, deci acestea sunt z = 0, 2 = —j §i
2= +3j.

z =0 este pol simplu, z = —j este pol triplu iar z = £35 sunt poli dubli.
Pentru a determina natura punctului oo, analizam functia

1 L—2j w' (1 — 2jw)

g(w) = f(a) = i(i +j)3(ﬁ +9)2 = (1 _|_wj)3(1 +9w2)2

w = 0 este punct ordinar pentru functia g, prin urmare punctul oo este ordinar pentru functia f.
3. - exercifiu.
4. Funtia nu are puncte singulare pe C. Punctul co este singularitate esentiald.
5. Functia are punctul singular z =0, §i cum

sin z
lim =1,
z—0 z

acesta este singularitate aparentd.

Natura punctului oo o aflam prin analiza functiei:

g(w) = (=) = wsin —,

w w

pentru care w = 0 este singularitate esentiala, si deci punctul co este singularitate esentiala pentru f.

6. Punctul z =0 este punct singular izolat pentru f(z) = ez. Evaludm

lim e*.
z—0
Cum
=e=*+v? | cos 5 +j5 7>,
1) = 755 (cos 2oy 4 jsin 2
avem ca . y
— ex24y2 7
{f Ref = e+*+4? cos R
B sy R
L Imf = e=*+y Sme—l—yQ'

Pentru a calcula limita functiilor de mai sus cu (z,y) — (0,0), alegem doud siruri diferite cu limita
(0,0) pentru n — oo, pe care functia are limite diferite. De exemplu (zn,yn) = (£,0) — (0,0) si
respectiv (x),,y,) = (—1,0) — (0,0). Avem:

n’

1
lim Ref(—ﬁ,()) = lim e " =0,

n—roo n— oo



§t

1
lim Ref(—,0) = lim e" = 0.
n—oo n n—o00

Rezulta deci

#lim f(z)

z—0

st deci z = 0 este singularitate esentiald pentru f.
Punctul oo este punct ordinar pentru f.

2. Integrala in complex

Fie D C C un domeniu, fie curba simplé, netedd (de clasid C') « : [a,b] — D inclusd in D, definita
parametric prin

x = z(t)
{5200, telan ®

si fie f: D — C o functie continua, f(z) = u(z,y) + ju(z,y).
Definim integrala curbilinie in planul complex
[ = [ty + jota) o+ jas) = [wde—vdy+j [vdo+udy @
¥ ¥ ¥ ¥

Observatie. Integrala (2) se poate calcula in doud moduri:
() calculand cele doud integrale curbilinii reale,
(#4) transformand-o intr-o integrald definitd Riemann, scriind curba parametric in C

(v) z=2z(t), te]a,b]. (3)

Atunci

b
/ f(2)dz = / F(0) - () dt (4)

Exercitiul 2 Fie trei arce de curbd vy, k = 1,2,3 cu capetele O si A(z =1+j). Sa se calculeze integralele:

Ik:/ (x? + jy)dz, k=1,2,3
Y

k

considerand curbele suport ale celor 3 arce date prin:

(a)y=x, (b)y=2> (c)y=2".

Rezolvare:



Y1 Y2

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

00 0.5 1 OO 0.5 1

Y3

1
0.8
0.6
0.4
0.2

00 0.5 1

Ecuatiile parametrice ale celor 8 arce sunt:

( r=1t,
(71)
y=t, tel0,1],.
deci z(t) =t+jt, 2/(t) =147,
( r=1t,
(72)
y:t27 tE[O,lL
siz(t)=t+jt2, 2'(t) =1+ 2tj,
( T =1,

(1) i
y=1t3 tel0,1],

siz(t)=t+jt3, 2/(t) =1+ 3t%j.
Prin urmare:

);

O .

1
I = A E+)(1+j)dt=...=(1 +j)(% +



1 .
JQZA 2+t (14 25t)dt = ... = (1 +j)(%+%),

1
Is:/ (2 + §t3) (1 + 3t%j) dt = ...
0

Teorema 1 (Teorema fundamentald Cauchy pe domenii simplu conezxe)
Fie f: D — C o functie olomofd (si cu [’ continud) pe un domeniu simplu conex D. Atunci

/ f(2)dz =0 (5)

pe orice curbd vy inchisa, simpla i netedd sau neteda pe portiuni inclusa in D.

Teorema 2 (Teorema fundamentala Cauchy pe domenii multiplu conexe) Fie D C C un domeniu
multiplu conex de ordin de conexitate p + 1 si A C D un domeniu multiplu conex de acelasi ordin de
conexitate, marginit de curba - exterioard si de curbele vyi,7va,...,Vp- interioare. Dacda f : D — C este o
functie olomofd (si cu f' continud) pe un domeniul D. Atunci atunci integrala lui f pe frontiera exterioard
a lut A este egald cu suma integralelor lui f pe frontierele interioare ale lui A:

/f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz+...+/f(z)dz (6)

Teorema 3 (Formula integrald a lui Cauchy pe domenii simplu conexe)

Fie f : D — C o functie olomofa pe un domeniu simplu conex D gi fie v o curba inchisa, simpla si neteda
ce margineste un domeniu A = Int(vy) C D.

(1) Atunci pentru orice punct a € Int(vy) are loc

1
27j

fla) = 5o [ L5 e (7)

(i4) Functia olomorfd f admite derivate de orice ordin gi are loc

! f(2) .
f™(a) = LS ——~ 5 dz, neN", Vace Iniy). (8)
27y J (z —a)nt

Retinem c& daca f este olomorfd pe domeniul simplu conex marginit de 7 si a € Int(vy) atunci

12 . 21 10 )
si 2i
/(zf(:))”“dz=g'f(")(a), neN". (10)

Exercitiul 3 Sa se calculeze integrala:

I:/zdz, (v):2® +9y? — 2z — 2y = 0.
¥



Rezolvare:
Curba (7y) se scrie echivalent in forma:

(M :@—=1)7+(y-1)?=2

si reprezintd cercul de centru C(1,1) si raza R = /2. Dacd aplicim metoda de la exercitiul precedent, putem
folosi parametrizarea cercului:
(=1 + /2 cos t,

™)
y=1++/2sint, tec]0,2n),

si, deci:
() : 2(t) =1+4+V2cost+j (1 + \/isint) ,
war
Z/(t) = —V/2sint 4 jv/2cost.

Integrala devine deci

I = AQW [1 +V2cost +j (1 + ﬁsint)] [—\/§sint +j\/§cost] dt.
Vom obtine I = 0.
Observatie: Putem folosi alternativ parametrizarea:
) :z=0+4)+ V2el?, 0 e [0, 27),
$t urmam aceeast cale ca mai sus.

Observatie: O alta metoda consta in aplicarea teoremei fundamentale a lui Cauchy:
Remarcand cd functia f(z) = z este olomorfd iar v este curba simpld, inchisd si netedd, obfinem I = 0.

Exercitiul 4 Sa se calculeze integrala:

1
I= /| dz, Re(0,00)\ {3}.

\:R 22 + 9
Rezolvare.
Observam cd functia
1
1=
are doi poli simpli in z = 3j respectiv z = —3j.



Cazul R < 3. Conform teoremei fundamentale a lui Cauchy pentru domenii simplu conexe I = 0.



Cazul R > 3. In acest caz, polii functiei f se afld in interiorul curbei tnchise v. Vom considera cercurile:
(v1): z—3j=re"? 6e[0,2n)

respectiv _
(12): 2+3) = rae?®, 0 [0,27)

cu Ty §i ro suficient de mici.
Conform teoremei fundamentale a lui Cauchy pentru domenii triplu conexe, putem scrie:

1 1
1= —d —dz.
/wl 249 ”/72 259

Avem, descompunand in fractii simple:

1 1 1 1 1
S by s ER g
24 +9 65 Jy, 2 — 3] 67 Jy, 2+ 3]

s, stmilar:
1 1 1 1 1
yo 22+ 9 67 Jy, 2 — 35 65 Jy, 2+ 37
Cum
1 1
-dz=0 -dz =0,
mZ+ 3j 2 Z T 3J
$t cum
1 27 - j0
/ .dz:/ DIT 49 = 2mj
y 2 — 3] o Tel
1 2m . J0
/ .@:/ r2JC 46 = 2rj,
Ny 23] o Toedf
obtinem:

1 1
67 67

O alta metoda utilizeaza formula integrald a lui Cauchy si nu necesita descompunerea in fractii simple:

1
1 2+ 3 e 1
———dz= 210 4z = 2mj f1(3)) == 2mji—
/Mz2+9 z / v 75 f1(37) iy
|z—3jl=r1
nde f1(z) ! este olomorfa in Int(y1)
unde f1(z) = 0 ai .
1 Z+3) ga!
Analog
1
1 Z—3j . _ 1
——dz= dz =2 —-3j) =27j——
[ shyee [ Eaoamncs -t
[z+3j]=r2
unde fo(z) = Y este olomorfa in Int(7ys2).
In concluzie 1 1
I == 2 | — | = 0.
WJ[6j + _6].]



Exercitiul 5 Sa se calculeze integralele:

1)

. el 0ill=y
‘/ E-DEE v ATy

2) ‘
12:/ e dz (y): 22 +8y° —2=0;
v (22 =1)(22 +1)? ’
3)
13:/ e dz (73) : 8z2 +y? —2=0;
v (22 =1)(2* +1)? ’
4)
el?
I3 = d : = 2;
3 /Y4 (22 — 1)(22 ¥ 1)2 z (74) |Z| )
Rezolvare:
Functia

el?

16 = ey

are in z = +1 doi poli simpli iar z = +j sunt poli dubli pentru f.

1. Deoarece f este olomorfd pentru |z| < % iar 1 este curba simpld inchisd i neteda, conform teoremei
fundamentale a lui Cauchy pentru domenii simplu conexe, avem ca Iy = 0.

2. Curba vo se poate rescrie ca:

2 2
2y
— =1
2 3

deci reprezintd elipsa cu centrul in O si de semiaze V/2 i % In interiorul lui Yo se afld doar polii z = +1

1 0
(pentru x = £1 iy =0, se observd ca 3 +1 < 1; similar pentru x =0 gi y = £1).

4
Putem scrie atunci ) )
Iy = / GOGE 4, / GFOGTHD®
Cy z + 1 Co z — 1

cu C1, Cs cercuri de raza suficient de mica astfel incat sa fie in interiorul curbei vs.
Cy: |z+1=mr, Cy: |z—1]=ra.

Aplicam formula integrald a lui Cauchy pentru fiecare din cele doud integrale si obtinem:

el? eIz
b= [ CDE ey [ EEE 4 = o (1) + 2w a(0),
unde _
fi(z) = % este olomorfa in Int(Cy)
fa(z) = m este olomorfd in Int(C2).
Deci . ‘ A ‘
I = 2mj (6_; + eJ) :m‘¥ = %j - 2jsinl = f”;nl,



3. In acest caz doar punctele +j se afld in interiorul curbei v3. Aplicam din nou teorema fundamentald
a lui Cauchy pentru domenii multiplu coneze si apoi formula integrald a lui Cauchy:

j z

I :/ IGERCFIL dz+/ EEUEIE g,
Cl C'2

(z—17) (z+7)?
2ngy ., .. 2mj .
= Tf:a(]) + szi(*])a
cu
el*
S — i in I
f3(2) RS EETIE este olomorfd in Int(Ch)
Jz
fa(z) = - este olomorfa in Int(C3).

(22 = 1)(z - j)?

4. 74 reprezintd cercul de raza R = 2, deci toti polii functiei f se afld in interiorul curbei. Putem deci
scrie, cu ajutorul teoremei fundamentale a lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe, ca:

Iy =15+ Is.

Exercitiul 6 Sa se calculeze integrala:
I:/ﬂdz, (v): 2 +y* +2x=0. (11)
~

Rezolvare: Scriem « in mod echivalent sub forma:
M (@-1)2+y* =1

deci vy este cercul de centru (1,0) gi razd 1.
Sa gasim acum solutiile ecuatiei
2% = 1(= 1(cos 0 + j sin0)).

Avem, deci punctele singulare, poli simpli,

2km 2km
zr =cos — + jsin—, k=0,1,2.
3 3
Observam ca zg = 1 - se afla in interiorul cercului;
Z1 = cos %’r + jsin %’r = —% +3 ? - nu se afla in interiorul cercului;
Zo = COS 4{ + jsin 4% = —% —J @ - nu se afla in interiorul cercului;
Obtinem, deci: _
sin z o
I:/sz:/ﬂdz:%jf@)
20 —=1 v z2—1
unde )
sin z
z) = .
In concluzie 1
sin
I =2mj——.
'3

Exercitiul 7 Sd se calculeze urmdtoarele integrale:
1.

_ COsz . 2 2 N
Y

10



eZ
IZ/mdzv () : |2l =2
Y

COS 2
I = d
/7 2z —jm)(22+8)

unde v este pdatratul ABCD parcurs astfel A— B+ C — D, cu A(2+ 2j), B(—2+ 2j), C(—2 — 2j),
D(2 — 2j).

622
I= | 5———d t 2?4 5y° — 25 = 0;
L22+3z28 ()27 45y ’

11



