Matematici Speciale - Seminar

Dezvoltarea in serie Taylor. Dezvoltarea in serie Laurent.

Serii de puteri

Fie a € C. Se numesgte serie de puteri ale lui z — a o serie de forma

o0
ch(z—a)" =cot+ci(z—a)te(z—a) 4. Fep(z—a)"+ ... (1)
n=0
unde ¢, € C, neN.
Observatie. Multimea de convergenta a seriei de puteri ale lui z — a este cel putin discul deschis A(a, R)
de centru a si razd R. Pentru z situat pe cercul |z — a| = R se studiaza separat convergenta seriei.
Raza de convergenta se determina dupa formula

1
R = 7 ¢ = limsup V/|cy,| (2)

n——+oo
cu conventia R = 0 daca £ = 400 si R = +o0o daca £ = 0.

Avem si
(= lim o= lim 1ot (3)

n—-+oo n—-+oo |Cn|

daca acestea exista.

Serii Taylor

Dezvoltarea in serie Taylor a unei functii olomorfe f : D C C — C, D- simplu conex, in jurul punctului a € D:

f'(a) f"(a) f™(a)
T(zfa)JrT(zfa)er...Jrin!

f(z)= f(a)+ (z—a)"+..., Yz culz—a|] <R. (4)
Exemple:

1. f(z) = €* in interiorul unui cerc cu centrul in a = 0.

Deoarece f(z) = e* este olomorfa in tot planul complex si f(”)(z) = e* pentru orice z € C, putem dezvolta
f(2) in serie Taylor pe orice disc centrat intr-un punct a € C:

_ _4)2 _\n
e =e® |14 2 a+(z a) +...+(2a)+..}, vV zeC. (5)

1! 2 nl

In particular, cum f (”)(0) = 1, gasim dezvoltarea in serie Taylor

P z 22 2" 2, 2"
e:1+ﬂ+§+”'+ﬁ+'”zzﬁ’ VzeC. (6)
n=0

2. f(z) =sinz, f(z) = cos z Intr-o vecinitate a originii.
Putem folosi definitiile

. el? —eI”?
sinzg = ——
25 ’

eI% 4 e I%

cos z = — s



si folosim dezvoltarile functiilor e’# respectiv e™7% In vecinatatea originii:

. :\2 S \M s Y
e 4 2 (52) (j2) o U2)
e —1+1!+ 91 +.. 4+ o ...—nz:% o
» -z, (=52)’ (=32)" - (52)"
jz _ _J= _
e TR Tt ey 720 e
In plus:
0, n=2k+1,
Jt (=) =
2(~1)%, n =2k, k € N.
Obtinem astfel:
ZS 22n+1 st 22n+1
inz=———+. " L= -1)" , z€C,
sinz =g gt D g 7;( Ve 2
2 24 52n s 2n
— 14 _ —1)" = —-1)" C
s E TR D g 7;0( VG * €
3. Seria binomiala:
o S afa—1)...(a—n+1) ,
(1+2)*=1+)Y . 2" 2 < 1. (7)
n=1
4. Seria geometrica alternanta: (vezi curs)
1 oo
i l—z2422 -2+ 4+ (D% +...= ngo(—l)"z”, pentru |z| < 1, (8)
5. Seria geometrica:
1 o0
:zl—i—z—i—zQ—i-...—&—z"—l—...:Zz”, pentru |z| < 1, (9)

n=0

Exercitiul 1 Sa se dezvolte in serie Taylor in vecindtatea originii si in vecinatatea punctului a = 1 functia:

Rezolvare:

Functia f este olomorfa pe intreg planul cu exceptia punctelor z = £7j care sunt poli simpli pentru f. Conform
teoremei Taylor, functia poate fi dezvoltata in serie de puteri pe orice disc din planul complex ce nu contine
polii functies.

Pentru a dezvolta in serie Taylor in jurul lui a = 0, vom considera un disc de raza R < 1, unde functia
2

| este este olomorfa; atunci putem considera f(z) = T2 ca suma unei serii geometrice de ratie —z
z
subunitara in modul. Deci putem scrie:

1 oo
s LU <L
V4

n=0

Raza de convergenta a seriei de mai sus este R = 1. Geometric R = 1 reprezinta distanta de la centrul
discului a = 0 pand la punctele singulare 75, astfel incdt |z| < 1 reprezintd discul deschis de centru 0 gi de
raza mazxima pe care f este olomorfa.



In cazul a = 1, putem dezvolta f in serie Taylor pe un disc centrat in 1 si de raza mazimd
V2 = |1 — (£))| = dist (1; £7).

Observam cd putem scrie, descompundnd in fractii simple:

11 1 11
1+22 2 z—35 25 z+7j

1

Folosind derivata de ordin n a functiei g(z) = :

z—a

1
() —
g(z)__(z_a)g

putem scrie pe discul |z — 1| < v/2:

1 - n 1 n
Py nzzo(_l) =y Y

1 — n 1 n
i S e

O alta metoda consta in utilizarea seriei geometrice de ratie z—1. Pentru aceasta fortam la numitor expresia
z — 1 astfel:

1 1 1 1 1 o0 —1\"
. = = S (= (22
z—] z—141-5 1-j 1+Z—1 1—j 2=0 1—j
1—y
D Y} LN} (k| [P PN TR VG
= e T =
Analog, vom scrie
1 B 1 1 1 fﬁ( )n<zl>
z+37 T —1+1+j 145 142t z—1 1+g =0 1+
145
St e, PRl el s st <t =B
=N T T+ "=
Urmeaza ca -
1 1 1 1
T n;( )29'((1—;')”+1 <1+j>n+1)(z ) 1o

Putem scrie acum, folosind:
T ‘m
1j_\f2<cos4+]sm> V26l T =/2e7 7%

1+j:\/§(cosz+]sm ) V2elE



(=g (k) (Vaynet () F(ed Tl (o)t

1 1 1 (ej%)n+1__(e—~1)n+l 1 (eﬂnﬁn” _.e—j(ntnﬂ)_

Inlocuind in (10) si folosind definitia functiei sin, obginem:

00 o (n+D)w
1 S n
1+22 ZO(_U Sz (F D

Exercitiul 2 Sa se dezvolte in serie Taylor:
1. 2%sinz;

2. cos? z.

Exercitiul 3 Pentru urmatoarele serii de puteri, sa se determine mulfimile de convergentd si functiile suma:

Rezolvare:
i) Cunoscdand suma seriei geometrice de rafie subunitard

oo oo

1 n __ n
l_Z:Zz —1+Zz .zl < 1,

n=0 n=1

putem scrie, aplicand teorema de derivabilitate termen cu termen a unei serii de puteri:
1 o0
n—1
(1 Z) n=1
fnmul}find ultima relatie cu z, obfinem:
2 (oo}
n=1
i) Integram termen cu termen seria geometricd
1 n

pe orice curba arbitrard ce uneste 0 $i z gi inclusd in discul unitate (domeniu pe care suma seriei este
olomorfa):




Alegem determinarea principald a logaritmului, care verifica Inl =0 gi gasim:

o0 Zn
—In(l—-2)= —.
(SR g
n=1
iii)- exercitiu.
i) Raza de convergenid este R =1. Fie f suma seriei

Inmulim ambii membri cu z:

Prin derivare obtinem.:

I __ = n_ 2n __ 1
(zf(2)) —Zo(fl) PR et |z| < 1.

n

Integrand acum egalitatea obtinutd pe o curba ce uneste originea cu un punct arbitrar z,

zf(z) = arctgz,

st deci
t
Flz)= 2282 <1, 2 #£0.
z
t
Pentru z = 0 avem evident f(0) =1 = lim aees
. z—0 z
In concluzie .
R 2l <1, 2#0
z
flz) =
1, z=0.

Serii Laurent.

Teorema 1 Flie cercurile concentrice
vi:lz—al=r re€[0,+0)

$t
Y2 :|z—al =R, Re€(0,+o0]

cur < R gi fie A- coroana circulard deschisd cuprinsd intre ele,
A={z | r<|z—a|<R} si A=AUnUyp={z | r<|z—a <R}

Fie D un domeniu multiplu conex astfel incat A C D si fie f : D — C olomorfd pe D.
Atunci, are loc dezvoltarea in serie Laurent a functiei f pe coroana A:

fz)=...+

Con

7@_&)"+...+7Zc:1a+co+cl(z—a)+...++cn(z—a)"+..., r<lz—a| <R, (11)

partea regulata
partea principala



unde coeficientii sunt dati de:

1 f(z
cr=— / (z—(a))k‘*‘ldz’ keZ (12)

|z—al=p

sir<p<R.

O serie Laurent este suma a doud serii de puteri:
(i) o serie In puterile pozitive ale lui z — a

+oo
ch(z—a)k =ctc(z—a)Fez—a)’+.. . +en(z—a)" +..., (13)
k=0

convergentd pentru |z — a| < R i numitd partea tayloriani sau partea regulata;
(ii) o serie in puterile negative ale lui z — a

i: ca(z—a)f = e, (z—a)"+...Fcalz—a)?+cq(z—a)? (14)

k=—o00

convergenta pentru |z — a| > 7, numita partea principala. Ea este tot o serie de puteri, anume ale
variabilei w = 1/(z — a).

Putem scrie pe scurt
—+oo

flz)= Z cr(z—a), r<|z—al <R (15)

k=—o0

Exercitiul 4 Fie functia

Sa se dezvolte f(z) in serie Laurent
a) in jurul punctului a = 1;

b) in exteriorul discului inchis {z € C; |z — 1| < 2}.

Rezolvare:

Functia f are un pol simplu in z = —1 gi un pol triplu in z = 1.

a)Consideram domeniul mazimal de olomorfie a functiei in jurul singularitatii a = 1 gi obfinem discul
punctat

0<l]z—1 <2

Izolam singularitatea a = 1 scriind

1 z
f(Z)—m'g(Z) cu 9(2)—Z+1
. o . . L . 1 . )
st dezvoltam g(z) in serie Taylor in jurul punctului zp = 1 (W fiind putere a lui z — 1):
P
z 1 1 1 1
9() = 7 2+ 1 2+ (1) PR




. . . L . oz—1
Cum |z — 1| < 2, putem scrie ultima fractie ca suma unei serii geometrice de ratie 5

1 z—1  (2—1)2 (z—1)"
—=1- — — (D).
14 254 T DTS
g(z) devine, deci:
1 1 153 (z—1)"
= —_—— = _ = —1 nx_ 7 — 1 2

st, inlocuind in f(z), gdsim dezvoltarea acesteia in serie Laurent pe coroana circulard considerata:

1 1 1 1 1 1 2z—=1 (z=1)?
+————4i——L—m+@n"

B (z-1D"
&) = oy 2 G 2o B o 26

0<]z—1| <2

Partea prinicpald a dezvoltarii contine un numdr finit de termeni, cea mai micd putere este —3, 3 fiind
ordinul polului in jurul caruia s-a facut dezvoltarea.
b) Pentru |z — 1| > 2 scriem:

z 1 1 1

= :1— :1— . .
9(2) 1+2z 24+ (z—-1) z—1 1+ 2

z—1

Cum |z — 1| > 2, rezultd ca

1‘ < 1 gi, deci, putem scrie ultima fractie ca suma unei serii geometrice de

rajie

i1

2 1 2 22 N 2
g@):1+z:1_z—1(1_Z—I+IZ—D2_”A%_U(z—U"”>

Se obtline astfel dezvoltarea in serie Laurent a functiei f(z):

f(z) = (z—ll)?’ (2 _11)4 T (z _21)5 — (= (2 _21)n+4
pentru orice z ce satisface |z — 1| > 2.
Exercitiul 5 Sa se reprezinte ca serie de puteri functia:
222 +32—1
&)=

in jurul punctelor a =0 i a = —1.

Rezolvare: Scriem mai intdi functia f(z) in mod echivalent:

222 +32—1 222 +32—1 222 +32—1

f(z) =

z3+z2—z—1232(2+1)—(z—|—1) (z—1)(z+1)?
st descompunem in fractii simple:

1 n 1 n 1
z—1 241 (z2+1)2




Functia are doi poli: z1 = 1 -pol simplu i zo = —1 - pol dublu.
Considerand discul deschis |z| < 1, acesta este inclus in domeniul de olomorfie a lui f i deci putem dezvolta
in serie Taylor in jurul originii pe discul respectiv:

1
z—lz_l—z:_zz |2l <1

z—i—l z 2t |z < 1.

Din ultima egalitate, prin derivarea seriei termen cu termen, deducem:

1 - n n—
n=0

Putem deci scrie functia f(z) pe discul centrat in a =0, |z| < 1 ca suma unei seric Taylor:

(oo}
FE) = [F1+ ()" +(=1)"n] 2", [o| <L
n=0
Pentru dezvoltarea in jurul punctului a = —1 = zy, consideram domeniul mazimal din jurul lui —1 pe
care funtia este olomorfa, 0 < |z + 1| < 2, unde putem scrie:
T 111
z—1 (z4+1)—2 2 1-=L

st cum pe domeniul considerat |Z;1| < 1, putem scrie:

1 1< /z+1\"
21__27§< 2 ) '

oo

1
f(Z)Z(Z+1 Z+1 Z n+1 z+1

Prin urmare:

pe coroana circulard consideratd.
Observam ca partea principald a seriei Laurent are un numdar finit de termeni, c_o = 1 # 0 fapt ce confirma
ca 2 este ordinul de multiplicitate al polului zo = —1 pentru functia f.

Exercitiul 6 Sa se scrie functia

24mj
= =D

ca serie de puteri in:

a) discul |z| < 2;

b) coroana circulard 2 < |z| < m;

¢) jurul punctului oo : |z| > .
Exercitiul 7 Sa se dezvolte functia

() = 22+ 3242

23 —622+112—6

intr-o serie de puteri in jurul punctelor 0, 1, 2, 3j precizand domeniile pe care au loc dezvoltarile. Apoi sa
se dezvolte functia pe domeniul |z| > 3.



