Matematici Speciale - Seminar

Teorema reziduurilor.

Definitie 1 Numdarul complex c_1 care reprezinta coeficientul lui din dezvoltarea Laurent pe discul

punctat 0 < |z — a] < R se numeste reziduul functiei f in punctul a $i se noteazd

Rez(f,a):c_lz%j / f(z)dz, 0<p<R. (1)

lz—al=p

Exercitiul 1 Sa se determine reziduurile functiei

f(z) = 2

1
z

, keZ,
in punctele singulare izolate ale sale.

Rezolvare:

Vom dezvolta functia in serie Laurent in jurul punctului a = 0 care este singularitate esentiala pentru functia
1 . . . .

e>; cum, intr-o vecinatate a lui 0 putem scrie

1 . .
trecand pe w In — obtinem dezvoltarea in serie Laurent
z

oo

1 11
ez = Z ﬁ;’ |Z| > 0.
n=0
inmult;im acum ambii membri cu z*, si gasim:
o0
1 1
f(z) = nz::oazni_kv |z| > 0.

Observam ca partea principala a seriei de mai sus are o infinitate de termeni indiferent de valoarea lui k,
deci a = 0 este singularitate esentiala izolata pentru f(z).

1
Prin definitie, reziduul functiei este atunci coeficientul c_; al lui — din seria Laurent a functiei, care se
z
obtine pentru n = k + 1.
Deoarece n > 0, pentru k < —1, coeficientul respectiv este 0, iar pentru k > —1, acesta este m
Prin urmare:
0, k< -1
Rez(f,0) = 1 R
(k+ 1)V - 7

Reziduul unei functii f intr-un punct singular a se determina astfel:



e Daca z = a este punct singular aparent atunci

Rez(f,a) =c_1 =0 (2)
e Daca z = a este pol simplu atunci
Rez (f,a) = c_y = lim ((z — a) - /(2)) 3)

e Daca z = a este pol simplu pentru o functie de forma

_9(2)
atunci reziduul in punctul a se poate calcula si cu formula
9(z) g(a)
= = 4
Rex (0) = 55| = i @

e Daca z = a este pol de ordin £ atunci

1

Rez (f,a) =c_1 = ng‘r}}l (z—a)* f(2))

e Daca z = a este punct singular esential atunci

Rez (f,a) = c_1 se citeste din dezvoltarea Laurent in domeniul 0 < |z — a| < R. (6)

Exercitiul 2 Sa se determine reziduurile functiilor:

B =5

z

S eIy

Teorema 1 (Teorema reziduurilor)
Fie v o curbd simpld, inchisd, fie punctele ai,aq, ..., a, € Int(y). Fie

fivyUlnt(y)\ {a1,as,...,an} = C

o functie olomorfa pe domeniul Int(y)\{a1,aa,...,a,} (punctele ay,as, ..., a, sunt puncte singulare izolate

pentru f).
Atunci are loc formula:

/f(z) dz =275 Z Rez (f,ar) (7)
5 k=1

Teorema 2 (Teorema semireziduurilor)
Fie v o curba simpld, inchisd si neteda, si fie ay,as...,a, € Int(y) $i by, ba,... by €. Fie

fo(yUnt(y))\{a1,a2,...,an,b1,b2,...,bp} = C

o functie olomorfa avand



1) ay,as,...,a, puncte singulare izolate situate in interiorul curbei, Int ()
2) by, ba, ... by, poli simpli situati pe curba .
Atunci are loc formula:

v.p./f(z) dz = QWjZ Rez (f,ar) + ﬂjz Rez (f,br)
k=1 I=1

Y

Exercitiul 3 Sa se calculeze integralele:

Yk

unde
1

(71) ‘Z| = DX

(12) 2* +8y* =2 =0,

() 82° +y* —2 =0,

(va) 2| =5
Rezolvare:
Functia f: C\ {£1,£j} — C,

ez dz

1) = =TT

este olomorfa. Punctele a = £1 sunt poli simpli pentru f, iar a = £j sunt poli dubli.
Mai mult:

¢ . el* i el* el
Rex(.1) = iy (-~ r ) = B e
¢ I el* y ez eJ
Rea(t, =1) = fim, [“’ e 1)2} SENETDErE T s
iz ' el* " 3je!
£3) = 1 2 (& — _ ¥i
Rez(t, ) oy {(2 7) (22_1)(22+1)2} oy {(22_1)(2_,_])2} 3
! !
N N2 el T el . —je
Reatt =) = tim (=49 o5y | = [ =] =

e Functia nu are puncte singulare in interiorul cerculuiy, (cerc de centru 0 gi razd 5) Conform teoremei

fundamentale a lui Cauzhy pentru domenii simplu coneze:

I, =0.

e In interiorul elipsei vo se afla polii a =1 si a = —1; deci

I, = 27j [Rez(f, 1) + Rez(f, —1)] .



e In interiorul elipsei v3 se afld polii a = j si a = —j; deci
I3 = 275 [Rez(f, j) + Rez(f, —j)] .
e In interiorul cercului v4 se afla toti cei 4 poli; prin urmare
I, = 27j [Rez(f, 1) + Rez(f, —1) + Rez(f, ) + Rez(f, —j)] = I + I5.

Exercitiul 4 Sa se calculeze integrala
I= /2’46% dz, (7): |2| =3. (10)
¥

Rezolvare:

. 1 . . STV VDN . . .
Functia f(z) = z%e= are singularitate esentiald in a = 0, care se afld in interiorul curbei 7.
Cum dezvoltarea in serie Taylor in jurul originii a functier exponentiale este datd de

X .n 2 n
z z z z

=S 1y 222
;n! R TRESTREN

pentru z —» % are loc dezvoltarea in serie Laurent:

N i 1 1+11+11 11 0 <1
eZ: = —_ 77...77...7 Z-
— zhn! 11z 2022 n! zn

fnmul}find ultima relatie cu z*, obtinem:

1 1 1 1 1 11 1 1
ez ==t =B 2 —

1! 2! st a ey 0<lal

) ) 1 .
§1 remarcam ca in dezvoltarea anterioard c_q = B Rez(f,0). Prin urmare

orj

I = 27jRez(f,0) = o

Exercitiul 5 Sa se calculeze integrala:
/sz tg zdz, (11)
-

unde vy este conturul parcurs in sens direct format din segmentul [BA], unde A(0,—2), B(0,2), si semicercul
AB de ecuatie |z| =2 avind x > 0.
Rezolvare:
Functia _
f(z) =etgz = o2 32
cos z

are poli simpli in toate punctele :I:g + 2k, k € 7. In interiorul curbei v se afla doar polul simplu z = g
Deci

/ejz tg zdz = 2mjRez(f, z)7
y 2

$t
T . el*sinz . e)*sinz
Rex(f, 5) = lim — = _

= lim = —eI™/2 = -7,
2% (cosz)! =2 —sinz

si deci
/ e tgzdz = 2m.
~



Exercitiul 6 Sa se calculeze integrala:

2
z
d 12
[y(22+1)2(2252+6) - (12)
unde vy este datd de |z + 1] = 3.
Rezolvare:
Functia
2
f(z) = :

(224 1)%2(22 — 52+ 6)

are polii dubli z1 2 = £j st poli simpli in z3 = 2 respectiv z4 = 3. Polit dubli z1 2 = £j se afla in interiorul
cercului |z + 1| = 2, polul simplu z5 = 2 se afld pe cercul v iar z4 = 3 in exteriorul sau. Conform teoremei
semireziduurilor avem:

2
z
dz = 2mjRez(f, —j) + 27 jRez(f, iRez(f,2).
L(Z+1)2(z2—5z+6) z = 2mjRea(f, =) + 2mjRex(f, ) + mjRex(f, 2)

Aplicand formulele de calcul pentru reziduuri, obfinem:

2 ! 2 !
£, = li )2 : — i -
Rez(f, —j) Raread ((Z +J) (22 +1)2(z2 — 52—1—6)) Pari ((z —7)2(% - 52-1—6))

2 ! 2 !

T Y z — ] z
Rez(f,j) = lim <(Z 2 (z2+1)2(z2—52+6)> z¥H§-<(z+J’>2(z2—52+6)>
2

Rez(f, 2) = lim <(Z R 1)2(;2— 2)(z - 3)) =1 ((z2+1§2’(z—3))

Exercitiul 7 Sa se calculeze integrala:

1 . T
= /y;2:2%»151112:dZ7 (13)
2 2
unde vy este elipsa de ecuatie — + i 1, in cazurile 0 <b <1 gib> 1.
a
Rezolvare:
Functia
1 T
f(Z) = m Sin ;

are singularitatile zo = 0 - punct singular esential si 21 2 = +j - poli simpli.
Pentru calculul reziduului tn zg = 0, dezvoltam functia f in serie Laurent in jurul acestui punct.
Astfel, pe coroana 0 < |z| < 1, f are expresia

17 173 1 w2+l
_ 2 4 _1\n.,2n -~ _ - -
flz)=(1—-z2"+2"—...+(-1)"z —|—...)(1!Z 3!234—...4—( 1) @n 1)!22"14—'”)'

1
Coeficientul termenului — din seria de mai sus este dat de
z

LA s
w3 T 2n+1)! "'_n:O (2n+1)!
serie convergenta cu suma shr.
Pentru calculul reziduurilor in polii simpli z9 3 = %37, folosim:
. . sin(w/z)  sin(—jm) shr
ez(f,) = lim — 2j 2
) . sin(w/z) singmw shr
R f - = 1 = = ——
ez(f, —j) = lim — > —9j 2



Pentru 0 < b < 1 doar zg =0 se afld in interiorul elipsei, si
I = 27jRez(f,0),
iar pentru b > 1, toate cele 3 puncte singulare se afla in interiorul elipsei, si deci:

I = 27j[Rez(f,0) 4+ Rez(f,j) + Rez(f, —j)].

Teorema 3 Dacd functia f are un numdr finit de singularitati {a1,as,...,ap} in planul complex, atunci
suma tuturor reziduurilor in punctele finite si in punctul de la oo este nuld

Z Rez (f,ar) + Rez (f,00) =0 (14)
k=a

Exercitiul 8 Sa se calculeze integrala:

213
[ e (1)

unde v este de ecuatie 4z + 9y? — 36 = 0.

Functia de sub integrala are urmatoarele singularitati izolate:

e 2z =2 - pol de ordin 4;
2k 2k
o 2, =3 (cos HTW + 7 sin 7r+57r> ,k=0,1,2,3,4, care sunt poli dubli pentru f.

Cum toate punctele singulare ale functiei se afld in interiorul elipsei

putem scrie

13 ‘
/7 21+ 3)2 dz = —2mjRez(f, ).

Cum, prin definitie
1 1
R’ez(f7oo) = Rez(g70)7 g(w> = - <) )

w2 w

$1
1

~w(1 = 2w)4(1 4 3wd)?

g(w) =

obtinem ca

Rez(g,0) = — lim

w=0 (w w(l —2w)T(1 + 3w5)z> = -1

In concluzie, Rez(f,00) = —1 gi

13
dz = 277.
/7 (z —2)4(25+ 3)2 i ™



Exercitiul 9 Sa se calculeze integralele:

sin z
I, = dz
b L (22 + 72) (2% — 1)

pentru curbele:

7

e~ w

L) 2=

[\

2. (v2): 2l =
3. ()« 2] = 4.



