Matematici Speciale - Seminar

Aplicatii ale teoremei reziduurilor in calculul
integralelor reale.

I Calculul integralelor de forma
27
/R(sinaz,cosx) dx (1)
0

unde R este o functie rationala de doua variabile. Uzual, in analiza
x
reala, integrala (1) se calculeaza folosind substitutia tg 5= t.

O metoda mai simpla este schimbarea de variabila

e/t =z (2)

avand in vedere ca x € [0,27] si atunci z se poate interpreta ca
argument redus al unui numar complex z. Atunci cand x parcurge
intervalul [0,27] (sau orice alt interval de lungime 27), numarul
complex z = ¢/ parcurge cercul unitate |z| = 1. Mai mult din (2)
gasim prin diferentiere:

: 1
jge’tder =dz = dr=-—dz (3)
jz

Din formulele lui Euler avem:

( el — eI z—z1 221
sinx = - = - = ;
29 27 272
. (4)
eIt 4 eIt 24 271 22 4+1
CoST = = —
L 2 2 2z

Se substituie in integrala (1) si se obtine o integralda complexa pe
cercul unitate a unei functii rationale pentru calculul careia se
aplica Teorema reziduurilor.



Observatie.
Datorita periodicitatii functiilor sin si cos are loc

o2 2m
/ R(sinz,cosz)dr = /R(sinx,cosa:) dx
o 0

pentru orice a € R.

Exercitiul 1 Sa se calculeze integrala

I:/2W—1+CO_S:B d:L‘
o O+4sinz
Rezolvare:

Facem schimbarea de variabila z = €/®; cand x parcurge intervalul [0,27], 2z parcurge
cercul () : |z| =1, in sens trigonometric. Au loc

. eIt — eIt 22 -1
sinx = = ,

2j 2jz
eI 4 eI 2241
cosT = = .
2 2z
Mai mult,
d
dr = —Z
jz
Rezulta deci ,
; / 1+ 55 dz / 22 +2241 1
2545 gz ), 22(22% 4+ 552 — 2)
Punctele singulare ale functiei
2242241
fz) = T
22(222 + 5jz — 2)
sunt 2o = 0, 21 = _7] si 29 = —27. Toate aceste puncte sunt poli simpli, iar in interiorul

cercului unitate v se afla doar zy i z;. Prin urmare:
I =27j [Rez(f, z0) + Rez(f, z1)] .

Calculam:

2242241 1

Rea(,20) = Iim | |-
edfoz) = e 5 —0) 4
j 2242z +1 3—4j
) S

22(222 4+ 5jz — 2) 12

Rez(f,z1) = lim

zZ—2z1

2

2



Obtinem:

1 3-4j o
I:27rj(—1+ G

Exercitiul 2 Sa se calculeze integrala:

27
dx
[ :/ ., a > 1
0o a-+sinx
Rezolvare:

Notand z = e’® si folosind formulele anterioare, obtinem:

7 / 1 dz / 2 d
p— —— T — Z
|z|=1 a+ z2-1 ]Z |z|=1 22 + 2@]2 —1

2jz

Considerand functia

2

&)= et

gasim ca are 2 poli simpli - radacini ale ecuatiei:

—2aj + VI — dd?
4 > T e gtV 1

P42z —1=0= 25 =

Singurul pol care este in interiorul discului |z| = 1 este z; = j(va? — 1 — a), iar reziduul
functiei f in acest pol este dat de

1 1
Rez(f, z1) = - = .
(f:21) z1taj jva?—1
Prin urmare ] 5
T
I =219 = .
]j\/a2 -1 Va2-1

Exercitiul 3 Sa se calculeze integralele

27 2T :
coS N sin nx
I, = de I, = dx,
! /0 1 —2acosx + a? 2 /0 1 —2acosx + a?

unde a € R, |a| < 1.

Rezolvare:
Vom determina cele doua integrale simultan considerand integrala

dx

T cosnx + jsinnx 2m ene
T = .
o 1—2acosx+a?

I1=1 1o = d
L+t /0 1 —2acosx + a?

3



Efectuand schimbarea de variabild z = €/* obtinem:

7 / 2" dz / 2" d
= — = z.
=1 1 — Qai—jl +a? jz J =1 022 — (1+a?)z +a

Functia
: 2"
Z) =
/) T = (14+a?)z+a
1+a*>+(1—a?) G
are polii simpli 215 = a 5 ( ) dintre care doar polul z; = a se afla in interiorul
a
discului unitate. Avem, deci
I = 2njRex(f, 2) 2,(, a” ) 2ra”
= ez(f, z0) = =—.
mJ ) =2mj\J s ) = T
Identificand partea reala, respectiv imaginara, gasim:
2ma™
Il - m, Ig - O
Exercitiul 4 Determinati integralele:
2m :
1+s
I :/ sy dz, (5)
o (h—4coszx)?
2 :
1
[— / 1tsing (6)
0 24 cosz

II Calculul integralelor de forma

+0oo
P(x)
dx 7
/ Q) g
unde P, () sunt polinoame cu coeficienti reali, grad ) > 2 + grad P

si Q(z) # 0 pentru orice z € R (conditii ce asigurd convergenta
integralei (7)):

P(z)
Q=)

/P(@"; de=2mj- Y Rez(far), wunde f(z)= (®)

Q(ZU Imag>0



Exercitiul 5 Sa se calculeze integrala

o 1
I:/ dz.
o Tt 41

Rezolvare:
Punctele singulare ale functiei

sunt

7T..7T\/_
2

zozcosz—i-]smzz

dm . 3w
Z1 =COS— +j7sln— = —

V2 V2
- +J =

4 4 2 2
57r+,. o V2 V2

= COS — Sil— = ——— — ] —
22 1 ]1114 ) J 95
77T+ TTNV2 V2

= — n—=—-—75—
23 = cos4 VE 1 5 7 5

fiecare dintre ele fiind poli simpli pentru f. In semiplanul superior y > 0 se afla doar punctele
2o §1 z1. Prin urmare

, 1 1 T2
I =2mj [Rez(f, z0) + Rez(f, z1)] = 27y Lh_}n;o P Zh_)g1 ype) Rkt

Observatie Pentru calculul integralelor de tipul

P(z)
d
Q(x)
in care f(x) = g?; este functie para, adica
x

fl=z) = f(z), zeR

vom folosi metoda anterioara, tinand cont de relatia

P() 1 [ P)

Q@)™ "2/ Q)




Exercitiul 6 Sa se calculeze urmatoarele integrale improprii:

@ [ w0
(©) /Z a:gdfl @ /ooo(:ff:—Jrl?i)?dx

ITI Calculul integralelor reale de forma

+o0
[ P(x)cos (wr)
I —_/ 0) de, w>0
§l +00
[ P(x)sin (wx)
Is —_/ 00 dr, w>0.

unde P, () sunt polinoame cu coeficienti reali, grad ) > 1 + grad P
si Q(x) # 0 pentru orice z € R (conditii ce asigura convergenta
integralelor).

Vom calcula

—+00

I=5L+47= /ejw-

—00

Dlz)

00) dr, w >0 9)

si, prin identificarea partile reale si a celor imaginare, vom obtine
valorile integralelor I si Is.

Exercitiul 7 Sa se calculeze integrala

Rezolvare:
Functia



este para, de aceea
*  coszx 1 [ coszx
I = ———dr=— ———dxz.
/o @412 2/_w<x2+1>2 ’

< coszx
A= ——d
/oo @12

Notam

si

*  singz
B = —d
/_oo (@12

, > cosx + jsinx e
A+ B = ———— dx = ——dux.
" /_oo @+z /_oo CEa I

Se observa ca

Functia
eJ*
g(Z) - (zQ 4 1)2

are polii dubli z; » = £ dintre care doar z; = j se afla in semiplanul superior, si

Rez(g, j) = lim ((z —j)? o )I = —6_1
z = =,

Rezulta deci

e . . _
/_OO m dr = 2mjRez(g,j) = me !,

si, prin urmare

Exercitiul 8 Sa se calculeze integrala
/ T COST Q.
oo X2 — 62+ 13
Rezolvare:

Notam integrala de mai sus cu [; si consideram integrala

I::[1+j[2:/°° XL COS T ot /OO rsinz q :/OO xel®

EL—,
22— 6r+13 2?6+ 13 T ) 2 —6rr13°"
Functia .
zel?
1@ = a1



are polii simpli 21 = 3 — 2, 20 = 3 + 27, dintre care doar 2z, se afla in semiplanul superior.
Prin urmare

> zel” . .
]:/ — % dv = 2mjRez(f, 3 + 2j).
o &

— 6z + 13
Calculam
zed* zed*
27 li = 1l
Rez(f,3+2)) = lm, o e sy — . 2. 6

= e ——[3cos3 — 2sin3 + j(2cos 3 + 3sin 3)],
si gasim

I = 22[30083—251n3+y(2c033+3sm3)]

e
Prin urmare
L = (3COS3—2SID3)

2¢2
Observam ca odata cu valoarea lui I; am mai gasit si

/ %d 502 (20053~|—381n3)

—00

Exercitiul 9 Calculati integralele:

e rsinw
dux, 1
/oo 1)(x2+44) (10)

e _cosz
. 11



