Matematici Speciale 1- Seminar

Integrale curbilinii.

Integrale curbilinii de speta 1.

Consideram o curba in spatiu, notata -y, dat de ecuatiile parametrice:

[ x=f(1)
y=g(t) (1)
z=h(t), tela,b

Pentru v - curba neteda, lungimea sa este data de:

b
L(v) = / V) + (g'(1)> + (W (1)) dt,

unde

ds = \/(F/(£)? + (9/(£)2 + (R(¢))* dt

se numeste elementul de arc al curbei

Definitie 1 Fie ' : D C R® — R continua si v C D o curba neteda data prin ecuatiile parametrice (1).
Definim integrala curbilinie de speta I ca:

b
[ Fwzas = [P0 )y 0P+ (02 + w2 at 2)

Propozitie 1 i. Dacd v este o curbd netedd si Fy, Fy : D C R? — R sunt functii continue pe domeniul D
ce conline pe v iwar o € R, atunci

Am@%)+&@%ﬂ®—/ﬂ@% m+/&x%>m

/aFl(x Y,z :Oé/leya
v v

ii. Fie v = U, cu 1,72 curbe netede si fie F : D C R3 — R o functie continud pe domeniul D ce
contine pe . Atunci

/F(x,y,z)ds:/ F(z,y,z)ds+ F(z,y,z)ds.
2l 1 72

Exemplul 1 Sa se calculeze integrala curbilinie de primul tip:

A(x%—y)ds

unde v este triunghiul cu varfurile 0(0,0), A(1,0), B(0,1).
Rezolvare:
Se observa ca

v =[0OA]U[AB] U [BO]

Folosim parametrizarea segmentului de dreaptd

{ x=xs+tlxp—x4)
Yy = ZUA+t(yB _ZUA)’ te [Oa 1]



| = ds= V@ ()2 + (¢ ()2 dt = VI +0dt = dt

— ds = \/(2/(1)2 + (y/ ()2 dt = VI + 1dt = V2dt

(BO| : { - 1+t§8:?)) -0 o orepy — b= V@O T W0 = VIF T = a

/(a:+y)ds - / (x+y)ds+/ (z+y)ds+/ (z +y)ds
Y [04] [AB] [BO]
1 1 1 £2 1 1 2
/tdt+/ \@dt+/(1—t)dt=—
0 0 0 2

t
+ \@t‘ Tt — =
0 0 2
Exemplul 2 Sa se calculeze integrala curbilinie de primul tip:

/ ye “ds
y

) { x = In(1 +¢?),
Ty =2arctgt —t,t €[0,1]

1

=1+V2
0

Rezolvare:
Vom calcula mai intai elementul de arc ds = \/(x’(lf))2 + (y/(t))? dt:

2
!
)= ——
Lol (t) T
) = 2 1_142
LYW T e 1 4t2

deci:

ds — 4t2+(1—t2)2dt_ 4t2+1—2t2+t4dt_ 1—|—2t2+t4dt_ (1+t2)2dt_dt
- (1+12)2 - (1+2)2 Voo T Va2

Integrala devine, deci:

1 1 1
: 2arctg t t
/ye*g”ds:/ (2arctgt7t)e*1n(1+tz)dt:/ Lg;dtf/ 5 dt
. 0 o 1+t o L+t

= A (arcth(t))/ dt — %111(1 +12) In(2) 72 In(2)

= arctg?(1) — arctg?(0) — =— -
. arctg (1) — arctg~(0) — — 16 5

Observatie:
In cazul in care curba v este o linie poligonala formata din mai multe segmente, integrala pe
o astfel de curba va fi data de suma integralelor pe fiecare segment. In acest scop, ream-
intim ecuatiile parametrice ale unei drepte care trece prin doua puncte date A(x4,ya,za),
B(xB,yB,zB):

( x=xa+t(xp—x4)
y=ya+tys—ya)
z=1za+1t(zg —24), t€][0,1]



Exemplul 3 Sa se calculeze

1
/ S S
vy Vot Yy +4
unde (y) este segmentul [OA], O(0,0), A(1,2). Rezolvare:
Ecuatiile dreptei (OA) sunt date de :

Cum ds = \/5dt, integrala devine:

1 ! 1 ! 1
—————ds = 7\/5&:/ ——/5dt
/A,,/x2+y2+4 A V2 + 482 + 4 o Vbt2+4

Zﬁlmdt=ln<t+m> ‘; =In(1+3/V5) —In(2/v5) =In <f+3>

Exemplul 4 Sa se calculeze

unde

I{ r=1t

i

1

|,

() : { y=—tVi

i

'l z=-t> tel0,1];
Rezolvare:

[ 2'(t)=1

1

{ y'(t) =2t

t Z'(t)=t
Prin urmare ds =1+ 2t+t2dt = (t+ 1) dt, si integrala devine:

b16v2

2 [2 2
/a:yzds— f/ 2 (1 + ) dt = V2 [—t% +—t?] =
o 143

3

Exercitiul 1 Calculati urmatoarele integrale curbilinii de speta I.

1) /:Eyds, unde (v) : {(z,y) | |z| +|y| = a}, a > 0;
¥

2 2
2) /my ds, unde (vy) este elipsa % + yz =1 situatd in primul cadran;
Y

2 2

se va folosi parametrizarea elipsei de ecuatie — +
a

b72:1:

{ T = acost
y =bsint, t € [0,2n];



yds, unde (v) : {(z,y) | y* =8z, z €[0,2]};

/ ?)ds, unde () este segmentul [AB], A(a,a), B(b,b), a < b;
(2 =cost+tsint
/ 2)ds, unde (v) :
gl y =sint —tcost, te€0,2n];
( z=1In(1+1t)

6) ye Tds , unde () :

S~

y=2arctgt—t+3, te€]l0,1];

Integrale curbilinii de speta a II a

Definitie 2 Fie v = AB o curbd netedd datd de

[ z=f(t)
(7) y=g(t) (3)
z=h(t), tela,b],

orientatd de la A(t = a) la B(t = b) in sensul de cregtere al parametrului t de la a la b. Fie

P,Q,R: D C R®> — R functii continue pe domeniul D ce contine curba ~v. Numim integrala
curbilinie de speta II

/P@wxﬁh+Q@wwﬁw+R@WJNz=
j

b
=/ [P(f(£),9(t), h(t)) - f'(t) + QUf(£), g(£), h(8)) - ¢ (t) + R(f(t), g(t), h(t)) - I'(£)] dit.

Exemplul 5 Sa se calculeze urmatoarele integrale:

1.
/(szy)dx+(2y+x)dy

unde v = OABO, 0(0,0), A(1,0), B(0,1) formatd din segmentele [OA], [BO] si arcul de cerc
AB: 2?2+ % =1.

2.
dx
/ — +V2zxdy
v Y
unde v = {(z,y)|z* + y* — 22 = 0,y > 0}
Rezolvari:
5.1 Avem

/(2x—y)dx+(2y+x)dy:LA(Zx—y)dx—i—(Qy%-x)dy
+/A(2x—y)dx+(2y+m)dy+/ (22 —y)de + 2y + ) dy
AB BO

Paramentrizam segmentul [OA] astfel:

x=t
[OA]:{ y=0, telo,1];



dx =dt, dy =0 st atuncit avem

1
11:/ (Qxfy)dx+(2y+z)dy:/ 2tdt:t2;:1.
OA 0

Reamintim parametrizarea cercului cu centrul (0,0) gi razd a > 0:

() : { T = acost
v y =asint, t€][0,2r];
In cazul arcului AB din cercul cu centrul (0,0), raza 1 gi situat in primul cadran, avem:

g xr = cost
AB: y = sint, te[(),g];

dx = —sintdt, dy = costdt st atunci gasim
/2
I, = /A(Qx —y)de+ 2y+2)dy = / [(2cost —sint)(—sint) + (2sint + cost) cost] dt
AB 0
/2 T
:/ [—2costsint+sin2t+2sintcost+cos2t]dt:5.
0
Pentru segmentul [BO] putem scrie

[ z=0+t0-0)=0
[BO]'{ y=1+t0-1)=1—¢t, te[0,1];

de =0, dy = —dt

13:Lo@x_y)dﬂ@ﬁz)dy:—%) 21— t)dt = (1= 1)), = -1

Prin urmare,
/(2x—y)dx+(2y+x)dy= g
¥

5.2 Curba v se rescrie astfel
(M:@=-1)°+y*=1y>0

deci v reprezinta semicercul situat deasupra axei Oy al cercului de centru C(1,0) si de raza
R=1.
In general, cercul de ecuatie (x — x0)? + (y — yo)> = a® se parametrizeazd

.{x:xo—i—acost
Ty =y +asint, t €10, 27].

t este unghiul orientat dintre semiazxa pozitiva Ox s$i vectorul care uneste centrul cercului cu
punctul de coordonate (x,y) situat pe cerc.

Avem
) { x =1+ cost
"l y=sint, tel0,7]
Cum z'(t) = —sint si y'(t) = cost, integrala devine:
dz T[—sint
I= | —+V2zdy= - +1/2(1 + cost) cost| dt.
~ Y 0 sint



t
Dar 1+ cost = 2 cos? 3 st atunci

I= Aﬂ {—1 + 2cos <%> cos(t)} dt = -7+ Aﬂ {cos <%> + cos (%)} dt
s )]

— —(4/3+7)
Exercitiul 2 Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de speta II.

0

1) / 22y dz + 2 dy unde AB, A(0,0), B(1,1) este
AB

a) segmentul de dreaptd [AB],
b) arcul de pe parabola y? = z,
¢) arcul de pe parabola y = 22,

d) arcul de pe parabola cubici y = x3;

2) [4pryda+ (y — z)dy pe arcul de cerc 22 +7? = 4 din semiplanul superior parcurs in sens trigonometric;

3) /(gc — y?)dx + 2zy dy, unde 7 este curba de extremititi O(0,0), A(1,1) indicata

.
a) segmentul [OA],

b) curba OM A unde M este proiectia lui A pe axa Ox,
¢) curba ON A unde N este proiectia lui A pe axa Oy;

1 .’172 2
4) / 3 dy unde v este arcul elipsei 9 + T = 1 situat in semiplanul superior, cuprins intre punctele
x

A(3,0) si B(0,2), parcurs In sens trigonometric.
2 2

x
5) / (22 + 2zy) dy unde v este arcul elipsei — + g _ 1, situat in primul cadran, parcurs in sens trigono-
a
¥

b2
metric;

6) /(y +1)dz + (z + y) dy unde v = {(z,y) | 2% + y> =4, x > 0}, parcurs in sens trigonometric.
gl

Exercitiul 2.4:
Folosim ecuatiile parametrice ale elipsei si observam ca, deoarece 7 reprezinta arcul elipsei

situat intre punctele A(3,0) si B(0,2), atunci ¢ € [O,g]:

r =3cost
v y = 2sint, tG[O,g]

1 /2 1 ) /2 t
I:/idy:/ 72costdt:f/ sty
~T+3 0 3cost+3 3 Jo cost+1

Prin schimbarea de variabila:

Avem, deci:

t 1—u? 2
tg§:U7 COSt:HizQ, tZQarctgu, dt:mdu
obtinem:
1—u?
2 Y T2 2 2 (11 —u? 2 1( 2 )
I=- du = - ——du= - -1+——-=d
3A 1= 1+ “ 3A 1wz 3/) tire) ™
14+ u?
2 1 2 s
:g[—u+2arctg(u)]|0:g(—1+2-z)——§+§



