LABORATOR 1 - ELEMENTE DE TEORIA ERORILOR SI
ARITMETICA "IN VIRGULA FLOTANTA.

1. SURSE SI CLASIFICAREA ERORILOR

Estimarea preciziei rezultatelor obtinute reprezintd un aspect foarte important
al Analizei Numerice (AN). Se disting mai multe tipuri de erori, care pot limita
aceasta precizie:

- erori in datele de intrare;

- erori de rotunjire;

- erori de aproximare.

Erorile in datele de intrare sunt in afara controlului calculelor. Aceste erori
nu constituie obiectul AN. Ele se pot datora inexactitatii inerente a masuratorilor
fizice, introducerii eronate a datelor in calculator etc.

Erorile de rotunjire apar atunci cand se opereazad cu numere a cdror reprezentare
contine un numar finit de cifre, aga cum se intAmpla, de exemplu, la reprezentarea
numerelor in calculator.

Al treilea tip de erori, cele de aproximare, sunt datorate metodei numerice uti-
lizate. In general, este necesar un numsr mare de operatii pentru a ajunge la solutia
exactd, chiar infinit uneori, iar calculele sunt oprite in functie de un anumit criteriu,
dupd un numdr finit de pasi, atunci cand se ajunge la o precizie acceptabild (deci
congtientizatd).

2. ARITMETICA IN VIRGULA MOBILA

2.1. Numere in virguld mobila. Calculatorul poate lucra cu doud categorii de
numere: intregi si fractionare. Reprezentarea interna a acestor numere este in vir-
guld fixd si in virgula mobila (flotantd). Pentru cazul reprezentarii in virguld fixd nu
se pune problema aproximarii, deoarece rezultatul adunarii, scdderii sau inmultirii
numerelor intregi este tot un numaér intreg, care se reprezinta in calculator daca
valoarea sa nu depaseste posibilititile de reprezentare a numerelor intregi in calcu-
latorul respectiv. Astfel, dacd notdm cu a baza de reprezentare, iar cu t precizia
maginii (numadrul de cifre in baza a care se pot reprezenta pe un cuvant sau multiplu
de cuvant de memorie), numerele intregi reprezentabile formeazi multimea:

I'={z€Z|-a"'<z<d -1}

Pentru a = 2 i t = 16 cifre binare, I = {—21°, ..., 21° —1}. Daci t = 32, domeniul
de reprezentare este I = {—23% ... 231 — 1},

Problema erorilor de rotunjire se pune atunci cind calculatorul opereaza cu
numere fractionare, reprezentate in virguld mobild. Multimea F' a numerelor cu
virguld flotantd este caracterizatd de patru parametri: baza b, precizia masinii ¢ si
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intervalul exponentilor [L,U]. Fiecare numér = cu virguld flotantd, care apartine
lui F', are reprezentarea:
J— €
ft—:‘:(b+bf2+ +bt)’b’
unde numerele naturale cq, ..., ¢;, numite cifre, satisfac 0 < ¢; <b—1,i =1,2,....t,
iar numdrul intreg e, numit exponent, satisface L < e < U. Numadrul

=Gy

se numeste partea fractionard sau mantisa. Daca pentru x € F,z # 0, este ade-
varatd relatia c¢; # 0, sistemul de reprezentare in virguld mobild se numeste nor-
malizat. Se remarca faptul cad multimea F nu este un continuu, ea fiind chiar finit4,
avand in cazul reprezentirii normalizate 2(b— 1)b' =1 (U — L 4 1) 4 1 elemente, care
nu sunt reprezentate uniform.

Exemplul 1. Daca F este normalizata, pentru b= 2,t =3, L = —-1,U = 2, F are
33 de elemente:
0,£.100-2¢,£.101 - 2¢,4+.110 - 2¢, +.111 - 2¢, cu e € {—1,0,1,2}.
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Figura 1 Elementele pozitive ale multimii F

In figura de mai sus s-au reprezentat numerele pozitive ale multimii F.

Mai remarcam faptul cd numerele nenule reprezentabile satisfac relatia:
m < |z| < M, unde m = b*~! se numeste cel mai mic numar pozitiv reprezentabil,
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iar M = bV <1 - bt) - cel mai mare numar pozitiv reprezentabil. In exemplul
1 7
t =-M=_.
nostru m = 2 3

De asemenea, se observa faptul c& numerele multimii F' sunt mai "dese" in
apropierea originii (puterile lui b scad) si mai "rare" spre extremitatea lui F' (puterile
lui b cresc).

Exemplul 2. Pentrub = 2 gi 82 de pozitii binare pentru un numar real, reprezentarea
se realizeaza in simpla precizie, iar pentru 64 de pozitii binare pentru un numdar
real, reprezentarea se realizeazd in dubla precizie.

Dupi standardul IEEE (the "Institute of Electrical and Flectronics Engineers”
Inc. USA), pentru b= 2 rezultd t = 24, L = —126 gi U = 127 pentru reprezentarea
in simpla precizie it = 53, L = —1022 gi U = 1023 pentru reprezentarea in dubla
precizie. Rezultd, de asemenea, pentru reprezentarea in simpld precizie, m = 10738
si M = 10%%, iar pentru reprezentarea in dubld precizie, m = 107308 gi M = 10308,

2.2. Reprezentarea aproximativa a numerelor. Scheme de rotunjire. Fie
x un numar care nu depageste marginile multimii F'; in calculator acest numar este
reprezentat de numéirul cu virguld mobild notat fi(z); in aceste conditii, spunem
cd x este reprezentat aproximativ (rotunjit).



Orice numdr z ce satisface relatia m < |z| < M se poate scrie sub forma:
r=f-b"+g-b".
In cazul fractiilor normalizate, sunt indeplinite relatiile:
1
S<lfl<10<g <1

Exista mai multe tipuri de rotunjire, si anume:

(a) rotunjirea prin taiere (trunchiere):

fl(z) este cel mai apropiat element din F fatd de x, cu proprietatea | fI(z)| < |=].
In notatia de mai sus, fl(z) = f - b°.

Exemplul 3. Daca b =10,t =4 gi x = 12945.734, putem scrie:
x = 0.12945734 - 105 = 0.1294 - 10° + 0.5734 - 10.
In acest caz, fl(z) = 0.1294-10° = 12940 # .

(b) rotunjirea uniforma (metoda cifrei pare):

La rotunjirea uniformd, fI(x) are urmatoarea expresie:

f-be, dacd [g] < 0.2 o

b £+ bt dacd 0.2
) =3y o 7T i i £ -
fb°£0°7", dacd |g| = 0.3, ultima cifrd f - impara

f-b°, dacd |g| = 0. b, ultima cifrd f - para
In aceastdl expresie, semnul "+" se considers pentru f > 0 si semnul "-" se con-
sidera pentru f < 0. Aceastd modalitate de reprezentare e adoptata si de standardul
IEEE.

Exemplul 4. Se considera b =10,t = 4 gi o rotunjire uniforma.

(i) © = 12944.9942 = 0.1294 - 10° + 0.4994 - 10°~*

Se observi cd |g| < 0.5, deci fl(x) = 0.1294 - 10° = 12940 # z.

(ii) & = 129551 = 0.1295 - 105 + 0.51 - 1064,

Se observa ca |g| > 0.5, deci fl(z) = 0.1295 - 10° + 10°~* = 129600 # z.

(iii) © = 1297.5 = 0.12975 - 10* = 0.1297 - 10* 4+ 0.5 - 10*~*.

Se observa ca |g| = 0.5 i ultima cifra a lui f este impard, deci fl(x) = 0.1297 -
10* +10%* = 1298 # .

(iv) © = 1296.5 = 0.12965 - 10* = 0.1206 - 10* + 0.5 - 1044

Se observi ca |g| = 0.5 si ultima cifrd a lui f este pard, deci fl(z) = 0.1296-10* =
1296 # a.

Avand in vedere reprezentarea aproximativd a numerelor, se pot defini urmé-
toarele doud tipuri de erori:

(a) eroarea absolutd, notatd e, :
ex = |z — fl(z)[;
(b) eroarea relativd, notata ey, :
€z ., €z |x—fl($)|
o] = [fi@)] 1))

Ex =



In expresia anterioars, |z| s-a aproximat prin |fI(x)| deoarece, in general, val-
oarea x nu se cunoaste in sensul c& nu se reprezintd exact in calculator. Se demon-
streazd faptul cd eroarea relativd are valoarea cea mai mare atunci cand f are
in modul valoarea cea mai mica, iar g valoarea cea mai mare in modul, adica

1
[fl= 3,19l = 1. Avem:

o = fl@)] _|f-04g-b = fl@)] 16

| f1(z)] | fi(x))] =) e

unde b'~* este o marime specificd masinii de calcul, ea caracterizand precizia rela-
tiva de reprezentare. Se observa imediat cd la rotunjirea prin taiere, k = 1.

= kbt

R
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2.3. Operatii elementare in virgula mobila. 1. Adunarea

Oricare ar fi doud numere z gi y, pentru care existd fi(z) si fl(y), num&rului
x + y 1 se asociazd numdarul fl(z + y), obtinut in felul urméator:

(i) se reprezintd intern numerele x gi y prin fI(z) si, respectiv, fi(y);

(ii) dacd numerele au exponent diferit, atunci numarul cu exponent mai mic se
aduce la o form& in care exponentul si fie egal cu cel al celuilalt termen, oper-
atie numitd denormalizare. Acest lucru se realizeaza prin deplasarea mantisei spre
dreapta, inserand zerouri dupa virgula;

(iii) se adund mantisele si din rezultat se pastreaza t cifre;

(iv) dacd este necesar, se normalizeazid rezultatul.

Observatii:

1. Consecinta principala a acestui mod de definire este aceea ca, spre deosebire
de aritmetica reald, adunarea nu este asociativa.

2. Scéaderea se realizeazi la fel ca adunarea, cu deosebirea cd mantisele se scad.
De fapt, scdderea reprezinta o adunare in care scizatorul are semn schimbat.

Exemplul 5. Se considera o aritmetica a virqulei mobile cub = 10,t = 3, reprezentare
normalizatd gi rotungjire prin taiere. Fie calculul: 0.001 + 1 — 1. Asociind primii
doi termeni, se ajunge la rezultatul fl(f1(1073 4+ 1) — 1) = 0, care este eronat. In
cazul asocierii ultimilor doi termeni se obtine fl(1073 + fI(1 — 1)) = 1073, care
este rezultatul corect.

Exemplul 6. Se considerd aritmetica a virgulei mobile cu b = 10,t = 3, reprezentare
normalizatd i rotungire prin taiere. Fie calculul: 1.001 — 1. Se obtine: f1(1.001 —
1) =0, rezultat eronat.

Exemplele 5 gi 6 pun in evidentd dous fenomene nedorite i generatoare de erori,
care pot apdrea la efectuarea unei adunari in virguld mobila:

1. omiterea catastrofald: apare atunci cand se aduné doi termeni si valoarea
absolutd a unui termen este mai micd decat precizia de reprezentare a celuilalt
termen; in acest caz, rezultatul este dat de termenul cu valoare absolutd mai mare
(situatie ilustratd in Exemplul 5).

2. neutralizarea termenilor: apare cand se adund numere de semne diferite si cu
valori absolute apropiate; in acest caz, in mod eronat, rezultatul este nul (situatie
ilustratd in Exemplul 6).

Precizia calculelor numerice este caracterizatd de doud marimi constante a caror
valoare este dependentd de tipul masinii de calcul folosite. Cele doua valori mention-
ate sunt:



- epsilonul magina pentru adunare (notat &;!,) - reprezintd cel mai mic numér real
reprezentabil care schimbd, prin adunare, unitatea masinii de calcul: fl(1+¢;) > 1;
el are valoarea b'~*;

- epsilonul magindg pentru scidere (notat €, ) - reprezinta cel mai mic numar real
reprezentabil care schimba, prin scidere, unitatea maginii de calcul: fi(1—¢,.) < 1;

el are valoarea b—t.

Exemplul 7. Valorile celor doua constante de magina, in standardul IEEFE, sunt
urmdatoarele:

- pentru reprezentarea in simplda precizie:
e, =596-10"%eF =1.19-1077;
- pentru reprezentarea tn dubld precizie:

g, =1.11-1071 ¢f =2.22.10716,

2. Inmultirea

Oricare ar fi doud numere z gi y, pentru care existd fi(z) si fl(y), num&rului
x -y 1 se asociazd numdrul fl(x -y), obtinut in felul urméator:

(i) se reprezintd intern numerele x gi y prin fI(z) si, respectiv, fi(y);
(ii) se inmultesc fractiile gi se adund exponentii;
(iii) din fractia rezultatd se opresc t cifre;

(iv) dacd este necesar, se normalizeazd rezultatul.

Observatii:

1. Inmultirea nu este asociativa.

2. Impértirea se realizeazs in aceeasi maniers ca si inmultirea, cu deosebirea c&
la pasul (ii) mantisele se impart, iar exponentii se scad.

Exemplul 8. Se considera o aritmetica a virgulei mobile cu b = 10,t = 3, reprezentare
normalizatd si rotunjire prin taiere. Fie x = 22.547 gi y = 0.43936. Urmarind
etapele descrise anterior, avem:
(i) fl(z) = 0.225- 102, fl(y) = 0.439 - 10°;
(ii) 0.225 - 0.439 = 0.098775, 10% - 10° = 10%;
(iii) 0.098775 - 102 — 0.098 - 10?;
(iv) fl(x-y) = 0.098 - 102 = 9.8.

3. PROPAGAREA ERORILOR IN CALCULELE NUMERICE

Avand in vedere cele prezentate mai sus, putem scrie relatiile:

m:fl(w):tem,y:fl(y):tey,sm =

€y ey
F@ ™ T

Se numeste calcul aprorimativ un calcul efectuat intr-o aritmeticd a virgulei
mobile. Vom accepta ca postulat urméatoarea afirmatie: eroarea relativa intr-un
calcul cu numere aprozimative este egald cu suma dintre eroarea relativia produsa
de calculul exact respectiv cu numere aproximative (T1) i eroarea relativd produsd
de calculul aprozimativ cu numerele exacte corespunzitoare (Ts ).

Fie % una din operatiile descrise anterior. Postulatul de mai sus, descris de
relatia:

Exxy = T + 13,
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permite determinarea modalititii de propagare a erorilor relative pentru operatiile
in virguld mobila, dupa cum urmeaza.
Pentru calculul exact cu numere aprozimative (Ty) avem:

€x 7é O,ey#O,fl(x*y):fl(x)*fl(y),
T1 = k1'€z+k2'8y.

Constantele k1 si ko pot avea valori diferite, dupa cum urmeaza:
- pentru adunare:

by — |fl(z)] ey — flly)l
fl(x) + fl(y)’ fl(x) + fl(y)’

- pentru scadere:

o A@L L 1fiw)

GE () — fi(y)’

- pentru inmultire:
ki1 =ky =1,
- pentru fmpartire:
ki =1,ke=—1.

Pentru calculul aprozimativ cu numere exacte (Ty) avem:

ex =0,e, =0, fl(z*xy) # fl(x) * fl(y)
si atunci:
Ty <k b1,
ca pentru orice numar real care nu se reprezinta exact.

Exemplul 9. Se considera wrmatorul polinom:
y(x) = 27 — 725 + 212° — 352% 4 3523 — 2122 + Tz — 1,

pentru x € [0.998,1.012], cu pasul de evaluare 0.0001. Figura de mai jos ilustreazi
cu linie punctata rezultatul calculelor in dubld precizie (standardul IEEE) utilizand
formula de mai sus, iar cu linie continua sunt reprezentate cele corecte. Acestea
din urma sunt obtinute evaludnd polinomul y(x) = (x —1)7.
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Figura 2 Ilustrarea propagarii erorilor intr-un calcul numeric

Analizind Figura 2, se remarca faptul ca valorile calculate sunt de ordinul
1071, ceea ce evidentieazd erori relativ mici intre rezultatele celor doud maniere
de calcul. Aceste diferente se explici prin fenomenele de neutralizarea termenilor
$i omitere catastrofala.

Cele expuse panad acum demonstreaza faptul ca intr-un calcul numeric erorile se
propaga de la o operatie la alta. Pe masura ce numarul operatiilor dintr-un calcul
creste, pot apérea situatii in care erorile se acumuleaza excesiv de mult, fapt care
determing obtinerea unei valori total incorecte a rezultatului final. Ca urmare, la
intocmirea unui algoritm de calcul si apoi la implementarea acestuia, utilizatorul
trebuie sa se asigure ca solutiile nu vor fi afectate de erori care sa depigeasca anumite
limite admisibile.

Ca urmare, se pot formula urméatoarele reguli generale pentru mérirea preciziei
calculelor:

1. cind se aduna sau se scad numere, este recomandabil sa se inceapa cu cele
mai mici in valoare absoluta, separat pentru cele pozitive gi separat pentru cele
negative;

2. daca este posibil, este recomandabil sa se evite scaderea a douad numere
aproximativ egale; o expresie care contine o astfel de sciéidere poate fi rescrisé;

3. o expresie de forma (a — b) - ¢ poate fi rescrisd sub forma a - ¢ —a - ¢, iar o

. a - a b y :
expresie de forma poate fi rescrisa sub forma — — —; daca numerele a gi b
c

sunt aproximativ egale, este recomandabil sa se efectuecze mai intai scaderea si apoi
inmultirea si impartirea.

4. daca regulile generale enuntate mai sus nu se pot aplica, se va urmari mini-
mizarea numarului de operatii aritmetice implicate.



Exemplul 10. Se considera urmatoarele relatii de calcul:

h = %,xz%—h,yzg—h,e:x—l—x—&—m—h,
o= y+y+y+y+y—h,q=£.
Efectudnd calculele manual, se obtin rezultatele:
hzl,le,y:i,ezo,fzoﬂjz?
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Implementdnd aceste relatii de calcul tntr-un program scris in MATLAB obtinem
rezultatele:
e #0,f #0,q = valoare finita.
FEaxplicatia acestor rezultate constd in urmatoarele:

2 . ) . , .
- numdarul 3= 0.(6) are un numar infinit de cifre in baza de numeratie zece §i

deci nu va fi reprezentat exact;

"y = 0.6 are un numar infinit de cifre in baza de numeratie doi $i deci nici

acesta nu va fi reprezentat evact: 0.6(19) = 0.(1001)9).
Aceste erori se vor propaga in calculul valorilor e gi f rezultdnd valori de ordinul
epsilonului magind.



