
LABORATOR 10 - INTERPOLARE PRIN FUNCŢII SPLINE

1. FuncŢii spline cubice

Fie
� : a = x0 < x1 < ::: < xi�1 < xi < ::: < xn = b

o diviziune oarecare a intervalului [a; b]: Se numeşte funcţie spline cubic¼a o funçtie
s : [a; b]! R cu propriet¼aţile:
(i) restriçtia lui s la �ecare subinterval [xi�1; xi] este un polinom de grad cel

mult trei;
(ii) s; s0; s00 sunt continue pe [a; b].
În continuare ne punem problema interpol¼arii unei funçtii f : [a; b] ! R cu

ajutorul unei funçtii spline cubice. Cu alte cuvinte, ne punem problema g¼asirii unei
funçtii spline cubice s astfel încât f(xi) = s(xi); i = 0; n: Deoarece restriçtia lui s
la subintervalele [xi�1; xi] este un polinom de grad cel mult trei, rezult¼a c¼a

s(x) = ai + bix+ cix
2 + dix

3;8x 2 [xi�1; xi]:
Determinarea funçtiei s const¼a deci în determinarea a 4n coe�cienţi ai; bi; ci; di; i =

1; n: Evalu¼am în continuare de câte condi̧tii dispunem. Din

f(xi) = s(xi); i = 0; n

avem n+ 1 condi̧tii. Din continuitatea lui s; a lui s0 şi a lui s00 rezult¼a

s(k)(xi � 0) = s(k)(xi + 0); i = 1; n� 1; k = 0; 1; 2;
deci 3(n�1) condi̧tii. În total dispunem de 4n�2 condi̧tii, cu dou¼a mai puţin decât
num¼arul coe�cienţilor care urmeaz¼a a �determinaţi. Dac¼a se cunosc derivatele f 0(a)
şi f 0(b); ad¼aug¼am condi̧tiile

s0(a) = f 0(a); s0(b) = f 0(b):

Dac¼a nu se cunosc aceste derivate, atunci se aproximeaz¼a f 0(a) t y00; f 0(b) t y0n şi
se pun condi̧tiile

s0(a) = y00; s
0(b) = y0n:

Dac¼a nu avem nici o informaţie despre f 0(a) şi f 0(b); atunci se pot pune condi̧tiile

s00(a) = s00(b) = 0;

iar în acest caz se obţin aşa numitele funcţii spline cubice naturale.
Reamintim urm¼atorul rezultat de algebr¼a liniar¼a:

Propozi̧tia 1. Orice matrice p¼atratic¼a strict diagonal dominat¼a este nesingular¼a.

Demonstraţie. Fie A 2Mn(R) cu proprietatea

(1.1) jaiij >
nX

j=1;j 6=i
jaij j :

Dac¼a vom ar¼ata c¼a sistemul Ax = 0 admite numai soluţia banal¼a, va rezulta c¼a
detA 6= 0:
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Presupunem prin reducere la absurd c¼a exist¼a � 6= 0 astfel încât A� = 0: Fie
�j = k�k1 = maxfj�1j ; j�2j ; :::; j�njg: Cum A� = 0; avem

aj1�1 + aj2�2 + :::+ ajn�n = 0; sau

(1.2) ajj +
nX

k=1;k 6=j
ajk

�k
�j
= 0:

Avem deci

jajj j �
nX

k=1;k 6=j
jajkj

�����k�j
���� � nX

k=1;k 6=j
jajkj ;

ceea ce contrazice 1.1. �

Teorema 2. Pentru orice n + 3 numere date y00; y0; y1; :::; yn; y
0
n; exist¼a o unic¼a

funcţie spline cubic¼a s; cu propriet¼aţile:

s(xi) = yi; i = 0; n; s
0(x0) = y

0
0; s

0(xn) = y
0
n:

Demonstraţie. Vom nota Mi = s00(xi): Deoarece s00(x) = �x + �; 8x 2 [xi�1; xi];
rezult¼a � =

Mi �Mi�1
hi

; � =
Mi�1xi �Mixi�1

hi
; unde hi = xi � xi�1: Aşadar, pe

intervalul [xi�1; xi] avem

(1.3) s00(x) =
(xi � x)Mi�1 + (x� xi�1)Mi

hi
; i = 1; n:

Integrând de dou¼a ori obţinem

(1.4) s(x) =
(xi � x)3Mi�1 + (x� xi�1)3Mi

6hi
+Ci(xi�x)+Di(x�xi�1); i = 1; n;

unde Ci şi Di sunt constante arbitrare.
Punând condi̧tiile de interpolare s(xi) = yi; i = 0; n; obţinem

h2iMi

6
+Dihi = yi;

h2iMi�1
6

+ Cihi = yi�1;

de unde

(1.5) Ci =
yi�1
hi

� hiMi�1
6

; Di =
yi
hi
� hiMi

6
:

Combinând relaţiile 1.4 şi 1.5 obţinem:

s(x) =
(xi � x)3Mi�1 + (x� xi�1)3Mi

6hi
+
(xi � x)yi�1 + (x� xi�1)yi

hi
(1.6)

� (xi � x)Mi�1 + (x� xi�1)Mi

6
hi:

Observ¼am c¼a s este continu¼a în �ecare xi; i = 0; n: Într-adev¼ar,

lim
x!xi
x<xi

s(x) =
h2iMi

6
+ yi �

h2iMi

6
= lim

x!xi
x>xi

s(x):
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Punem în continuare condi̧tia ca s0 s¼a �e continu¼a în �ecare punct xi; i = 1; n� 1:
Avem:

s0(x) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

:::
�(xi � x)2Mi�1 + (x� xi�1)2Mi

2hi
+
yi � yi�1
hi

� Mi �Mi�1
6

hi;

x 2 (xi�1; xi)
�(xi+1 � x)2Mi + (x� xi)2Mi+1

2hi+1
+
yi+1 � yi
hi+1

� Mi+1 �Mi

6
hi+1;

x 2 (xi; xi+1)
:::

:

Atunci:

s0(xi � 0) =
hiMi

2
+
yi � yi�1
hi

� Mi �Mi�1
6

hi

=
hiMi

3
+
yi � yi�1
hi

+
hiMi�1
6

s0(xi + 0) =
�hi+1Mi

2
+
yi+1 � yi
hi+1

� Mi+1 �Mi

6
hi+1

= �hi+1Mi

3
+
yi+1 � yi
hi+1

� hi+1Mi+1

6
:

Din egalitatea s0(xi � 0) = s0(xi + 0) obţinem

(1.7)
hiMi�1
6

+
(hi + hi+1)Mi

3
+
hi+1Mi+1

6
=
yi+1 � yi
hi+1

� yi � yi�1
hi

; i = 1; n� 1:

Folosind şi egalit¼aţile s0(x0) = y00; s
0(xn) = y

0
n; avem

�h1M0

2
+
y1 � y0
h1

� M1 �M0

6
h1 = y00

hnMn

2
+
yn � yn�1

hn
� Mn �Mn�1

6
hn = y0n;

de unde

h1
3
M0 +

h1
6
M1 =

y1 � y0
h1

� y00(1.8)

hn
6
Mn�1 +

hn
3
Mn = y0n �

yn � yn�1
hn

:
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Comdinând relaţiile 1.7 şi 1.8 obţinem sistemul AM = Y; unde

A =

266666664

h1
3

h1
6 0 0 ::: 0 0 0

h1
6

h1+h2
3

h2
6 0 ::: 0 0 0

0 h2
6

h2+h3
3

h3
6 ::: 0 0 0

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 ::: hn�1

6
hn�1+hn

3
hn
6

0 0 0 0 ::: hn
6

hn
3

377777775
;

M =

26664
M0

M2

...
Mn

37775 ; Y =
2666666664

y1 � y0
h1

� y00
:::

yi+1 � yi
hi+1

� yi � yi�1
hi

:::

y0n �
yn � yn�1

hn

3777777775
:

Observ¼am c¼a A este strict diagonal dominat¼a, deci nesingular¼a, simetric¼a şi tridi-
agonal¼a. Atunci sistemul AM = Y are soluţie unic¼a. Înlocuind în 1.6 aceast¼a
soluţie, obţinem funçtia c¼autat¼a. Unicitatea acesteia rezult¼a din unicitatea lui
M: �

Se poate demonstra urm¼atoarea teorem¼a:

Teorema 3. Fie f 2 C4[a; b] şi M4 = supf
��f IV (x)�� j x 2 (a; b)g şi �e x(n)i =

a + ih; i = 0; n noduri echidistante, unde h =
b� a
n

: Dac¼a sn este funcţia spline

cubic¼a cu propriet¼aţile:

sn(x
(n)
i ) = f(x

(n)
i ); i = 0; n; s0n(a) = f

0(a); s0n(b) = f
0(b);

atunci pentru orice x 2 [a; b] avem:

jf(x)� sn(x)j �
5

384
M4h

4; jf 0(x)� s0n(x)j �
1

24
M4h

3; jf 00(x)� s00n(x)j �
3

8
M4h

2:

Aşadar, din Teorema 3 rezult¼a c¼a şirul funçtiilor spline cubice (sn) care in-
terpoleaz¼a funçtia f în nodurile echidistante (x(n)i ) converge uniform pe intervalul
[a; b] c¼atre funçtia f: Mai mult, s0n

u! f 0 şi s00n
u! f 00 pe intervalul [a; b].

Algoritmul MATLAB pentru interpolarea cu funcţii spline

% Introducere capete inteval, a,b
% Introducere vector x, reprezentând nodurile
% Introducere vector z, reprezentând valorile cunoscute ale funcţiei în noduri
% Introducere y00 şi y

0
n

n=length(x);
for i=1:n-1

h(i)=x(i+1)-x(i);
end
h
A=zeros(n);
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Y=zeros(n,1);
A(1,1)=h(1)/3;
A(1,2)=h(1)/6;
Y(1)=(y(2)-y(1))/h(1)-y0;
for i=2:n-1

A(i,i-1)=h(i-1)/6;
A(i,i)=(h(i-1)+h(i))/3;
A(i,i+1)=h(i)/6;
Y(i)=(y(i+1)-y(i))/h(i)+(y(i)-y(i-1))/h(i-1);

end
A(n,n-1)=h(n-1)/6;
A(n,n)=h(n-1)/3;
Y(n)=yn-(y(n)-y(n-1))/h(n-1);
A
Y
% Se rezolva sistemul prin metoda suprarelaxarii
% Introducere punct pentru interpolare, x_stea
i=2;
�ag=1;
while(�ag~=0)

if (x_stea<=x(i))
�ag=0;

else
i=i+1;

end
end
fprintf(�nn%g este intre x(%g)=%g si x(%g)=%g�,x_stea,i-1,x(i-1),i,x(i))
S=((x(i)-x_stea)^3*M(i-1)+(x_stea-x(i-1))^3*M(i))/(6*h(i-1))
+((x(i)-x_stea)*y(i-1)+(x_stea-x(i-1))*y(i))/(h(i-1))
-((x(i)-x_stea)*M(i-1)+(x_stea-x(i-1))*M(i))*h(i-1)/6;
disp(�Valoarea aproximativ¼a a funcţiei în a este�)
S


