LABORATOR 10 - INTERPOLARE PRIN FUNCTII SPLINE

1. FUNCTII SPLINE CUBICE
Fie
Ata=20<21 < 0. <Zi1 <2 < .. <xp=0>
o diviziune oarecare a intervalului [a, b]. Se numeste functie spline cubicd o functie
s : [a,b] — R cu proprietatile:

(i) restrictia lui s la fiecare subinterval [z;_1,z;] este un polinom de grad cel
mult trei;

(ii) s, s, s sunt continue pe [a, b].

In continuare ne punem problema interpoldrii unei functii f : [a,b] — R cu
ajutorul unei functii spline cubice. Cu alte cuvinte, ne punem problema gasirii unei
functii spline cubice s astfel incat f(z;) = s(z;),i = 0,n. Deoarece restrictia lui s
la subintervalele [x;_1, ;] este un polinom de grad cel mult trei, rezultd ci

s(z) = a; + bz + c;x® + d;a® Y € [@i—1, 4]

Determinarea functiei s consté deci in determinarea a 4n coeficienti a;, b;, ¢;, d;, 1 =
1,n. Evaludm in continuare de céite conditii dispunem. Din

f(@i) = s(x:),i=0,n

avem n + 1 conditii. Din continuitatea lui s, a lui s’ si a lui s’ rezulta
s (z; —0) =M (z;+0),i=T,n—1,k=0,1,2,
deci 3(n—1) conditii. In total dispunem de 4n—2 conditii, cu dous mai putin decat
numarul coeficientilor care urmeazi a fi determinati. Daca se cunosc derivatele f/(a)
si f/(b), addugdm conditiile
s'(a) = f'(a),s'(b) = f'(b).

Dac# nu se cunosc aceste derivate, atunci se aproximeaza f'(a) = y(, f/(b) = y/, si
se pun conditiile

s'(a) =y, s'(b) = yp.-
Daci nu avem nici o informatie despre f'(a) si f/(b), atunci se pot pune conditiile

s"(a) = s"(b) =0,
iar in acest caz se obtin aga numitele functii spline cubice naturale.
Reamintim urmatorul rezultat de algebra liniara:

Propozitia 1. Orice matrice patratica strict diagonal dominata este nesingulara.

Demonstratie. Fie A € M,,(R) cu proprietatea

n
(1.1) |agi| > E |aij| -
J=1.j#i
Dacd vom arita ca sistemul Az = 0 admite numai solutia banald, va rezulta ca

det A # 0.



Presupunem prin reducere la absurd ci existd a # 0 astfel incat Ao = 0. Fie
a; = |af o = max{|ai],|az|, ..., [an|}. Cum Aa =0, avem

ajio1 + ajos + ... + ajna, =0, sau

n

(673

(12) aj; + E ajr— = 0.
o
k=1,k#j J

Avem deci
n n
(073
lajl < > lakl — = > lagl,
k=1,k#j J k=1,k#j
ceea ce contrazice 1.1. |

Teorema 2. Pentru orice n + 3 numere date Y\, Yo, Y1, - Yn, Yp, €TISIE 0 unicd
functie spline cubica s, cu proprietatile:

8(x;) = yi,1 = 0,n,5 (x0) =Yg, ' (Tn) = Y-

Demonstratie. Vom nota M; = s”(x;). Deoarece s”(x) = ax + B,Va € [x;-1, 4],
o o Mz — Mi,1 o Miflxi — Mixi,l
rezultd o = , B =
h,’ hz

intervalul [x;_1, ;] avem

,unde h; = z; — x;_1. Asadar, pe

(1.3) () = *z)Mi—lff(“xi—l)Mi,i _T

, M.

Integrand de doua ori obtinem

(x; —2)3M;_1 + (v — 2;-1)3M;
6h;

(1.4) s(x) =

+Ci(x;—x)+Di(x—xi—q),i=1,n,

unde C; si D; sunt constante arbitrare.
Punand conditiile de interpolare s(z;) = y;,7 = 0, n, obtinem

L + Dih; = y;, — L4 Cihy = Yi—1,
6 6
de unde
Vi1 hiM;q yi  hiM;
1. i = — 7Di = — — .
(15) ¢ h; 6 h; 6
Combinand relatiile 1.4 si 1.5 obtinem:
(1.6)s(z) — (zi — )3 M1 + (x — x_1)3M; i (v; —2)yi1 + (x — 2 1)y
6hi hz
(@i )M+ (z - xi—l)MihA
6 "
Observim ci s este continui in fiecare x;,7 = 0, n. Intr-adevir,
h2M; h2M;
lim s(z) = zT +yi — 16 = lim s(z).

<, r>x;



3

Punem in continuare conditia ca s’ s fie continud in fiecare punct x;,¢ = 1,n — 1.
Avem:

—(i — )’ M1+ (x —2_1)*M; | yi—yic1 My — M4
2h; LA P 6
S/(LL') _ S («’L'ifhmi)
—(@iv1 = @) Mi + (@ = 2i) Misr | yirr —ys _ Misa = Mi
2hit1 hiy1 6 o
T e ($i7$i+1)

hi)

Atunci:

hiM; | yi—yi-1  M;— M;_
S(wi-0) = =5 + ¥ h? L
My vy | M
D R
—hipi M Yiyr —yi Miy — M,
Sl(xi +0) = +1 + Yit1 —Yi +1 hiia
2 hiv1 6

higaiMi | yi =i hipn Miga
3 hit 6

Din egalitatea s'(z; — 0) = s'(x; + 0) obtinem

hidioy | (hi +hig)M; | hignMicy _ yicn =y Yi — Yioa

1.7
(17 =5 3 6 it h;

,i=1,n—1.

Folosind si egalitatile s'(zo) = y(, s'(xn) = y,,, avem

~ haMy I ) My — Mo

_ he = 4
2 hy 6 Yo
hn My, Yn — Yn—-1 My, — M, ’
- hn = ’
2 + hn 6 Yn
de unde
hy hy Y1—Y%
1.8 — M, —M; = —
(1.8) 3 Mo+ M m Yo
hn hn Yn — Yn—-1
—M,,_ —M, = AR Al
6 1ty Yo = g



Comdinand relatiile 1.7 gi 1.8 obtinem sistemul AM =Y, unde

[ b 0 0 .. 0 0 0 7
by hghe k2 0 0 0
6 I? h 6h h
0 fp edhs Is 0 0 0
A = A
: . . : e
0 0 0 0 . e A
L 0 0 0 0 .. o =
r Y1 — Yo / 1
~ A ~— Y%
M, 1
M = M y — Yi+1 —¥i  Yi ~Yi-1
B N hit1 hi
M e
B " / Yn — Yn—1
L T T ]

Observam ca A este strict diagonal dominata, deci nesingulara, simetrica si tridi-
agonald. Atunci sistemul AM = Y are solutie unicd. Inlocuind in 1.6 aceasta
solutie, obtinem functia cdutatd. Unicitatea acesteia rezultd din unicitatea lui
M. O

Se poate demonstra urméitoarea teorema:
Teorema 3. Fie f € C'a,b] si My = sup{|f'V ()| | € (a,b)} si fie acz(-") =

— b—a
a + th,i = 0,n noduri echidistante, unde h = ——. Daca s, este functia spline
n

cubicd cu proprietatile:

sn(@") = f(@("),i = 0n, s, (a) = f(a),5,,(0) = f'(b),
atunci pentru orice x € [a,b] avem:

17(2) = su(@)] < 5og M 1 (@) = s (@) < 5 Ml | (@) — sia)] < S Myh?

Agadar, din Teorema 3 rezultd ci sirul functiilor spline cubice (s,) care in-

terpoleazd functia f in nodurile echidistante (1’5"))

converge uniform pe intervalul
[a, D] cdtre functia f. Mai mult, s/, % f’ si s/ % £ pe intervalul [a, b].

Algoritmul MATLAB pentru interpolarea cu functii spline

% Introducere capete inteval, a,b

% Introducere vector x, reprezentdnd nodurile

% Introducere vector z, reprezentdnd valorile cunoscute ale functiei in noduri
% Introducere y, §i yh,

n=length(z);

for i=1:n-1
h(i)=xz(i+1)-x(i);

end

h

A=zeros(n);



Y=zeros(n,1);
A(1,1)=h(1)/3;
A(1,2)=h(1)/6;
Y(1)=(y(2)-y(1))/h(1)-y0;
for i=2:n-1

A(i,i-1)=h(i-1)/6;

(i) Z(h(i-1) h(i))/%

A(ii+1)=h(i)/6;

| Y= 190)/M6) 00D/

A(n,n-1)=h(n-1)/6;
A(n,n)=h(n-1)/3;
Yin)=ume(u(n)-a(o-1) G-

Y
% Se rezolva sistemul prin metoda suprarelararii
% Introducere punct pentru interpolare, x_stea
i=2;
flag=1;
while(flag ~=0)
if (x_stea<=1x(i))
flag=0;
else
i=i+1;
end
end
forintf(\n%g este intre x(%g)=%g si ©(%g)=%g’,x_ stea,i-1,x(i-1),i,2(i))
S=((x(i)-x_stea) "8*M(i-1)+(z_stea-z(i-1))~8*M(1))/(6*h(i-1))
+((x(i)-x_stea)*y(i-1)+(x_ stea-x(i-1))*y(i))/(h(i-1))
-((x(i)-x_stea)*M(i-1)+(x_ stea-z(i-1))*M(i))*h(i-1)/6;
disp(’Valoarea aproximativa a functiei in a este’)

S



