LABORATOR 11 - INTEGRAREA NUMERICA

1. FORMULE NEWTON-COTES

Prin formula de integrare numerica (cuadraturd numerica) se intelege o formuld
de tipul:
b

(L1) / w(@)f(@)de = Ay f(22) + o+ Anf(za) + RF),

a

unde (x;) se numesc noduri, iar (A;) se numesc coeficienti. Nu se presupune ci
nodurile apartin intervalului [a, b]. Functia w este o functie fixatd, integrabild, care
se numeste functia pondere.

In multe cazuri w(z) = 1,Vz € [a,b]. Despre functia f se presupune ci este
integrabild pe [a,b] si definitd in nodurile (x;). Cu R(f) se noteazd eroarea de
aproximare a integralei.

Formula (1.1) spunem c& este ezactd pentru functia f dacd R(f) = 0, deci dacd

b

/w(m)f(x)dm =Ai1f(z1) + ... + Anf(zn).

a

Formula (1.1) spunem c& este de gradul m daca:

(i) este exactd pentru orice polinom de grad cel mult m;

(ii) existd un polinom de gradul m+1 pentru care (1.1) nu este exacta.
Presupunem c& intervalul [a,b] este finit, iar nodurile sunt echidistante: z; =

bh—
a+th, unde h = Ta si w(z) =1,,Vz € [a,b]. Fie

n T —
LZ(J3) = J
=0
J#i

si P, - polinomul Lagrange care interpoleaza f in nodurile xg, ..., x,. Avem:

Pule) = 3 L) ().
=0

ZL'i—iL'j

Daca facem schimbarea de variabild x = a + th, avem:
- (1) O wga (1)
P,(t) =P, th) = = .
(0= Palain) = Y T
unde m,41(t) =t(t—1) ... (t —n).
Dacd notdm cu E(f;xz) = f(x) — P,(x), atunci avem
FrE,)

E(f;z) = W(m —zo)(x—x1) oo s (T —p),

in cazul in care f € C""1([a,b]).

f(xi)7



Facand si aici schimbarea de variabila x = a + th, avem:

_ f(n+1)(§t) hn-‘rl

oy ()

E(f;t)

Deci:
b

/f(x)dm _ 7Pn(x)dm—|—/E(f;m)dx

a
n

/Pn(t)hdt - [E(f;t)hdt

0

10, [ranll),

= h; o ronE f(s)
i= 0
hn+2 y (n+1)
+m/7n+1(t)f (& )dt.
0
Introducem notatiile:
(1.2) g = U - C"/”"“(_t)dt,i —0n
n! t—1
0
si
prte (n+1)
(13) R() = gy [ mn 050D €.
0

(d;),i = 0,n se numesc coeficientii Newton-Cotes.
Am obtinut deci:

b n
/f(x)dx =S Aif (i) + RO,
a i=0

unde A; = hd;,i = 0, n.

Primele trei formule Newton-Cotes au nume speciale. Pentru n = 1, obtinem
formula trapezelor:

h = b—a,
dy = (_1)1_Oc?lt(t_l)dt— lt 1dt = r ¢ Pl
0~ 1! { t __[_ __< +)0_2
(1)1*1(}11115(1571) | 211
0 0
h

Deci, AO = A1 = 5



Formula trapezelor este:

(1.4 [ f@rds =22 @) + 58] + RO
unde
h3 |
R(f) == [ ["(€)t(t — 1)dt.
!
Daci f € C?([a,b]) si notdm My = sup{|f"(z)| | = € [a,b]}, avem:

(b—a)’
2

(b—a)’

(15) IR(f)| < -

1
M2/|t(t—1)|dt: M.
0

Geometric, formula trapezelor revine la a aproxima aria multimii plane marginite
de G4, axa Oz si dreptele z = a,z = b cu aria trapezului marginit de Oz, = a,z =
b si segmentul care unegte (a, f(a)) cu (b, f(b)).

Pentru n = 2, obtinem formula Simpson. In acest caz:

b—a
h = 5
(1)2002( 1)(t—2) 12 1
(= 5 [t —1)(— _ 9 _
dy = o / dt—§/(t —3t+2)dt_5
0 0
(D'Ch (- 1(=2), | 1
(=) [t —1)(t - _ 2 _4
d = o / A= /(t 2t)dt—3
0 0
(-1°C3 [He-1)(-2), 1 1
—1)2C2 [t(t—1)(t — /2
= =z —t)dt = =.
dr > / — dt 5 (t ) dt 2
0 0
Formula lui Simpson este data de:
y b b
—a a+
o [ = @ ar () 410+ R
Se poate ardta ca daci f € C3([a,b]), atunci
(b—a)*
. <
(1.7 R < E,
unde M3 = sup{|f"(z)| | « € [a,b]}.
Daca n = 3, atunci:
b—a
h =
3
3
d() = d3:§
9
dl = dzzg



3
Se obtine formula 3 a lui Simpson

(18) [ f@ade = 2T [f@)+ 370+ )+ 3 0+ 20) + FO) + RO,

8
unde
(b—a)®
o) < O,
My = Sup{|f1v(x)| | z € [a,b]} pentru f € C*([a,D]).

Pentru o mai buna aproximare a integralei se folosesc formulele Newton-Cotes
repetate.

Dacd impdartim intervalul [a,b] In n subintervale egale si aplicim formula (1.4)
fiecdrui subinterval [z;_1, z;], obtinem:

n

b n  Ti
[t@iz =" [ swde = E 2 fwi) + Fw)] + RO
a =gy

i=1

Dar x; —x;_1 = b- a,mo =a,r, = b. Atunci:
b b n—1
(19) [#@rs =222 | 1a) + 56) + 231G | + B,
a =1
unde
My (b—a\® M
(1.10) RO <nig (0] = - o

Formula (1.9) se numeste formula trapezelor repetata.
Dacd tmpartim intervalul [a, b] in 2n subintervale egale si aplicim formula (1.6)
fiecdrui subinterval [zg;_2, Z2;], obtinem formula Simpson repetata:

(1.11) 7f(w)dx=b6_n : f(a)+f(b)+4§f($2z‘1)+2:§f(902¢) +R(),
unde a
(1.12) R < o b= a)*
Daca notam cu
R f(a)+f(b)+2§f(xz)]
o = 2t f(a)+f(b)+4gf($2i—1)+2§f(wzi)],




se poate arita ci ol si o5 sunt combinatii liniare de sume Riemann si ci

b
o7 " / f(x)dz,
b

oS "o / F(x)dz.

Algoritmul MATLAB pentru calculul aproximativ al integralelor

1. Metoda trapezelor:

Exemplul 1. 5a se calculeze valoarea aproximativa a integralei

folosind metoda trapezelor pentru n =5 subintervale egale.

% Introducere n, numdarul de subintervale egale
n=>o
% Introducere a,b, capetele intervalulus
a=pi/12;
b=pi/2;
h=(b-a)/n;
I=sin(a)/sqrt(a)+sin(b)/sqre(b);
for i=1:n-1
r=a+h*i;
I=I+2%sin(x)/sqrt(z);
end
I=h/2*I

2. Metoda Simpson:

Exemplul 2. Sa se calculeze valoarea aproximativa a integralei

™

2
CoS T

Jz

folosind metoda lui Simpson, considerdnd m = 2n = 8 subintervale egale.

dx,

2

1

ol

% Introducere n, numarul de subintervale egale
n=4

% Introducere a,b, capetele intervalulus
a=pi/10; b=pi/2;

h=(b-a)/(2%n)
I=cos(a)/sqrt(a)+cos(b)/sqrt(b);



for i=1m
r=a+(2%-1)%h;
I=I+4%*cos(x)/sqrt(x)
end
r=a;
for i=1:n-1
r=a+2%*h;
I=1+2%cos(x)/sqrt(x);
end
I=h/3*I

2. INTEGRAREA NUMERICA A INTEGRALELOR DUBLE

Fie f : D C R? — R o functie continua, unde D = [a, b] X [c, d] este un dreptunghi.
Atunci:

b d

(2.1) //f(x,y)dmdy:/ flz,y)dy | dx.
D a \c

Pentru fiecare integrald simpld putem aplica o formuld de integrare numerica.
Dacd aplicim metoda trapezelor obtinem:

[[ s ydody
D

b

[5 rw0 + s

a

Q

b—ad—c
2 2

Q

[f(a,¢) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)].

Agadar, formula trapezelor pentru integrala (2.1) este:

e2) [[ 1wty = C=UE g0+ fa )+ 0.0+ 10,0+ R
b
In mod aseménitor, formula Simpson va fi:
[[1wwasty = E=UE g0+ 0.y + 70,0+ s0.a)
)
(2.3) af <a,cgd>+4f (b,cgd>+4f (“;%)
+4f (“;b,d> +16f (a;b, c;d)] + R(f).

Pentru o mai buna aproximare a integralei se folosesc formulele repetate. Pentru
formula trapezelor se imparte intervalul [a, b] in n subintervale egale, iar [c,d] in m



intervale egale. Atunci:

[[ s ydody
D

d

/ f(z,y)dy | do

I
\Q‘

_ ] zi:/f(wy)dy dr

Q
—
\'MS

&
&

[f(xayj—l)+f(z)yj)} dx

a \J=1
N “d—c
= Z/ Z om [f(z,yj—1) + f(z,y;)] | d=
=g, U=t
d—c n o m € — 25
= om ZZTl[f(mi—layj—l)+f(xi—1ayj)
i=1j=1

+f (@i, yj-1) + (i, y5)]
= WZZU(%FM Yj—1) + f(zi-1,y5)

4dmn o
i=1j=1

+f (@i yj-1) + f(zi,y5)]

Pentru formula lui Simpson repetatd, se imparte [a,b] in 2n intervale egale, iar
[c,d] in 2m intervale egale.

b—a d—c

h = 2n k= 2m ’
//f(x Virdy ~ ESOS(50 4 490 + 165)
J Y y = 9i:1j:1 0 1 2);

unde

So = f(@2i—2,Y2j—2) + f(x2i,y25—2) + f(z2i-2,y25) + f(z2-2,y25)
St = f(w2i-1,y2j—2) + [(T2i-2,y2j-1) + [(@2i-1,y25) + f(225,Y25-1)
So = f(@2i-1,Y2j-1)

Daca domeniul de integrare D nu este un dreptunghi, atunci se construiegte
un dreptunghi D* cu laturile paralele cu axele de coordonate si care include D.
consideram functia auxiliara

. _ [ f(z,y), dacd (z,y) € D
[ (zy) = { 0, daca (z,y) ¢ D

/ / f(, y)dady = / / £ (&, y)dady,
D D*

ultima integrald fiind pe dreptunghi.

Atunci



Algoritmul MATLAB pentru calculul aproximativ al integralelor du-
ble

1. Metoda trapezelor:

Exemplul 3. Sa se calculeze valoarea aproximativa a integralei
// sinm(z + y)dzdy,
[0.3]x[0.4]

folosind metoda trapezelor repetata.

k=(d-c)/m;
I=sin(pi*(a+c))+sin(pi*(a+d))+sin(pi*(b+c))+sin(pi*(b+d));
for i=1:n-1;
r=a+i*h;
I=I+2%sin(pi*(z+c))+2%sin(pi*(x+d));
end
for j=1:m-1;
y=c+j*k;
I=I+2%sin(pi*(a+y))+2*sin(pi*(b+y));
end
for i=1:n-1
r=a+i*h;
for j=1:m-1
y=c+j*k;
I=I+4*sin(pi*(z+y))
end

end
I=h*k/4*1

2. Metoda Simpson:

Exemplul 4. Sa se calculeze valoarea aproximativa a integralei

folosind metoda lui Simpson.



a=1;b=2;c=-pi/2;d=pi/?;
n:4;m:4!’
h=(b-a)/(2%n)
k=(d-c)/(2*m)
z=zeros(2*n+1,1);
y=zeros(2*m+1,1);
for i=1:2*n+1
z(i)=a+(i-1)*h;
end
for j=1:2*m~+1
y(i)=c+(-1)"%;
end
T
)
s=0;
fori=1m
for j=1:m

s=s+cos(x(2%i-1)+y(2%-1))/(x(2%i-1) )+cos(x(2%i+1)+y(2%-1)) /(x(2%i+1))
+cos(x(2%i-1)+y(2%+1))/(x(2%i-1))+cos(x(2%i+1)+y(2%+1)) /(x(2%i+1));
s=s+4%cos(x(2%i)+y(2%5-1))/(x(2%i) ) +4 *cos(x(2%i-1)+y(2%)) /(x(2%i-1))
+4*cos(x(2%1)+y(2%+1))/(x(2%))+4 *cos(x(2%i+1)+y(2%))) /(x(2%i+1));
s=s+16%cos(x(2%)+y(2%)))/(x(2%1));

end

end

S
I=h*k/9*%s



