LABORATOR 12 - REZOLVAREA NUMERICA A PROBLEMEI
CAUCHY PENTRU ECUATII DIFERENTIALE

Fie D C [a,b] x J CR?%, f: D — R si (29, y0) € D. Problema Cauchy

r_
(PC) { y(xo) = Yo
constd in determinarea unei solutii, adicd a unei functii derivabile y : I C [a,b] — R
care si verifice (PC') pe I. Are loc urmatoarea teorem4.

Teorema 1. In conditiile:
(i) f continua pe [a,b] in raport cu x;
(i) f Lipschitz pe D in raport cu y;
(ZZZ) (.’lﬁo,yo) € int D;
exista o > 0 astfel incat pe I := [xg — «, o + a existd o unica solutie pentru (PC).

Solutia se determing prin metoda aproximatiilor succesive (Picard) si are forma:

Z/o(lL“) = Yo,

x

yn(x) = yo—l—/f(t,yn,l(t))dt, zel, n=12,..

Zo

Atunci y, % y, iar y este solutia unicd pentru (PC).
Mai mult,
M-L*-Cv
_ < - =
9(e) ~ ya(e)] < e,

unde
M = Sulfl) |f(z,90)|, C =max{|a— zol,[b— w0},
€

iar L este constanta Lipschitz.

Dezavantajul acestei metode constd in faptul ca presupune calculul unor inte-
grale. Din acest motiv, aceastd metoda este mai putin folosita in practica, avand o
importanta deosebitd mai ales din punct de vedere teoretic.

Din considerente practice, se presupune cd xy = a, deoarece dacd gasim un
algoritm care rezolva

/!
(PC,){ v =f@.y)
y(a) = yo
atunci cu acest algoritm putem rezolva si (PC), ficand schimbarea de variabild
X =x9—x.

Metodele numerice pentru rezolvare (PC’) constau in alegerea unor noduri (de
obicei, echidistante) z; = a + k- h, k € N gi determinarea unor valori aproximative
ale solutiei exacte in aceste noduri, pe care le notdm yy; asadar, yi ~ y(xg).

Se cunosc doud clase importante de metode numerice pentru rezolvarea problemei
Cauchy:



I. Metode directe (uni-pas):

Y = R(ykq)-

- metoda Taylor, metodele Runge-Kutta.

II. Metode indirecte (cu mai multi pagi):

Yk = R(ykfma "'7yk727yk71)~

- metodele Adams-Bashforth, Adams-Moulton, metoda predictor-corector.

1. METODE DIRECTE

1.1. Metoda Taylor. Fie nodurile echidistante z,, = xo+n-h,zo = a si y = y(z)
solutia exactd pentru (PC). Deci

{ y'(z) = f(z,y(2))
y(7o0) = Yo

Presupunem ca f este diferentiabild de un numaér suficient de ori. Aplicdm formula
lui Taylor pentru x1 = zo + h :

h B2 hP
y(@1) = y(zo +h) = y(wo) + /' (w0) + 57y (w0) + .. + ﬁy(”) (0) + Rpt1,
unde
WP )
Ry = T 1)!y PTH(E), cu € € (2o, 21).

Folosim ¢/(z) = f(z,y(z)) si avem:
of

V@ = ) + G e v @)
= o)+ @@ S ta))
V@) = G+ g (e i)
+ (g o) + L) v @) - floa)
3 @) (e + 5@ v @)
2 2 2
— G @) 12 5 (wyla) Fley@) + 5 k(e le) Fe(a)
2
S @) St + (G v)) - faate.



Atunci:
Z//(Io) = f(w0,y(x0)) = f(x0,%0),

V(@0) = 5L (0su0) + 5 0, 0) - oo
2 2 2
y" (x0) = %(mmyo) +2- 69053/ (w0, 0) - f(x0,%0) + aingt(fco’yo) - f2 (20, 90)

2
+%(xo,yo) . %(mo,yo) + (gi(xmyo)> - f(20,10).

Pentru p = 3 obtinem:
h h? h3
y(r1) = yo + Fy/(ifo) + gy”(zo) + gym(fﬁo) + Ry.
Aproximém solutia exactd in z1, adicd y(z1), cu
h h? h3
y1=yo + 37 (o) + 5y (20) + 57y (20),

eroarea fiind datd de

1
[y(21) =91 = |Ral < 35 - My b, unde My = sup [y"V ()]

z€(a,z1]

In continuare, considerand solutia problemei (PC) ce satisface y(x1) = y1, deci
pornind cu punctul (z1,y;), se determing g, care aproximeazi pe y(z2) etc.. In
general, y(x,,) se aproximeaza cu y,, dat de:

2 3
Yn = Yn—1 + %y’(wn-l) + %y”(wn—l) + %y”’(wn-l)-
Evident, erorile se acumuleaza.

Exemplul 1. Fie problema Cauchy

Sa se gaseasca solutia aproximativa tn x = 2 cu pasul h = 0.1.
In acest caz

f(x,y(x)) = 1_@a

x
y(z)
! = 1
y'(z) pa
y(x) —z -y (x
Jw) - W)
—22 -y (2) = 2y(x) + 2z -/ (z
) - (£)=24(e) 42 /()
Pentru a gasi solutia, scriem algoritmul MATLAB:
cle
r=1;
y=3/2;



for x=1:h:2-h
T
yl=1-y/z
y2=(y-x*yl)/x"2;
y3=(-x"2%y2-2%y+2%x*y1)/x"3
y=y+h*yl+h"2/2*y2+h"8/6*y3

end
1
Vom gasi y(2) = 1.5260. Compardnd cu solutia exactd a problemei, y = g + —,
x
care ne di y(2) = 1.5, avem eroarea de 0.0260. Micsorand mai sus pasul la h =

0.001, obtinem y(2) = 1.5003.

Dezavantajul metodei Taylor constéd in faptul c& presupune calculul derivatelor
vy ..., y®) . la fiecare pas, ceea ce este dificil de realizat. Aceastil dificients
este inlaturatd de metodele care urmeaza.

Pentru p = 1 se obtine metoda lui Euler. In acest caz valorile aproximative
Yn ale lui y(z,,) sunt date de:

Yn = Yn—1 + h- f(x’nflvynfl)v n e Na

unde yo = y(o).

Metoda lui Euler are urméatoarea semnifictie geometrica: dacd s-a determinat
Yn—1, pentru a se determina y,, se considerd solutia ecuatiei (PC) care trece prin
(n—1,Yn—1) (deci satisface y(z,—1) = yn—1); se duce tangenta la graficul acestei
solutii, in (z,—1,Yyn—1); se intersecteazd tangenta cu dreapta z = x,, obtinandu-
se Yn. Din motivele de mai sus, metoda lui Euler se mai numeste metoda liniilor
poligonale. Dupa cum se observa de mai sus, erorile se acumuleaza.

1.2. Metodele Runge-Kutta. Aceste metode se deosebesc de metoda Taylor prin
faptul ca inlocuiesc calculul derivatelor functiei f prin evaldri ale lui f in diverse
puncte.

Vom analiza in detaliu metoda Runge-Kutta de ordinul doi. Valorile aproxima-
tive y, ale lui y(z,) sunt date de:

Yn = Yn—1+a1hf(@n_1,yn—1)+ashf(xn_1+b1h, yn_1+b2hf(Tn_1,Yn-1)), n > 1,

iar yo = y(o).
Constantele aq, as, by, by urmeaza a fi determinate. Notam:

7] 7]
= Tt fo = G @t fy = (1)

Folosind formula lui Taylor pentru functii de doud variabile, avem:
f(-rn—l +b1h, Yn—1 + b2hf(xn—1a yn—l)) = f(mn—ly yn—l)
1
+ Fdf(xnflu ynfl)(blhw thf(xnflu ynfl)) + O(h2)
=f+b1~h~fm+b2-h-f~fy+0(h2).
Deci:

Yn = Yn-1+aihf+ash(f+bi-h-fo+by-h-f-f,+O(h?)
= yn1+ (a1 +az)- f-h+ (aghy- fo+asbs- f-f,)+OR3).



Pe de alta parte, din formula lui Taylor, avem:

h,  h? s
yn:yn71+ﬂf+§(fr+fy'f)+0(h )-

Identificand coeficientii lui k si h% de mai sus, avem:

a1 +ax=1
ag-blzé
ag-b2:§

Deoarece sistemul are 3 ecuatii si 4 necunoscute, alegem b = «; atunci by = «, deci

a1 +ax=1
1

CLQ'O&ZE 5

b2:04

de unde avem formulele:

Yn = Yn—1 + h(a191 + azg2)

g1 = f(xnfh ynfl)

g2 = f(zp_1 + ah,yn_1 + ahgr)
a1 +ay =1

ags -0 = —
2

Pentru a; = a3 = =, @ = 1, se obtine metoda Euler imbunatatita:

|~

h
Yn = Yn—1 + 5 [f(xn—layn—l) + f(zn—l + ha Yn—1 + hf(zn—lyyn—l))] , N 2 1.

1
Pentru a; =0,a2 =1, a = ok se obtine metoda Euler modificata:

h h
Yn = Yn—-1 + h- f (mn—l + §ayn—1 + 2f($n—1;yn—1)> , n > 1.

In continuare prezentdm metoda Runge-Kutta de ordinul 4 in forma particulars
sub care este mai des utilizata:

h
Yn = Yn—1+ = (g1 + 292 + 295 + g4), n > 1,

6
unde

g = f@n-1,Yn-1)
h h

g = f (xn1 + §,yn71 + 291)
h h

g3 = f <93n—1 =+ 50 Yn—1 + 292)

91 = f(@n-1+h,yn—1+ hgs)

si yo = y(xo)-
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Exemplul 2. Folosind succesiv metodele Fuler imbunatatita si Euler modificata,
s se determine solutia aprorimativa a ecuatiei diferentiale:

, 4z
Y :y*?

y(0) =1
inx =1 cu pasul h = 0.2.

Algoritmit MATLAB care rezolva problema sunt urmatorii:

FEuler imbunatatita Euler modificata

cle cle

r=0; x=0;

y=1; y=1;

h=0.2; h=0.2;

for x=0:h:1-h for x=0:h:1-h
x x
f=y-4%x/y "2 f=y-4%x/y"2
zl=x+h; zl=x+h/2;
yl=y+h*f; yl=y+h/2*f;
fl=y1-4*x1/y1"2; fl=y1-4*x1/y1"2;
y=y+h/2*(f+f1) y=y+h*f1

end end

Solutia obtinutd este y(1) = 0.5850.

Exemplul 3. Sa se determine solutia aproximativa a ecuatiei diferentiale folosind
metoda Runge-Kutta de ordinul 4:

{ y' = 0.25y% + 22
y(0) = -1
inx=11%n 4 past.

Algoritmul MATLAB care rezolva problema este:

cle

x=0;

y:'l;

h=0.25;

for x=0:h:1-h
T
g1=0.25%y " 2+x"2
92=0.25%(y+h/2%q1) "2+ (x+h/2) "2
93=0.25%(y+h/2%g2) 2+ (x+h/2) "2
94=0.25%(y+h*g83) "2+ (x+h) "2
y=y+h/6*(g1+2%92+2%93+g4)

end

Solutia obtinuta este y(1) = —0.4954.



2. METODE INDIRECTE (CU MAI MULTI PASI)

2.1. Metoda Adams-Bashforth. Presupunem ca printr-o metoda directa s-au
determinat valorile yi, ..., ¥, in nodurile x1, ..., T, unde yx =~ y(x), k = 1, n.

Se pune problema determindrii unei valori aproximative y,11 pentru y(z,41).
Integrand ecuatia y' = f(z,y) pe intervalul [z, z,+1] obtinem:

Tn+1

(2.1) Y(nsn) — y(an) = / f(y())de.

Tn

Pentru a calcula integrala folosim o metodd numerica, de exemplu o metoda
Newton-Coétes pentru nodurile echidistante T, i, Tp—mals -y Tiy ooy Tny, M < N,
i =xn+ (i —n)h,i=n—m,n.

Daci « € |2y, Tnt1], atunci existd ¢ € [0, 1] astfel incat

(2.2) T = xy + th.
Fie P,, polinomul Lagrange corespunzator tabelului:

x ‘ Tn—m - Ly ... XTp

A A

unde
fi = f(xtayl)az =n—-m,n.
Vom aproxima valoarea exactd y(z,+1) prin

Tn++1

(2.3) Yn+1l = Yn + / Pm($)d$.

Tn

n
Dup4i cum se stie, P, = Y. L;i(x)f(zi,yi), unde
i=n—m
- T —x - (t—j7+n)h
L; = [ N J T
i(@) . H T — Ty H - (i—g)h
j=n—m,j#i j=n—m,j#i
(t+m) - (t+n—i+D)(E+n—i—1)-..-t

(i—ntm)--1-(—1)- . [~(n—1)
(" [I+#)
k=0

(i—n+m)(n—)(t+n—1)
Ficand schimbarea de variabild (2.2) in (2.3), obtinem:

m

1 (0 ]+ k)
Ynt1 = Yn + / h=0 - hf; | dt.
0

, (t—n+m)n—)(t+n—1i)

1=n—-m



Daca notam cu

1 Ht+k

(2.4) A; = (-1 h / dtz—nfmn
(i—n + m)(n—:i)!) (t+n—
0
obtinem
(2.5) Unir =Yn+ Y Aifi,

i=n—m

cunoscuta sub numele de formula Adams-Bashforth.

In continuare vom explicita formula (2.5) pentru valori particulare ale lui m.
Astfel, pentru m = 1, deci cand se folosesc nodurile z,, si x,-1, formula (2.5)
devine:

Yn+1 = Yn + Anflfnfl + Anfn7

unde conform (2.4):

)Yh
0'1'

t(t+1)
t+n—(n—-1)

tt+1 t2 .3
(2+t> |0 —§h.

In consecintd, pentru m = 1, formula Adams-Bashforth se scrie:

Ay =

dt =—h 511— =
- 2 107

)°h
1'0'

An =

e
W[

(26) Yn+1 :yn+g(3fn _fn71)~

Similar, pentru m = 2 se obtine:

h
(27) Yn+1 = Yn + E(Qan - ]-an—l + 5fn—2)7

iar pentru m = 3

h
(28) Yn+1 = Yn + ﬂ(55f’n - 59fn—1 + 37f7z—2 - 9fn—3)-

In ceea ce priveste estimarea erorii, scdzand (2.3) din (2.1) obtinem:
Tn+1
Ynsr) = s =9(@n) =+ [ [f@9(e)) = Pu(o)da,

deci
Tn41

[Y(@nt1) = Yl < ly(@n) —ynl + / |f (@, y(2)) = P ()| da.

Asadar, eroarea din metoda Adams-Bashforth este mai micd decat suma dintre
eroarea din metoda directd folositd in calculul lui y, si eroarea de la integrarea



numericd. In cazul m = 1, folosind schimbarea de variabild (2.2), obtinem:

Tn41 Tp41
M.
[ @) - Pa@lae < B2 [ - a) - anie
| . |
_ M2 3 _ 233
- 5 /h -+ 1)dt = Sh* Mo,
0

unde

M = sup |f"(z,y(z)).
z€[a,b]

Deci, eroarea de integrare in acest caz este de ordinul h>.

Metoda Adams-Bashforth este cunoscutd ca metoda explicitd, deoarece relatia
(2.5) nu contine f(Zpt1,Ynt1)-
2.2. Metoda Adams-Moulton. Presupunem ca printr-o metoda directa s-au de-

terminat valorile v, ..., ¥, in nodurile xy = x¢ + kh,k = 1,n i presupunem ca
ZTp41 < b. Fie P, polinomul de interpolare Lagrange corespunzator tabelului:

w‘xn,m oo Ty Tptl
f ‘ fn—m fn fn+1

Formula corespunzatoare lui (2.3) este:

Tn41
(2.9) Ynt+1 = Yn + / P (z)de.
Procedand ca mai sus, obtinem:
n+1

unde
m

NI

(2.11) B; = () h /kz*l dt,i=n—m,n+1
(it—n+m)n+1-i)) (t+n—1) " ’ ’

0
cunoscutd sub numele de formula Adams-Moulton.
Vom particulariza aceastd formuld. Pentru m = 0 obtinem

h
(212) Yn4+1 = Yn + §(f7z+1 + f’n)a

pentru m =1

h
(213) Yn+1 :yn+ﬁ(5fn+1+8fn _fnfl)v
pentru m = 3
h
(214) Yn+1 = Yn + ﬂ(gfn-‘rl + 19fn - 5fn—1 + fn—2)-

Deoarece fn41 = f(@n+1,Ynt1), Necunoscuta y,11 apare si in membrul drept,
deci in general nu se poate explicita. Metoda Adams-Moulton este deci o metoda
implicita.
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De obicei, (2.9) trebuie rezolvat ca o ecuatie algebricd printr-o metod4 iterativa.

(0

Se alege y,, +)1, apoi se calculeaza

1 0 2 1
vty = Fu) vl = Flyyy) ete.,
unde F' apare din scrierea convenabild a lui (2.9) sub forma y,+1 = F'(Yn+1)-

Eroarea din metoda Adams-Moulton se poate estima ca si in cazul metodei
Adamd-Bashforth.

2.3. Metoda predictor-corector (Adams-Bashforth-Moulton). Presupunem
cd printr-o metoda directa s-au determinat valorile 1, ..., y, in nodurile x4, ..., .

Fie my,mo <nsizpy1 =x, +h < b

In prima etaps (etapa predictor) se determind valoarea aproximativd y,y1 cu
metoda Adams-Bashforth, pentru m = m;.

Valoarea astfel determinata se noteaza yT(LOJZl si este folositd in continuare in
etapa a doua (etapa corector) pentru determinarea valorii y, 1 cu metoda Adams-
Moulton, cu m = ms.

Cele mai utilizate metode predictor-corector sunt:

1) y1(10+)1 =Yn + ;L](Z3fn — fn_1) (m1 i 0 |
yfﬁjll) = Yn+ §[f($n+1’y7(£21) + fnl (m2 = 0)
%) Yni1 = Un+ gil(Qan —16fn_1 +5fn2) (s = 2) |
ygﬁf) =yn+ 5[5f(%+1>yff“+)1) + 8 — fr1] (mg =1)
0 _ h
g) | e U + 57 (550 = 59fn—1+37fu—2 = 9fn-3) T

k h k
y;-‘rﬁl) = Yn + ﬂ[gf(xn-‘rl) yq(Hzl) + lgfn - 5fn—1 + fn—Q]



