LABORATOR 2 - SISTEME DE ECUATII LINIARE. METODA
LUI GAUSS

Reamintim ca un sistem de n ecuatii algebrice liniare cu n necunoscute este de
forma:

a11T1 + a12T9 + ... + 1Ty = b1
a91°1 + A22%9 + ...+ AonLy = bg

Ap121 + a2 + ... + Qpn Ty = by,

Daca notam cu A matricea coeficientilor, cu x vectorul coloana al necunoscutelor
gi cu b coloana al termenilor liberi, sistemul (1) se scrie sub form& matriceals:

Az =0,
unde:
a1 ai12 A1n I b1
a21 as2 agn i) b2
(2) A= T = b=
Gn1 QAp2 ... Gpp Tn b,

Metodele numerice de rezolvare a sistemelor algebrice de ecuatii liniare sunt de
doud tipuri: metode directe si metode indirecte (sau iterative).

Metodele directe constau in transformarea sistemului (1) intr-un sistem triun-
ghiular echivalent, care se rezolva usor. Cele mai cunoscute metode directe sunt:
metoda Gauss, metoda Cholesky (utilizatd pentru sistemele in care matricea A este
simetricd gi pozitiv definitd) si metoda Householder.

Metodele directe permit determinarea solutiilor sistemului in cazul ideal, caAnd
nu avem erori de rotunjire. Numarul operatiilor efectuate este de ordinul n3. Pentru
sisteme cu un numaér de ecuatii mai mare de 100, metodele directe devin inutilizabile
datoritd acumularii erorilor de rotunjire care altereaza solutia.

Metodele indirecte (sau iterative) constau in constructia unui gir (z*)) de vec-
tori n-dimensionali, care converge la solutia exacta a sistemului. Se alege ca solutie
aproximativd a sistemului un termen z(*) al girului, al c&rui ordin depinde de pre-
cizia impusa.

O iteratie presupune efectuarea unui numar de operatii aritmetice de ordinul n?.
Metodele iterative sunt utilizate la reolvarea sistemelor mari de ecuatii. Cele mai
cunoscute metode iterative sunt: Jacobi, Gauss-Siedel, metodele de relaxare.
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1. METODA GAUSS. FACTORIZAREA LU

Fie
_ 0 - F 0]
m = 0 ie, = L
o mr+1,r e = 0
mn,’r' . L 0 _

(elementul 1 din e, se afli pe linia r).
O matrice de forma M = I,, —m,. - e, unde e’ = [0, ...,0,1,0, ...,0], se numeste
matrice Frobenius. O astfel de matrice are urmé&toarea structura:

1 0 0 .. 0
0 1 0 0
M, = 0 —Myg1,r 1 0
| 0 —Mp,r 0 1|
De exemplu, dacd n =4 gi r = 2, avem:
100 0] [ 0
01 00 0
My, = 00 1 0| | ms ~[O 1 0 O]
100 0 1] | M2
(1 0 0 0] [0 0 0 0
_ 61 o0 |0 0 00
- 00 1 0 0 mso 1 0
L 0 0 0 1 i L 0 mao 0 1
[ 1 0 0 0]
_ 0 1 0 0
- 0 —Mms2 1 0
L 0 —TmMy2 0 1 i

Matricile Frobenius sunt inversabile, dupa cum se va vedea in continuare:

(In—mT.-e,,T.)~(I,L—|—m,.~eTT.):In+mr-e?—mr-e?—mr-(e,,T.~mr)~67T..

Deoarece el - m, = 0, rezultd: M, - (I,, + m, - eL) = I,.Analog se aratd ca
(I, + my-el) - M, = I, deci M, este inversabild si Mt = (I,, + m, - el).

Aratdm in continuare ci pentru orice matrice pétraticd A de ordinul n care
satisface

a1 ... QA1p
det : : # 0 pentru orice r = 1,...,n — 1,
(781 Ay

existd o matrice inferior triunghiulard M € M, (R) astfel incat U = M - A este
superior triunghiulara.



Deoarece aj; # 0, putem considera matricea Frobenius

1
a21

ai1

My

an1

a11

0
1

0

0

0
0

Daca notdm A; = A si Ay = M, - Ay, atunci avem

2
a’gl)

0
Ay =

0

A 1 .
unde, notand cu al(-j) = a5, pentru 4,5 = 1,...,n, avem: a

2
“
5P

ay

CMCY
1,...,n,si al(?) = ag;) - 11J , pentrui,j =2, ...,n.
ol
11
Observdm ca
(2) 21012 ail
a. = Qa _—— =
22 M ail apl | @21
Daca notam
1 0 o0 0
0 1 0 0
(2)
0 —% 1 0
My = (5P
@)
0 -2 1
L Q29
atunci
3 3 3
i o
0 ayy a2§
Ag = Mg . A2 = 0 0 a,(33)
0o 0 a¥
unde ag) = az(?), pentru ¢ = 1,2,5 = 1,...,n, si a
1,7 =3,...,n.
Un calcul simpu ne arata ca
2) (2 a
@ _ o agay 1 -
@33 = 33 @ - @™
Qg2 a11 @22 | as

(2)
()

Aoy,

ati)

a12
ail

(3) _

j

(2)

#0.

ai3
a23
ass

(1)

1 = %1y

(2)

Qjo" g
(2)

pentru j =

()
, pentru

QA29

£0.



In general, a&';) # 0 gi se poate ardta considera matricea Frobenius:

r 1 0 0 07
0 1 0 0
(r)
Q
M,=|0 - f) 0
Ay
)
0 —a’;f 0 1
L alm) |

Dacd notdm cu A, 1 = M,. - A,., atunci

B r+1 r+1 r+1 r+1) 7
ATD G ey A+
0 agr;rl) aé’?l) ag:rl)
AT»+1 = O O a£;+1) af’g’77‘1'+1) 9
r+1 r+1
0 | B P
r+1 r+1
| 0 0 0 aEz,r+)1 alh™ ]
. a{"a™)
unde a,g.H) = ag;), pentrui=1,...7,j =1,...,n,si al(.;ﬂ) = az(.;) - %, pentru
Qyr
L,j=r+1,..,n.
In final se obtine matricea superior triunghiulara
D
0 agg) aé")
U=A,=My_1+..-My-M;-A= "
0 0 .. af

Notdm cu M = M,,_1 - M, _5 - ...- My - M; si astfel obtinem cad U = M - A.

5 2 1 1 0 0
Exemplul 1. A, =] 5 -6 2 |, M, = *41 10 ’
—4 2 1 Z 0 1
L5
5 2 1 1 0 0
Ay = 0 -8 1 , M, = 0 1 0 7
0 § g 0 g 1
5 5 20
5 2 1 1 0 0
U= A; = 0 -8 1 7 M =M, - My = -1 1 0
0 0 g l g 1
4 20 20



Consideram sistemul:

5x1 + 229 + 13 = 12
51 — b6x0 + 2203 = —1
—4xy 4+ 2x0 + 23 =3

a carui solutie este 1 = 1,29 = 2,23 = 3. Sub form& matriceald sistemul se scrie:
Az = b. Acest sistem este echivalent cu urméatorul sistem: (MyM;A)x = (MaMy)b.
Efectuand calculele se obtine:

5x1 + 229 + x3 = 12
—8xy +x3=—13
9

27
T = 2L
47y
Numarul operatiilor pentru determinarea matricei U si a vectorului Mb
()
Pentru o linie fixata i se calculeazd ——"~ apoi inmultirile cu a(f), r+1<j<n,
a(r) L)

rr
si se adund a(;), r+1<j<mn. Lafelsicu bz(.H_l). Sunt 2(n — r) + 3 operatii pentru

g

fiecare linie 4, r+1 < 4 < n, iar pebtru fiecare etapd vor fi (n—r)[2(n—r)+3] operatii.

R - 2 1 7
In total vor fi Z [2(n —r)?+3(n —r)] = =n3 + —n? — —n operatii elementare.

3 2 6
r=1
Daci adiugim si cele n? operatii pentru rezolvarea sistemului triunghiular, rezults
c& numairul de operatii pentru rezolvarea sistemului Az = b este §n3 + §n2 — g

In continuare notdm cu L, = M,~!. Dupa cum s-a viizut mai inainte, L, este de
forma I,, +m, - el adica:

r 1 0 0 07
0 10 0
(r)
a
L.=|0 O 0
Ay
(r)
0 % 0 1
I a” 1

Dacanotdm cu L = Ly-Ly-...-L,,_1, atunci L este o matrice inferior triunghiulara
de felul urmator:

1 0 0 0
lop 1 0 0

L= .
lnl ln2 ln3 1

Deoarece A = M " - Myt ...- M}, - U, rezults ca:

(3) A=L-U.



Asgadar, orice matrice patratica ce indeplineste conditia det #+

Qr1 Qry
0 pentru orice r = 1,...,n — 1, admite o descompunere unici sub forma (3), unde
L este inferior triunghiulard avand elementele de pe diagonala principald egale cu
1 si U este superior triunghiulara.

Descompunerea (3) este cunoscutd sub numele de factorizarea LU. Algoritmul
pentru factorizarea LU este programat in MATLAB si poate fi apelat cu secventa
[L,U] = lu(A) (se afigeazd cele doud matrici).

In exemplul precedent avem:

1 00 (10 0
Lo— | L, 1O, m=|o Loof
- 01 1
5 ° LY 7o
10 0 52 1 5 o 1
A=rLu=| 1 10 O dl=]5 —62
= = 1 - -4 2 1
520 L0 0 g

(r)

Observatia 1. Daca pivotul este "foarte mic”, adica |ayy

<< 1, atunci tmparti-

rile la acest pivot produc erori de rotunjire foarte mari, care altereaza solutia. In
acest caz se recomandd schimbarea pivotului. Se poate alege un nou pivot

T = al(.:) zmax{‘ay,’.) |r§j§n}
sau
T = ag.:,) :max{‘ag;))|r§k§n,1§l§n}.

Aceasta presupune schimbarea intre ele a doud linii si eventual a dou& coloane.
Dam in continuare algoritmul MATLAB pentru rezolvarea prin metoda lui Gauss
a sistemelor de ecuatii liniare, fard schimbarea pivotului.

Algoritmul Gauss

% Introducere matrice A a coeficientilor
% Introducere vector b al termenilor liberi
% Introducere n, dimensiunea matricii A

A v=A;
b v=b;
for r=1:n-1
forintf("Etapa %q’,r);
for i=r+1:mn
for j=1:n
A(ij)=A_v(i)-(A_v(i,r)*A_v(r,j))/A_v(r,r);
end
b(i)=b_v(i)-A_v(i,r)*d_v(r)/A_v(rr);
end
A v=A;
b_v=b;

end



%rezolvarea sistemului triunghiular
x=zeros(n,1);

(n)=b(n)/A(n,n);

for i=n-1:-1:1
s=0;
for j=i+1:n
s=s+4 (i) *2(j);
end

; 2(i)=(b(i)-s)/A(ii);

disp(’Solutia sistemului prin metoda lui Gauss’);

X



