LABORATOR 3 - SISTEME DE ECUATII LINIARE. METODA
CHOLESKY. METODA HOUSEHOLDER

1. MATRICI SIMETRICE POZITIV DEFINITE

Reamintim faptul cd o matrice simetrica se numeste pozitiv definitd daca forma
patratica asociatd este pozitiv definitd, mai exact daca

o(x) =T Az > 0,

T 0

To 0
pentru orice x = . #*

T 0

Dupéa cum se cunoagte de la cursul de algebra liniard, matricea simetricd A este
pozitiv definitd daca gi numai dacid A, > 0, pemtru orice r = 1,...,n, unde

ailr ... Qi

Ar1 oo Qpp

De fapt, teorema lui Jacobi aratii acest lucru. In practici aceste conditii sunt
mai greu de verificat, pentru matrici de dimensiuni mari. De aceea, vom prezenta
in continuare cateva conditii necesare, respectiv suficiente, pentru ca o matrice
simetrica s& fie pozitiv definita.

Propozitia 1. Daca A este o matrice simetrica pozitiv definita, atunci:

ai; > 0,¥Vi=1,...n,
2
QiG55 > Qij

Vi, j=1,...,n.
Demonstratie. Tinand seama cé a;; = aj;,avem cd

n

@(x) - Z‘TAJ,‘ = Zzn:aijxixj —

i=1j=1

2
a112] + 2a12z122 + ... + 201,712, +

2
+ a2925 + ... + 209,22y +

2
+ apnx,,.



In particular, pentru z = e¢; = | 1 | avem ¢(e;) = as. Cum ¢ este pozitiv

definita si e; # 6, avem ca a;; > 0.
Pentru un numar real \ avem

p(Xe; +e5) = Mag; + 2a;;A 4+ aj; > 0.
Pentru ca inegalitatea de mai sus si fie adevarata pentru orice A € R, trebuie ca
A = 4(aj; — azaz;) <0,
adica aza5; > afj. O

Observatia 1. Conditiile care apar in Propozitia 1 sunt doar necesare, nu §i
suficiente, dupd cum aratd urmatorul exemplu.

Exemplul 1. Fie A = g 3 _22 . Se observa ca A satisface cele doud
conditii din Propozi{ia 1, d_ai ni est:i pozitiv definitd, deoarece daca alegem vec-
torul x = —11 , avem
1
px) = 3(z]+ a5 +a3) + (w122 — 2123 + To73)

9-12=-3<0.

Vom spune cd matricea A este tare diagonal dominatd daca elementele sale sa-
tisfac urméatoarea relatie:

n
|a““ > E |aij| ,i=1,...,n.
i=1
J#i
Are loc urmatorul rezultat:

Teorema 2. Fie A o matrice simetricd cu urmatoarele proprietafi:
(i) A este tare diagonal dominata;
(ii) a;; > 0,Vi=1,...,n.
Atunci A este pozitiv definita.

Demonstratie. Din conditia (i) rezultd cd daci = # 0, atunci:

n n n n n n n
p@) = > awwl + > Y agmr; > > Y laglaf =Y > lag| |z ||
=1

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
J#i J#i J#i
n n
= D> laighlzl (] — |-

i=1j=1
J#i



Cum a;; = aj;, avem si inegaliatea:

o(x) > Y > i ] (|25] = |2i])-

i=1j=1
J#i

Adunénd cele doud inegalitéti obtinem ca:

20(0) > Y lag| (2] —|2;1)* > 0,

i=1j=1
J#i

adicd ¢ este pozitiv definita. O

2. METODA CHOLESKY

Fie A o matrice simetrica, pozitiv definita si

n n

o(z) = 2T Az = ZZaijxixj

i=1j=1

forma péatratica asociatd. Deoarece ai; > 0 avem:

n n

2 ZZ
QO(.%) = a11xry + 2@12.’1311’2 + ...+ 2a1nx1xn + aijxixj
i=2j=2
2
15
= Vaiizx, + E o T + E E ;5" Tily,
j=2 Vo i=2j=2
1 a1;a15 . .
unde agj) = a;j — i j=2,..,n.

b 5 ail
Daca notam cu

pr() =3 alwix;,
i=2j=2

atunci ¢, este la randul sdu o form& patraticd pozitiv definita.

%)
Intr-adevar, sd presupunem prin absurd cd exista z = : = 0 astfel incat
Zn
¢1(2) <0.
21
n s 29
. 17 — & .
Fie z; = — g —zjsiZ = . . In continuare avem:
— 11 :
j=2
Zn

2

a4
Lz | +ei(2) =0+ 9,(2) <0,
a1

NG

ceaa ce contrazice faptul cd ¢ este pozitiv definita.

p(z) = | Vanza + Z



Asadar, am ardtat cd ¢, este pozitiv definita. In particular, rezulty c& aéIQ) > 0.
Mai departe proceddm cu ¢; asa cum am procedat cu ¢ si obtinem:

unde
n n
2
po() = alVwa;
i=3;j=3

este pozitiv definitd. In final ¢ se reprezint# ca o sumé de pitrate. Mai precis, o(z)
admite urmatoarea scriere:

- (i—1) n gy ’
¢1(2) :Z ay @+ Z Ui_lxj
i=1 j=i+1 agz_)
unde:
(p—1) (p—1)
0 . -1 Ap; Ay
W0y sia® —al )y

App

Introducem notatiile:

i = alVi=1,.n (1)

a: -
Tij = XY ,’i<j
Tii
Tij = 0,2>7
-1 L.
ag) = a%’ )—rpirpj,pzl,...,n—l,z,j:p+ 1,...,n.

Cu aceste notatii avem:

2
n n

> (s

i=1 \ j=i

o()

= (ruz; +ripzs+ ...+ Tlnﬂjn)Z + (rooxa + ... + Tgnxn)Q + ...+ (rnnmn)Q.

Daca notdm cu R urmatoarea matrice superior triunghiulara:

11 T12 ... Tin
O T292 Ton

R - . . . )
0 0 ... 7Thn

atunci p(z) = (2T RT)(Rx) = 2T (RTR)x. Pe de alti parte, ¢(z) = 27 Az. Se
obtine astfel urmétoarea descompunere a matricii A
(2) A= RTR,

unde R este o matrice superior triunghiulara.
Descompunerea (2) poartd numele de descompunerea Cholesky a matricii A i
are loc pentru matrici simetrice pozitiv definite.



Numarul de operatii pentru determinarea matricii R

Pentru a calcula a i-a linie a matricii R sunt necesare (n —)(2i — 1) + 27 — 2
operatii elementare si o extragere de radadcina patratd. Pentru toate liniile sunt
necesare

- . . . n3 ’]’L2 5n
;1[(n—z)(2z—1)+2z—2]:§+?_E
operatii elementare.

Exemplul 2. Sa se determine descompunerea Cholesky a matricii

3 2 2
A=1|2 3 2
2 2 3
2 2 1 4 5 5
i = \/377“12:%,7“13:%,6152)=a22—7"%2=3—3=§,7"22= 3
(1)
2 a 2 4 5
aé? = (123—?"127"1325,7’23:%: T57a§,}3):a33—7"%3:3—§:§;
2 1 5 4 7 7
a:(sa) = a:(sg)—rggzg—ﬁ:gv?”:ss: 5
2 2
V3 B 7
5 2
B= 0 3 s
0 0 z

Se werifica imediat ci RTR = A.

Rezolvarea sistemului Az = b cu metoda Cholesky, in cazul in care matricea A
este simetricd si pozitiv definitd, revine la rezolvarea a doua sisteme triunghiulare,

sl anume:
RTy=10
{ Rx =y
Algoritmul Cholesky pentru rezolvarea sistemelor de ecualii liniare
% Introducere matrice A a coeficientilor
% Introducere vector b al termenilor liberi
% Introducere n, dimensiune sistem
R=zeros(size(A))
for p=1:n
R(p,p)=sqrt(A(p,p));
if p<n
for k=p+1:n
R(p.k)=A(p.k)/R(p.p);
end

for i=p+1mn
for j=p+1:n

] A(ij)=A(i5)+R(p,i) *R(p.j);



end
end
end
R
Y%verificare
R1=chol(A)
% Rezolvarea sistemului RTy = b
x=zeros(n,1);

y(1)=b(1)/R(1,1);

for i=2:n
s=0;
for j=1:i-1
s=s+R(3,i)*y(j);
end

; y(i)=(b(1)-s)/R(i,1);

% Rezolvarea sistemului Rz = b
z(n)=y(n)/R(n,n);
for i=n-1:-1:1
s=0;
for j=i+1:mn
s=s+R(i.j)*x(j);
end
w(i)=(y()-5)/R(i1);
end
disp(’Solutia sistemului prin metoda Cholesky’)
T
disp(’Verificare’)
Az

3. METODA HOUSEHOLDER. FACTORIZAREA QR

O matrice Householder este o matrice de forma H = I, — 2hh", unde AT =

(0,...,0, hiy ooy hy) si ||Blly = /B2 + ...+ h2 = 1. Se observi ci o matrice House-
holder este simetrica gi are urmatoarea structura:

1 0

0 1—2h2 —2h;hiy1 ... —2hih,

i —2hnh;  —2hphiyr ... 1—2h2 |
Mai mult, constatdm ci H este ortogonald. Intr-adevir,

H? = (I, — 2hh") (I, — 2hh™) = I,, — 2hhT — 20T + 4n(ATh)RT.

Cum hTh =1, rezultd H? = I,,, deci H~' = H = H”, adici H este ortogonali.



x1

Z2
Un calcul simplu ne aratd ca (hh!)z = (hT2)h, pentru orice z =

Tn

In continuare ne punem urmstoarea problems: dat fiind un vector coloand x # 0,
se poate determina o matrice Householder H, astfel incit Hx sa fie coliniar cu ey,
unde e = (1,0,...,0)?

Cu alte cuvinte, se poate determina un vector coloand h, cu [k, = 1 si un
numdr real o astfel incat Hx = © — 2hhTz = oe1?

Tinand seama de observatia de mai sus, aceasta revine la x — 2(hTz)h = oeq, de
unde rezultd x — oe; = 2(hTx)h. Asadar, h trebuie si fie coliniar cu x — oe;. Cum

|||y = 1, rezulta
3) ho _t—oe

llz — 061”2.

Pe de alta parte, H fiind ortogonala, avem

lzlly = [ Hzll, = [o] lexll, = lo]-
Alegem o = —sgn(x1) ||z||, si facem conventia sgn(z;) =1 dacd z; = 0.
In continuare avem
1 + sgn(@1) ||z, (lza] + [lll) - sgn(zq)
T2 T2
x—oe = ) =
Tn Tn
2 2
le —oeilly = 2zl; + 2l llzlly = 2zl (lz(ly + |21])-

Inlocuind in (3) obtinem

(1] +[l]l) - sgn(z1)
1 T2

b=
V 2zl ([zlly + [21])

(4)

Se obtine astfel umatorul algoritm pentru determinarea lui h si deci a matricii

H:
H I, — Buu” (5)
B o= (lzlly Qlly +la)) ™"
u = ((lea] + llzlly) - sgn(@1), 22, ... z0) "
sgn(z1) = 1 dacd z; =0.

Vom ariita in continuare cd pentru orice matrice A € M,,(R) nesingulars exista
o matrice ortogonald H astfel incat matricea R = H A este superior triunghiulara.
ail

az1
Pentru aceasta, consideram a; = . , prima coloand a matricii A. Din

an1
cele ardtate mai Inainte rezultd cd existd o matrice Householder H; astfel incat



Hia; = oe;. Matricea H; se determina astfel:

2

n
s = Za‘%j ’ (6)
j=1

Bo= (s (s+laua]))™",

u ((lana| + s)sgn(ain); ast, - an1)”,
sgn(ai1) = 1 dacd ayq =0,
H = 1,- ﬂuuT.
Dacd notdm cu A; = H1 A, atunci A; are urmétoarea forma:
—sgn(ai1)s aél% ail,l,;
0 ayy) .. a ;
A= . . :
0 aglll) al)
1
agz)
In continuare considerim vectorul a(21) = : si determinam o matrice
o@D
nn
ortogonald Hy € M,,_1(R) astfel incat
gaQI) = O-é\i7
unde &7 = (1,0,...,0) € R L,
1 0
Notam cu Hy = [ 0 I } € M,(R) si cu Ay = HyAy. Matricea As va arita
2
astfel:
2 2 2 2
al?) a% a% a%
0 ay a2§’ a2§L
Ay = 0 0 aég) a;(),n) , unde aﬁ-) = a%-),j =1,..,n.
0o 0 af .. o

In continuare se determini o matrice Householder 1,173 € M, —2(R) cu pro-

— ~ ~T
prietatea c& Hgaz(f) = oé1, unde &1 = (1,0,...,0) € M, _>(R). Vom nota cu
I 0
Hs = { 02 . ] € M, (R) sicu A5 = H3A,. Matricea Az va avea toate elementele
3

de sub diagonala principald, din primele trei coloane, egale cu zero.Procedeul con-
tinua ca mai inainte, iar in final obtinem o matrice superior triunghiulard A,,_; =
H, 1A, o=H, 1-....HyH{A. Dacinotdimcu H = H,,_1-...- HoHy sicu R = HA,
atunci H este ortogonald si R este superior triunghiulara. De asemenea, daca vom
nota Q = H~!' = H, obtinem ci A = QR, unde Q este ortogonald, iar R este
superior triunghiulara.

Algoritmul Householder pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

% Introducere A, matricea coeficientilor

% Introducere b, coloana termenilor liberi



C=[A b];
% Introducere n, dimensiune sistem
fori=1:n
r=0;
u=zeros(n,1);
for j=imn
r=r+C(j,i) " 2;
end
r
s=sqrt(r);
if (s==0)
disp(’A este singulara; sistem incompatibil’ )
else
a=1/(5*(norm(C(i,i))+3));
if (C(i,i)==0)
t=1;
else
t=sign(C(i.i);
end

u(1)=C(1,3)+t*s;
for j=i+1:n
u(j):C(j, i)7'
end
u
H=eye(n)-q*u*u’;
C=H*C
end
end
% Rezolvarea sistemului superior triunghiular
z=zeros(n,1);
z(n)=C(n,n+1)/C(n,n);
for i=n-1:-1:1
s=0;
for j=i+1m
s=s+C(ij)*a(j);
end
z(i)=(C(i,n+1)-s)/C(i,i);
end
disp(’Solutia sistemului prin metoda Householder’)
T
disp(’Verificare’)
A*x

Exemplul 3. Fie sistemul

5331 +2x2 +LIZ’3 = 12
5551 — 61’2 + 21’3 =-1
—4x1 + 2x9 + 23 =3



10

Solutia exacta a sistemului este ©1 = 1,29 = 2,3 = 3.

) 1 13.12
ay 5 ;C11:5;$:\/6 ESlQ,ﬂ:m,u: 5
—4 —4
-8.12 345 -1.35 —5.29
A1 HlA = 0 —5.45 1.1 ;bl = Hlb = —7.59 N
0 1.56 1.72 8.27
0
aél) = { _15;? } u= | —11.12 | ;
' 1.56
—8.12 345 —-1.35 —5.29
A2 H2A1 = 0 5.67 —0.59 ;b2 = Hgbl = 9.57
0 0 1.95 5.86

0.999999999
Se obtine solutia x = | 1.999999999
2.999999998



