
LABORATOR 3 - SISTEME DE ECUAŢII LINIARE. METODA
CHOLESKY. METODA HOUSEHOLDER

1. Matrici simetrice pozitiv definite

Reamintim faptul c¼a o matrice simetric¼a se numeşte pozitiv de�nit¼a dac¼a forma
p¼atratic¼a asociat¼a este pozitiv de�nit¼a, mai exact dac¼a

'(x) := xTAx > 0;

pentru orice x =

26664
x1
x2
...
xn

37775 6=
26664
0
0
...
0

37775 :
Dup¼a cum se cunoaşte de la cursul de algebr¼a liniar¼a, matricea simetric¼a A este

pozitiv de�nit¼a dac¼a şi numai dac¼a �r > 0; pemtru orice r = 1; :::; n; unde

�r :=

�������
a11 ::: a1r
...

...
ar1 ::: arr

������� :
De fapt, teorema lui Jacobi arat¼a acest lucru. În practic¼a aceste condi̧tii sunt

mai greu de veri�cat, pentru matrici de dimensiuni mari. De aceea, vom prezenta
în continuare câteva condi̧tii necesare, respectiv su�ciente, pentru ca o matrice
simetric¼a s¼a �e pozitiv de�nit¼a.

Propozi̧tia 1. Dac¼a A este o matrice simetric¼a pozitiv de�nit¼a, atunci:

aii > 0;8i = 1; :::; n;
aiiajj > a2ij ;8i; j = 1; :::; n:

Demonstraţie. Ţinând seama c¼a aij = aji;avem c¼a

'(x) = xTAx =
nX
i=1

nX
j=1

aijxixj =

= a11x
2
1 + 2a12x1x2 + :::+ 2a1nx1xn +

+ a22x
2
2 + :::+ 2a2nx2xn +

...

+ annx
2
n:

1
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În particular, pentru x = ei =

26666664

0
...
1
...
0

37777775 avem '(ei) = aii: Cum ' este pozitiv

de�nit¼a şi ei 6= �; avem c¼a aii > 0:
Pentru un num¼ar real � avem

'(�ei + ej) = �
2aii + 2aij�+ ajj > 0:

Pentru ca inegalitatea de mai sus s¼a �e adev¼arat¼a pentru orice � 2 R; trebuie ca

� = 4(a2ij � aiiajj) < 0;

adic¼a aiiajj > a2ij : �

Observa̧tia 1. Condiţiile care apar în Propoziţia 1 sunt doar necesare, nu şi
su�ciente, dup¼a cum arat¼a urm¼atorul exemplu.

Exemplul 1. Fie A =

24 3 2 �2
2 3 2
�2 2 3

35 : Se observ¼a c¼a A satisface cele dou¼a

condiţii din Propoziţia 1, dar nu este pozitiv de�nit¼a, deoarece dac¼a alegem vec-

torul x =

24 1
�1
1

35 ; avem
'(x) = 3(x21 + x

2
2 + x

2
2) + 4(x1x2 � x1x3 + x2x3)

= 9� 12 = �3 < 0:

Vom spune c¼a matricea A este tare diagonal dominat¼a dac¼a elementele sale sa-
tisfac urm¼atoarea relaţie:

jaiij >
nX
j=1

j 6=i

jaij j ; i = 1; :::; n:

Are loc urm¼atorul rezultat:

Teorema 2. Fie A o matrice simetric¼a cu urm¼atoarele propriet¼aţi:
(i) A este tare diagonal dominat¼a;
(ii) aii > 0;8i = 1; :::; n:
Atunci A este pozitiv de�nit¼a.

Demonstraţie. Din condi̧tia (i) rezult¼a c¼a dac¼a x 6= �; atunci:

'(x) =
nX
i=1

aiix
2
i +

nX
i=1

nX
j=1

j 6=i

aijxixj >
nX
i=1

nX
j=1

j 6=i

jaij jx2i �
nX
i=1

nX
j=1

j 6=i

jaij j jxij jxj j

=
nX
i=1

nX
j=1

j 6=i

jaij j jxij (jxij � jxj j):
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Cum aij = aji; avem şi inegaliatea:

'(x) >
nX
i=1

nX
j=1

j 6=i

jaij j jxj j (jxj j � jxij):

Adunând cele dou¼a inegalit¼aţi obţinem c¼a:

2'(x) >
nX
i=1

nX
j=1

j 6=i

jaij j (jxij � jxj j)2 � 0;

adic¼a ' este pozitiv de�nit¼a. �

2. Metoda Cholesky

Fie A o matrice simetric¼a, pozitiv de�nit¼a şi

'(x) = xTAx =

nX
i=1

nX
j=1

aijxixj

forma p¼atratic¼a asociat¼a. Deoarece a11 > 0 avem:

'(x) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + :::+ 2a1nx1xn +

nX
i=2

nX
j=2

aijxixj

=

0@pa11x1 + nX
j=2

a1jp
a11
xj

1A2

+
nX
i=2

nX
j=2

a
(1)
ij xixj ;

unde a(1)ij = aij �
a1ia1j
a11

; i; j = 2; :::; n:

Dac¼a not¼am cu

'1(x) =

nX
i=2

nX
j=2

a
(1)
ij xixj ;

atunci '1 este la rândul s¼au o form¼a p¼atratic¼a pozitiv de�nit¼a.

Într-adev¼ar, s¼a presupunem prin absurd c¼a exist¼a z =

264 z2
...
zn

375 6= 0 astfel încât

'1(z) � 0:

Fie z1 = �
nX
j=2

a1j
a11
zj şi z =

26664
z1
z2
...
zn

37775 : În continuare avem:

'(z) =

0@pa11z1 + nX
j=2

a1jp
a11
zj

1A2

+ '1(z) = 0 + '1(z) � 0;

ceaa ce contrazice faptul c¼a ' este pozitiv de�nit¼a.
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Aşadar, am ar¼atat c¼a '1 este pozitiv de�nit¼a. În particular, rezult¼a c¼a a
(1)
22 > 0:

Mai departe proced¼am cu '1 aşa cum am procedat cu ' şi obţinem:

'1(x) =

0@qa(1)22 x2 + nX
j=3

a
(1)
2jq
a
(1)
22

xj

1A2

+ '2(x);

unde

'2(x) =
nX
i=3

nX
j=3

a
(2)
ij xixj

este pozitiv de�nit¼a. În �nal ' se reprezint¼a ca o sum¼a de p¼atrate. Mai precis, '(x)
admite urm¼atoarea scriere:

'1(x) =
nX
i=1

0@qa(i�1)ii xi +
nX

j=i+1

a
(i�1)
ijq
a
(i�1)
ii

xj

1A2

;

unde:

a
(0)
ij = aij şi a

(p)
ij = a

(p�1)
ij �

a
(p�1)
pi a

(p�1)
pj

a
(p�1)
pp

; p = 1; :::; n� 1:

Introducem notaţiile:

rii =

q
a
(i�1)
ii ; i = 1; :::; n (1)

rij =
a
(i�1)
ij

rii
; i < j

rij = 0; i > j

a
(p)
ij = a

(p�1)
ij � rpirpj ; p = 1; :::; n� 1; i; j = p+ 1; :::; n:

Cu aceste notaţii avem:

'(x) =
nX
i=1

0@ nX
j=i

rijxj

1A2

= (r11x1 + r12x2 + :::+ r1nxn)
2 + (r22x2 + :::+ r2nxn)

2 + :::+ (rnnxn)
2:

Dac¼a not¼am cu R urm¼atoarea matrice superior triunghiular¼a:

R =

26664
r11 r12 ::: r1n
0 r22 ::: r2n
...

...
...

0 0 ::: rnn

37775 ;
atunci '(x) = (xTRT )(Rx) = xT (RTR)x: Pe de alt¼a parte, '(x) = xTAx: Se
obţine astfel urm¼atoarea descompunere a matricii A

(2) A = RTR;

unde R este o matrice superior triunghiular¼a.
Descompunerea (2) poart¼a numele de descompunerea Cholesky a matricii A şi

are loc pentru matrici simetrice pozitiv de�nite.
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Num¼arul de operaţii pentru determinarea matricii R
Pentru a calcula a i-a linie a matricii R sunt necesare (n � i)(2i � 1) + 2i � 2

operaţii elementare şi o extragere de r¼ad¼acin¼a p¼atrat¼a. Pentru toate liniile sunt
necesare

nX
i=1

[(n� i)(2i� 1) + 2i� 2] = n3

3
+
n2

2
� 5n
6

operaţii elementare.

Exemplul 2. S¼a se determine descompunerea Cholesky a matricii

A =

24 3 2 2
2 3 2
2 2 3

35 :
r11 =

p
3; r12 =

2p
3
; r13 =

2p
3
; a
(1)
22 = a22 � r212 = 3�

4

3
=
5

3
; r22 =

r
5

3
;

a
(1)
23 = a23 � r12r13 =

2

3
; r23 =

a
(1)
23

r22
=

2p
15
; a
(1)
33 = a33 � r213 = 3�

4

3
=
5

3
;

a
(2)
33 = a

(1)
33 � r223 =

5

3
� 4

15
=
7

5
; r33 =

r
7

5
:

R =

2664
p
3 2p

3
2p
3

0
q

5
3

2p
15

0 0
q

7
5

3775 :
Se veri�c¼a imediat c¼a RTR = A:

Rezolvarea sistemului Ax = b cu metoda Cholesky, în cazul în care matricea A
este simetric¼a şi pozitiv de�nit¼a, revine la rezolvarea a dou¼a sisteme triunghiulare,
şi anume: �

RT y = b
Rx = y

:

Algoritmul Cholesky pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţii liniare
% Introducere matrice A a coe�cienţilor
% Introducere vector b al termenilor liberi
% Introducere n, dimensiune sistem
R=zeros(size(A))
for p=1:n

R(p,p)=sqrt(A(p,p));
if p<n

for k=p+1:n
R(p,k)=A(p,k)/R(p,p);

end
for i=p+1:n

for j=p+1:n
A(i,j)=A(i,j)+R(p,i)*R(p,j);

end
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end
end

end
R
%veri�care
R1=chol(A)
% Rezolvarea sistemului RT y = b
x=zeros(n,1);
y(1)=b(1)/R(1,1);
for i=2:n

s=0;
for j=1:i-1

s=s+R(j,i)*y(j);
end
y(i)=(b(i)-s)/R(i,i);

end
%Rezolvarea sistemului Rx = b
x(n)=y(n)/R(n,n);
for i=n-1:-1:1

s=0;
for j=i+1:n

s=s+R(i,j)*x(j);
end
x(i)=(y(i)-s)/R(i,i);

end
disp(�Soluţia sistemului prin metoda Cholesky�)
x
disp(�Veri�care�)
A*x

3. Metoda Householder. Factorizarea QR

O matrice Householder este o matrice de forma H = In � 2hhT ; unde hT =
(0; :::; 0; hi; :::; hn) şi khk2 =

p
h2i + :::+ h

2
n = 1: Se observ¼a c¼a o matrice House-

holder este simetric¼a şi are urm¼atoarea structur¼a:

H =

2666666664

1 0
. . .

1
0 1� 2h2i �2hihi+1 ::: �2hihn

...
...

...
�2hnhi �2hnhi+1 ::: 1� 2h2n

3777777775
:

Mai mult, constat¼am c¼a H este ortogonal¼a. Într-adev¼ar,

H2 = (In � 2hhT )(In � 2hhT ) = In � 2hhT � 2hhT + 4h(hTh)hT :

Cum hTh = 1; rezult¼a H2 = In; deci H�1 = H = HT ; adic¼a H este ortogonal¼a.
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Un calcul simplu ne arat¼a c¼a (hhT )x = (hTx)h; pentru orice x =

26664
x1
x2
...
xn

37775 :
În continuare ne punem urm¼atoarea problem¼a: dat �ind un vector coloan¼a x 6= 0;

se poate determina o matrice Householder H, astfel încât Hx s¼a �e coliniar cu e1;
unde eT1 = (1; 0; :::; 0)?
Cu alte cuvinte, se poate determina un vector coloan¼a h; cu khk2 = 1 şi un

num¼ar real � astfel încât Hx = x� 2hhTx = �e1?
Ţinând seama de observaţia de mai sus, aceasta revine la x� 2(hTx)h = �e1; de

unde rezult¼a x� �e1 = 2(hTx)h: Aşadar, h trebuie s¼a �e coliniar cu x� �e1: Cum
khk2 = 1; rezult¼a

(3) h =
x� �e1
kx� �e1k2

:

Pe de alt¼a parte, H �ind ortogonal¼a, avem

kxk2 = kHxk2 = j�j ke1k2 = j�j :
Alegem � = �sgn(x1) kxk2 şi facem convenţia sgn(x1) = 1 dac¼a x1 = 0:
În continuare avem

x� �e1 =

26664
x1 + sgn(x1) kxk2

x2
...
xn

37775 =
26664
(jx1j+ kxk2) � sgn(x1)

x2
...
xn

37775
kx� �e1k22 = 2 kxk22 + 2 jx1j kxk2 = 2 kxk2 (kxk2 + jx1j):

Înlocuind în (3) obţinem

(4) h =
1p

2 kxk2 (kxk2 + jx1j)

26664
(jx1j+ kxk2) � sgn(x1)

x2
...
xn

37775 :
Se obţine astfel um¼atorul algoritm pentru determinarea lui h şi deci a matricii

H :

H = In � �uuT (5)

� = (kxk2 (kxk2 + jx1j))
�1

u = ((jx1j+ kxk2) � sgn(x1); x2; :::; xn)
T

sgn(x1) = 1 dac¼a x1 = 0:

Vom ar¼ata în continuare c¼a pentru orice matrice A 2Mn(R) nesingular¼a exist¼a
o matrice ortogonal¼a H astfel încât matricea R = HA este superior triunghiular¼a.

Pentru aceasta, consider¼am a1 =

26664
a11
a21
...
an1

37775 ; prima coloan¼a a matricii A: Din
cele ar¼atate mai înainte rezult¼a c¼a exist¼a o matrice Householder H1 astfel încât
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H1a1 = �e1: Matricea H1 se determin¼a astfel:

s =

0@ nX
j=1

a21j

1A 1
2

; (6)

� = (s � (s+ ja11j))�1;
u = ((ja11j+ s)sgn(a11); a21; :::; an1)T ;

sgn(a11) = 1 dac¼a a11 = 0;

H1 = In � �uuT :
Dac¼a not¼am cu A1 = H1A; atunci A1 are urm¼atoarea form¼a:

A1 =

266664
�sgn(a11)s a

(1)
12 ::: a

(1)
1n

0 a
(1)
22 ::: a

(1)
2n

...
...

...
0 a

(1)
n1 ::: a

(1)
nn

377775 :

În continuare consider¼am vectorul a(1)2 =

2664
a
(1)
22
...
a
(1)
nn

3775 şi determin¼am o matrice

ortogonal¼a fH2 2Mn�1(R) astfel încâtfH2a(1)2 = � ee1;
unde ee1T = (1; 0; :::; 0) 2 Rn�1:
Not¼am cu H2 =

�
1 0

0 fH2
�
2 Mn(R) şi cu A2 = H2A1: Matricea A2 va ar¼ata

astfel:

A2 =

26666664
a
(2)
11 a

(2)
12 a

(2)
13 ::: a

(2)
1n

0 a
(2)
22 a

(2)
23 ::: a

(2)
2n

0 0 a
(2)
33 ::: a

(2)
3n

...
...

...
...

0 0 a
(2)
n3 ::: a

(2)
nn

37777775 , unde a
(2)
1j = a

(1)
1j ; j = 1; :::; n:

În continuare se determin¼a o matrice Householder fH3 2 Mn�2(R) cu pro-
prietatea c¼a fH3a(2)3 = � eee1; unde eee1T = (1; 0; :::; 0) 2 Mn�2(R): Vom nota cu

H3 =

�
I2 0

0 fH3
�
2Mn(R) şi cu A3 = H3A2:Matricea A3 va avea toate elementele

de sub diagonala principal¼a, din primele trei coloane, egale cu zero.Procedeul con-
tinu¼a ca mai înainte, iar în �nal obţinem o matrice superior triunghiular¼a An�1 =
Hn�1An�2 = Hn�1 �:::�H2H1A: Dac¼a not¼am cu H = Hn�1 �:::�H2H1 şi cu R = HA;
atunci H este ortogonal¼a şi R este superior triunghiular¼a. De asemenea, dac¼a vom
nota Q = H�1 = H; obţinem c¼a A = QR; unde Q este ortogonal¼a, iar R este
superior triunghiular¼a.
Algoritmul Householder pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţii liniare
% Introducere A, matricea coe�cienţilor
% Introducere b, coloana termenilor liberi
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C=[A b];
% Introducere n, dimensiune sistem
for i=1:n

r=0;
u=zeros(n,1);
for j=i:n

r=r+C(j,i)^2;
end
r
s=sqrt(r);
if (s==0)

disp(�A este singulara; sistem incompatibil�)
else

q=1/(s*(norm(C(i,i))+s));
if (C(i,i)==0)

t=1;
else

t=sign(C(i,i));
end
u(i)=C(i,i)+t*s;
for j=i+1:n

u(j)=C(j,i);
end
u
H=eye(n)-q*u*u�;
C=H*C

end
end
% Rezolvarea sistemului superior triunghiular
x=zeros(n,1);
x(n)=C(n,n+1)/C(n,n);
for i=n-1:-1:1

s=0;
for j=i+1:n

s=s+C(i,j)*x(j);
end
x(i)=(C(i,n+1)-s)/C(i,i);

end
disp(�Soluţia sistemului prin metoda Householder�)
x
disp(�Veri�care�)
A*x

Exemplul 3. Fie sistemul

8<: 5x1 + 2x2 + x3 = 12
5x1 � 6x2 + 2x3 = �1
�4x1 + 2x2 + x3 = 3

:
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Soluţia exact¼a a sistemului este x1 = 1; x2 = 2; x3 = 3:

a1 =

24 5
5
�4

35 ; c11 = 5; s = p66 u 8:12;� = 1

8:12 � 13:12 ;u =

24 13:12
5
�4

35 ;
A1 = H1A =

24 �8:12 3:45 �1:35
0 �5:45 1:1
0 1:56 1:72

35 ; b1 = H1b =
24 �5:29
�7:59
8:27

35 ;
a
(1)
2 =

�
�5:45
1:56

�
;u =

24 0
�11:12
1:56

35 ;
A2 = H2A1 =

24 �8:12 3:45 �1:35
0 5:67 �0:59
0 0 1:95

35 ; b2 = H2b1 =
24 �5:29

9:57
5:86

35 :
Se obţine soluţia x =

24 0:999999999
1:999999999
2:999999998

35 :


