LABORATOR 4 - NORME DE MATRICI. METODE ITERATIVE
DE REZOLVARE A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE.

1. NORME DE MATRICI

Cele mai utilizate norme vectoriale pe R™ sunt:

unde x =

Ilz|| = max {|z1], |22, ..., |Za||}
1

n D
3 Joll, - (zw) 1sp<on,

i=1

€ R™.

Definitia 1. Se numeste norma de matrice orice aplicatie

cu proprietatile:

A Ay, Ma(R) — Ry

|All,; = 0 dacd si numai daca A = 0;
Al = (A ANl A € R, A € M (R),
A+ Blly < [[Allay + 1Bllas - A, B € Mn(R),
IABlys < [[All s 1Bl > As B € M (R).

Un exemplu de normé de matrice este norma euclidiand de matrice, care se

defineste astfel:

2

Al = Zza?j

i=1j=1

Proprietdtile i) si ii) sunt evidente. Pentru a demonstra proprietatile iii) si iv)
se foloseste inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz pe R”™ :

n n % n %
S < (Zm?) (zy5>
=1 =1 =1

1



2

Pentru a demonstra iii), evaluim

n n n n
2 2
IA+BIE = D> (aiy+biy) =D > (ai; + b} + 2ai;bi) (1)
i=1j=1 i=1j=1
n n
2 2
= HAHE+||B||E+QZ aijbij
i=1 \j=1
: :
< AR +IBIE+2D> | | Doa > b
i=1 j=1 j=1
Notam
1 1
n 2 n 2
Ti = Za?j yYi = bej
j=1 j=1
si avem:
>3] (D) | - Sews () (24) o
i=1 j=1 =1 i=1 i=1 i=1
1 1
n n 2 n n 2
= Zza?j bzzj = Al [|Bllg -
i=1j=1 i=1j=1

Folosind relatiile (1) si (2), obtinem
2 2
A+ Blg < ([Allg + 1Bllg)"

si imediat iii).
Pentru iv), notdm C' = AB. Atunci

n 2 n n
iy = (Zaikbkj> Ciéis <Za?k> (Z%) ‘
k=1 k=1 k=1

in Continuare avem:
n n n n n n
2 2 2
B =3 <3 (z) - (zsz) A1 IBI,
i=1j=1 i=1 \k=1 =1 \k=1
de unde rezultd iv).

Definitia 2. O norma de matrice ||-||,, se numeste compatibila cu norma vec-
toriald ||-[|, daca [[Az|, < [|Al| ]|, , pentru orice A si orice .

Observatia 1. ||Az|, < [|A]/g [|z],, VA, .

n

n n
Intr-adevar, HAng = Z(aﬂxl—i—...—}—amxn)Z < Z Zafj Zx? =

i=1 i=1 \j=1 j=1
Al NIl -
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Observatia 2. Daca A este o valoare proprie a matricii A, atunci |A| < [|All,,
pentru orice normd de matrice compatibild cu o normd vectoriald.
Intr-adevar, fie v un vector propriu asociat valorii proprii A. Atunci avem:

Aol = I3ll = [14v] < [[Ally ol
deci || < [[Ally, -

Definitia 3. Se numeste norma a matricii A subordonata normei vectoriale
|||, wrmatorul numar:

| Az||
(3) |A]l = sup {[|[Az[| | [|lz| = 1} = sup :
a0 ||
Ca gi in cazul normei operatoriale, avem:
(4) [All = inf {c >0 | [[Az|| < c|lz||,Va}.

Din relatia (4) rezultd in particular cd ||Az| < [|A] - ||z||,Vz € R", deci norma
matriceald (3) este compatibild cu norma vectoriald careia ii este subordonata.

Este evident c& aplicatia A — ||A|| definitd de (3) satisface proprietéatile i)-iii)
din Definitia 1. De asemenea avem:

[ABz|| < Al - [| B[] < A Bl [l

de unde folosind (4) rezultd c& [|AB|| < ||A]l - ||B]| -
Asgadar, aplicatia (3) defineste intr-adevr o norm& de matrice.

Definitia 4. Daca A1, A2, ..., A, sunt valorile proprii ale matricii A (N\; pot fi si

complexe), atunci se noteazd cu p(A) = max |\, tar aceastd cantitate se numeste
1<i<n

raza spectrald a matricii A.
Dam in continuare fard demonstratie urmétoarea teorema:

Teorema 1. Pentru A € M,,(R) avem:

(1) 4] = max " o,
Jj=1
n

(1) 141 = a3 o]
(1) |[All, = /(A" 4),

unde cu [|All, am notat norma matricii A subordonatd normei vectoriale ||z|, .

Dacd presupunem cé matricea A este simetricd, rezultd cé valorile sale proprii
A1, A2, ..., A, sunt reale, iar AT A = A? are valorile proprii )\f, )\3, e /\3. Mai pre-

supunem ci A} = max )\?. Din Teorema 1, (III), rezultd ||Al|, = |A\1]. Dac4, in
<j<n

plus, A este si pozitiv definitd, atunci toate valorile proprii sunt strict pozitive,
deci in acest caz ||A|, = A1, unde \; este cea mai mare valoare proprie a matricii
simetrice si pozitiv definite A.

2. METODE ITERATIVE DE REZOIVARE A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

Metodele directe de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare se utilizeaza pentru
sisteme care au matricea coeficientilor densa (aproape toti coeficientii sunt nenuli)
si cu un numdr de ecuatii moderat (pand la 100 de ecuatii). Pentru sisteme mari
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de ecuatii de ordinul 10> — 10° si care au matricea coeficientilor rard (cu multe
elemente nule), se utilizeazd metode iterative de rezolvare numerici.
Sa presupunem ca sistemul:

(5) Az =b
se poate pune sub forma echivalents
(6) x =Bz +c.

Forma echivalentd (6) ne sugereazd urmatorul proces iterativ:
(7) M) = Bx(™) 4 eom >0,
unde (%) este un vector arbitrar.

Daca notdm cu x* solutia exactd a sistemului, atunci avem:
(8) z* = Br* +c.

Fie e(™) = z* — (™) vectorul eroare. Din (7) si (8) rezulti e™+1) = Be(™ m ¢
N* si mai departe
(9) e(™ = Bme®),

*

Teorema 2. Daci ||B|| < 1, atunci sirul (z(™)) este convergent gi lim (™ = 2*.

m—00

Demonstratie. Este suficient s& ar&tdm ca lim e(™) = 0.
m—00

Din relatia (9) avem

] = &7 < wmm o] < nmi ]
Deoarece lim || B||™ = 0, rezultd lim e(™) = 0. O

Teorema 3. Conditia necesard i suficientd ca girul (x(m)) definit de (7) sa fie
convergent este ca p(B) < 1, unde cu p(B) s-a notat raza spectrald a matricii B.

Demonstratie. Este suficient s ardtdm cd lim B™ = 0 dac& si numai dacd p(B) <
m—0o0
1.

De la cursul de Algebra liniara se cunoaste faptul ¢ matricea B se poate aduce
la forma canonica Jordan, adicd exista o matrice nesingulard C' astfel incat

Ipy (A1) 0
-1 oy . .
CThBC=J=| g0 E |
0 Jp, (Ar)
unde
A 1 0 0]
0 X 1 :
SpN=171 0 . . 0
R .1
L0 0 .. 0 |

este o celula Jordan, A1, Ag, ..., A, sunt valorile proprii ale matricii B, iar py, pa, ..., Dr
sunt ordinele de multiplicitate ale acestor valori proprii. Deoarece C~!- B™ . (C =



J7, rezultd cd lim B™ = 0 daca si numai daca lim J” = 0. Pe de altd parte,

m—00 m— 00

J =D+ N, unde

A 0 0]
0 A
D:
A 0
L0 0 A

este o matrice diagonala de ordin n, iar N este o matrice nilpotenta de ordin n,
adica N™ = 0.

m
in continuare avem J™ = E C’,’le’”_ka. Deoarece Nk =0 pentru £ > n, vom
k=0

avea
(10) J™ =Y "CkD"FNE.
k=0
Presupunem ci p(B) < 1. Observidm ci ||D||,, = max |Ai] = p(B) < 1. Din
(10) rezulta: o
“m(m—1)...(m—k+1)

nook
m—k k m k —k
177 < - IDIZ T INIE, < 32 NI (B
k=0 k=0

Cum lim mF(p(B))™ % =0, rezultd c& lim ||J™| =0, decicd lim J™ =0,

ceea ce este echivalent cu lim B™ = 0.

m—0o0

Reciproc, sd presupunem acum ca lim B™ = 0 si, prin reducere la absurd, ca
m—0Q0

p(B) > 1. Atunci existd un vector propriu x # 0 si o valoare proprie A, cu |A| > 1,
astfel incat Bx = Az gi deci B™x = \"'x.

Cum (A™x) nu converge la 0, rezultd c& B™ nu converge la 0, ceea ce contrazice
presupunerea facuti. ([l

2.1. Metoda Jacobi. Una dintre cele mai cunoscute metode iterative este metoda
Jacobi. S& presupunem cd matricea A a sistemului Ax = b are proprietatea a;; #
0,5 = 1,...,n. Dacd notdm cu D = diag(ai1,...,an,) si cu E = D — A, atunci
obtinem sistemul echivalent (D — E)x = b gi mai departe

(11) r=D"'Ex+ D'
1 1 ”
Cum D! = diag <, s ) , rezultd c& [|[D7'E|| = max %ij
ail App, o0 1§i§nj:1 i (037}

Observam ca daca matricea A este tare diagonal dominaté, atunci HD‘lEHOO <
1 si conform Teoremei 2, sirul

(12) 2"t = (D7'E) 2™ + D~'b,m > 0,

este convergent pentru orice aproximatie initialg z(?).
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Exemplul 1. Fie sistemul

5 -1 -1 -1 T —4
-1 10 -1 -1 zo || 12
-1 -1 5 -1 zs | | 8
-1 -1 -1 10 T4 34
Solutia exactd este x1 = 1,10 = 2,23 = 3,14 = 4.
[5 0 0 0 0 -1 -1 -1
0 10 0 O -1 0 -1 -1
D= 0 0 5 0 B = -1 -1 0 -1
0 0 0 10 -1 -1 -1 0
[0 0.2 02 0.2 —0.8
1. 01 0 01 01 |12 _
DTk = 02 02 0 0.2 Db = 1.6 ’HD
i 0.1 0.1 01 O 3.4
Obtinemurmatorul proces iterativ:
2 = 0.220™ 4+ 0.22{™ +0.22(™ — 0.8
2" = 0.12(™ +0.125™ + 0.12(™ 4 1.2
2 = 0.220™ 4+ 0.228™ +0.22(™ + 1.6
2" = 0120 +0.128™ 4 0.120™ + 3.4

Daca alegem aproximatia initiald

iteratii obtinem

2 = 0.948; 2

0 0 0
O _ 40 _ 40

=4 = xio)

)

'E||  =06<1.

= 0, atunci dupa 5

=1.969; 25" = 2.948; 2% = 3.969.

Algoritmul MATLAB pentru rezolvarea sistemelor prin metoda Jacobi
% Introducere A, matricea coeficientilor
% Introducere b, vectorul termenilor liberi
% Introducere n, dimensiune sistem

D=diag(diag(A))
E=D-A
B=inv(D)*E
c=inv(D)*b
ro=mazx(eig(B));
if (ro>=1)

disp(’Metoda Jacobi nu este convergentd’);

else
z=zeros(n,1);

eps=input(’Dati ordinul erorii solutiei, eps=");

i=0;

while(norm(e,inf)>eps)

r=B*r+c;

e=A*z-b;

i=it1;
end

disp(’Solutia aproximativa a sistemului prin metoda Jacobi’)

x



forintf(\neste obtinuta la pasul %g\n’,i);
disp(’Verificare’)
A*z

end

2.2. Metoda Gauss-Siedel. O alta metoda iterativa cunoscuta este metoda Gauss-
Siedel si corespunde urméatoarei spargeri a matricii coeficientilor:

A = (D+ L)+ U, unde D = diag(ai, ..., Gnn),
0 0 0 0 ai12 QA1n
a21 0 0 0 0 aon
anp1  Aap2 0 0 0 0
Sistemul (5) devine (D + L)z = —Uz + b si mai departe obtinem urmé&torul
proces iterativ:
(13) (D 4 L)z™+Y = —yg™ 4.

Se poate arata ca procesul iterativ Gauss-Siedel este convergent dacd matricea
sistemului este tare diagonal dominata.
In cazul exemplului precedent obtinem:

x§m+1) wgm)

5 0 0 0 01 1 1 4
-1 10 0 0 2" o0 o1 1| ] 2t 12
1 -1 5 0 A0 [ T ho 0 0 1| g [T s |
—1 -1 =1 10 ] | e 00 00| ,m 34

sau
2D é (zg’") P CONNCD) _4)
2D = i( <m+1>+x<m>+$<m>+12)
(m+1) %( (m+1) x§m+1)+x(m)+8>
2+ = 110( (met)) | plmetl) | m+1) +34)
Pentru xgo) = xéo) xé ) = (O) = 0, atunci dupd 5 iteratii obtinem

2 =0.995; 28" = 1.998; 2{”) = 2.998; 2> = 3.999.

Algoritmul MATLAB pentru rezolvarea sistemelor prin metoda Gauss-Siedel
% Introducere A, matricea coeficientilor
% Introducere b, vectorul termenilor liberi
% Introducere n, dimensiune sistem
L=tril(A)
U=A-L
B=inv(L)*-U
c=inv(L)*b
ro=maz(eig(B));
if (ro>=1)
disp(’Metoda Jacobi nu este convergentd’);
else



z=zeros(n,1);
eps=input(’Dati ordinul erorii solutiei, eps=");
i=0;
while(norm(e,inf )>eps)
z=B*r+c;
e=A*z-b;
i=i+1;
end
disp(’Solutia aproximativa a sistemului prin metoda Gauss-Siedel’)
T
forintf(\neste obtinuta la pasul %g\n’,i);
disp(’Verificare’)
A*z
end



