
LABORATOR 4 - NORME DE MATRICI. METODE ITERATIVE
DE REZOLVARE A SISTEMELOR DE ECUAŢII LINIARE.

1. Norme de matrici

Cele mai utilizate norme vectoriale pe Rn sunt:

1) kxk1 = max fjx1j ; jx2; :::; jxnjjg

2) kxkp =

 
nX
i=1

jxijp
! 1

p

; 1 � p <1;

unde x =

26664
x1
x2
...
xn

37775 2 Rn:
De�ni̧tia 1. Se numeşte norm¼a de matrice orice aplicaţie

A 7! kAkM :Mn(R)! R+

cu propriet¼aţile:

i) kAkM = 0 dac¼a şi numai dac¼a A = 0;

ii) k�AkM = j�j kAkM ; � 2 R; A 2Mn(R);
iii) kA+BkM � kAkM + kBkM ; A;B 2Mn(R);
iv) kABkM � kAkM kBkM ; A;B 2Mn(R):

Un exemplu de norm¼a de matrice este norma euclidian¼a de matrice, care se
de�neşte astfel:

kAkE =

0@ nX
i=1

nX
j=1

a2ij

1A 1
2

:

Propriet¼aţile i) şi ii) sunt evidente. Pentru a demonstra propriet¼aţile iii) şi iv)
se foloseşte inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz pe Rn :
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i=1

xiyi �
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! 1
2
 

nX
i=1
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2
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Pentru a demonstra iii), evalu¼am

kA+Bk2E =
nX
i=1

nX
j=1

(aij + bij)
2
=

nX
i=1

nX
j=1

�
a2ij + b

2
ij + 2aijbij

�
(1)

= kAk2E + kBk
2
E + 2

nX
i=1

0@ nX
j=1

aijbij

1A
C�B�S
� kAk2E + kBk

2
E + 2

nX
i=1

0B@
0@ nX
j=1

a2ij

1A 1
2
0@ nX
j=1

b2ij

1A 1
2

1CA
Not¼am

xi =

0@ nX
j=1

a2ij

1A 1
2

; yi =

0@ nX
j=1

b2ij

1A 1
2

şi avem:

nX
i=1

0B@
0@ nX
j=1

a2ij

1A 1
2
0@ nX
j=1

b2ij

1A 1
2

1CA =
nX
i=1

xiyi �
 

nX
i=1

x2i

! 1
2
 

nX
i=1

y2i

! 1
2

(2)

=

0@ nX
i=1

nX
j=1

a2ij

1A 1
2
0@ nX
i=1

nX
j=1

b2ij

1A 1
2

= kAkE kBkE :

Folosind relaţiile (1) şi (2), obţinem

kA+Bk2E � (kAkE + kBkE)
2
;

şi imediat iii).
Pentru iv), not¼am C = AB: Atunci

c2ij =

 
nX
k=1

aikbkj

!2
C�B�S
�

 
nX
k=1

a2ik

! 
nX
k=1

b2kj

!
:

În continuare avem:

kABk2E =
nX
i=1

nX
j=1

c2ij �
nX
i=1

 
nX
k=1

a2ik

!
�
nX
j=1

 
nX
k=1

b2kj

!
= kAk2E kBk

2
E ;

de unde rezult¼a iv).

De�ni̧tia 2. O norm¼a de matrice k�kM se numeşte compatibil¼a cu norma vec-
torial¼a k�kp dac¼a kAxkp � kAkM kxkp ; pentru orice A şi orice x:

Observa̧tia 1. kAxk2 � kAkE kxk2 ;8A; x:

Într-adev¼ar, kAxk22 =
nX
i=1

(ai1x1 + :::+ ainxn)
2 �

nX
i=1

0@ nX
j=1

a2ij

1A0@ nX
j=1

x2j

1A =

kAkE kxk2 :
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Observa̧tia 2. Dac¼a � este o valoare proprie a matricii A, atunci j�j � kAkM
pentru orice norm¼a de matrice compatibil¼a cu o norm¼a vectorial¼a.
Într-adev¼ar, �e v un vector propriu asociat valorii proprii �: Atunci avem:

j�j kvk = k�vk = kAvk � kAkM kvk ;
deci j�j � kAkM :

De�ni̧tia 3. Se numeşte norm¼a a matricii A subordonat¼a normei vectoriale
k�kv urm¼atorul num¼ar:

(3) kAk = sup fkAxk j kxk = 1g = sup
x6=0

kAxk
kxk :

Ca şi în cazul normei operatoriale, avem:

(4) kAk = inf fc > 0 j kAxk � c kxk ;8xg :
Din relaţia (4) rezult¼a în particular c¼a kAxk � kAk � kxk ;8x 2 Rn; deci norma

matriceal¼a (3) este compatibil¼a cu norma vectorial¼a c¼areia îi este subordonat¼a.
Este evident c¼a aplicaţia A ! kAk de�nit¼a de (3) satisface propriet¼aţile i)-iii)

din De�ni̧tia 1. De asemenea avem:

kABxk � kAk � kBxk � kAk kBk kxk ;
de unde folosind (4) rezult¼a c¼a kABk � kAk � kBk :
Aşadar, aplicaţia (3) de�neşte într-adev¼ar o norm¼a de matrice.

De�ni̧tia 4. Dac¼a �1; �2; :::; �n sunt valorile proprii ale matricii A (�i pot � şi
complexe), atunci se noteaz¼a cu �(A) = max

1�i�n
j�ij, iar aceast¼a cantitate se numeşte

raza spectral¼a a matricii A:

D¼am în continuare f¼ar¼a demonstraţie urm¼atoarea teorem¼a:

Teorema 1. Pentru A 2Mn(R) avem:

(I) kAk1 = max
1�i�n

nX
j=1

jaij j ;

(II) kAk1 = max
1�j�n

nX
i=1

jaij j ;

(III) kAk2 =
p
�(ATA);

unde cu kAkp am notat norma matricii A subordonat¼a normei vectoriale kxkp :

Dac¼a presupunem c¼a matricea A este simetric¼a, rezult¼a c¼a valorile sale proprii
�1; �2; :::; �n sunt reale, iar ATA = A2 are valorile proprii �21; �

2
2; :::; �

2
n: Mai pre-

supunem c¼a �21 = max
1�j�n

�2j : Din Teorema 1, (III), rezult¼a kAk2 = j�1j : Dac¼a, în
plus, A este şi pozitiv de�nit¼a, atunci toate valorile proprii sunt strict pozitive,
deci în acest caz kAk2 = �1; unde �1 este cea mai mare valoare proprie a matricii
simetrice şi pozitiv de�nite A:

2. Metode iterative de rezolvare a sistemelor de ecuaŢii liniare

Metodele directe de rezolvare a sistemelor de ecuaţii liniare se utilizeaz¼a pentru
sisteme care au matricea coe�cienţilor dens¼a (aproape toţi coe�cienţii sunt nenuli)
şi cu un num¼ar de ecuaţii moderat (pân¼a la 100 de ecuaţii). Pentru sisteme mari
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de ecuaţii de ordinul 103 ! 105 şi care au matricea coe�cienţilor rar¼a (cu multe
elemente nule), se utilizeaz¼a metode iterative de rezolvare numeric¼a.
S¼a presupunem c¼a sistemul:

(5) Ax = b

se poate pune sub forma echivalent¼a

(6) x = Bx+ c:

Forma echivalent¼a (6) ne sugereaz¼a urm¼atorul proces iterativ:

(7) x(m+1) = Bx(m) + c;m � 0;

unde x(0) este un vector arbitrar.
Dac¼a not¼am cu x� soluţia exact¼a a sistemului, atunci avem:

(8) x� = Bx� + c:

Fie e(m) = x��x(m) vectorul eroare. Din (7) şi (8) rezult¼a e(m+1) = Be(m);m 2
N� şi mai departe

(9) e(m) = Bme(0):

Teorema 2. Dac¼a kBk < 1; atunci şirul
�
x(m)

�
este convergent şi lim

m!1
x(m) = x�:

Demonstraţie. Este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a lim
m!1

e(m) = 0:

Din relaţia (9) avem


e(m)


 = 


Bme(0)


 � kBmk


e(0)


 � kBkm 


e(0)


 :
Deoarece lim

m!1
kBkm = 0; rezult¼a lim

m!1
e(m) = 0: �

Teorema 3. Condiţia necesar¼a şi su�cient¼a ca şirul
�
x(m)

�
de�nit de (7) s¼a �e

convergent este ca �(B) < 1; unde cu �(B) s-a notat raza spectral¼a a matricii B:

Demonstraţie. Este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a lim
m!1

Bm = 0 dac¼a şi numai dac¼a �(B) <

1:
De la cursul de Algebr¼a liniar¼a se cunoaşte faptul c¼a matricea B se poate aduce

la forma canonic¼a Jordan, adic¼a exist¼a o matrice nesingular¼a C astfel încât

C�1 �B � C = J =

264 Jp1(�1) ::: 0
... Jp2(�2)

...
0 Jpr (�r)

375 ;
unde

Jp(�) =

266666664

� 1 0 ::: 0

0 � 1
...

... 0
. . .

. . . 0
...

...
. . . 1

0 0 ::: 0 �

377777775
este o celul¼a Jordan, �1; �2; :::; �r sunt valorile proprii ale matricii B; iar p1; p2; :::; pr
sunt ordinele de multiplicitate ale acestor valori proprii. Deoarece C�1 � Bm � C =
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Jm; rezult¼a c¼a lim
m!1

Bm = 0 dac¼a şi numai dac¼a lim
m!1

Jm = 0: Pe de alt¼a parte,

J = D +N; unde

D =

2666666666664

�1 0 0
. . .

0 �1
. . .

�r 0
. . .

0 0 �r

3777777777775
este o matrice diagonal¼a de ordin n; iar N este o matrice nilpotent¼a de ordin n;
adic¼a Nn = 0:

În continuare avem Jm =

mX
k=0

CkmD
m�kNk: Deoarece Nk = 0 pentru k � n; vom

avea

(10) Jm =
nX
k=0

CkmD
m�kNk:

Presupunem c¼a �(B) < 1: Observ¼am c¼a kDk1 = max
1�i�n

j�ij = �(B) < 1: Din

(10) rezult¼a:

kJmk1 �
nX
k=0

m(m� 1):::(m� k + 1)
k!

kDkm�k1 kNkk1 <
nX
k=0

mk

k!
kNkk1 �(�(B))

m�k:

Cum lim
m!1

mk(�(B))m�k = 0; rezult¼a c¼a lim
m!1

kJmk1 = 0; deci c¼a lim
m!1

Jm = 0;

ceea ce este echivalent cu lim
m!1

Bm = 0:

Reciproc, s¼a presupunem acum c¼a lim
m!1

Bm = 0 şi, prin reducere la absurd, c¼a

�(B) � 1: Atunci exist¼a un vector propriu x 6= 0 şi o valoare proprie �; cu j�j � 1;
astfel încât Bx = �x şi deci Bmx = �mx:
Cum (�mx) nu converge la 0, rezult¼a c¼a Bm nu converge la 0, ceea ce contrazice

presupunerea f¼acut¼a. �

2.1. Metoda Jacobi. Una dintre cele mai cunoscute metode iterative este metoda
Jacobi. S¼a presupunem c¼a matricea A a sistemului Ax = b are proprietatea aii 6=
0; i = 1; :::; n: Dac¼a not¼am cu D = diag(a11; :::; ann) şi cu E = D � A; atunci
obţinem sistemul echivalent (D � E)x = b şi mai departe

(11) x = D�1Ex+D�1b:

Cum D�1 = diag

�
1

a11
; :::;

1

ann

�
; rezult¼a c¼a



D�1E



1 = max

1�i�n

nX
j=1;j 6=i

����aijaii
���� :

Observ¼am c¼a dac¼a matricea A este tare diagonal dominat¼a, atunci


D�1E




1 <

1 şi conform Teoremei 2, şirul

(12) x(m+1) =
�
D�1E

�
x(m) +D�1b;m � 0;

este convergent pentru orice aproximaţie ini̧tial¼a x(0):
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Exemplul 1. Fie sistemul2664
5 �1 �1 �1
�1 10 �1 �1
�1 �1 5 �1
�1 �1 �1 10

3775
2664
x1
x2
x3
x4

3775 =
2664
�4
12
8
34

3775 :
Soluţia exact¼a este x1 = 1; x2 = 2; x3 = 3; x4 = 4:

D =

2664
5 0 0 0
0 10 0 0
0 0 5 0
0 0 0 10

3775 ; E =
2664

0 �1 �1 �1
�1 0 �1 �1
�1 �1 0 �1
�1 �1 �1 0

3775 ;

D�1E =

2664
0 0:2 0:2 0:2
0:1 0 0:1 0:1
0:2 0:2 0 0:2
0:1 0:1 0:1 0

3775 ; D�1b =

2664
�0:8
1:2
1:6
3:4

3775 ;

D�1E



1 = 0:6 < 1:

Obţinemurm¼atorul proces iterativ:8>>><>>>:
x
(m+1)
1 = 0:2x

(m)
2 + 0:2x

(m)
3 + 0:2x

(m)
4 � 0:8

x
(m+1)
2 = 0:1x

(m)
1 + 0:1x

(m)
3 + 0:1x

(m)
4 + 1:2

x
(m+1)
3 = 0:2x

(m)
1 + 0:2x

(m)
2 + 0:2x

(m)
4 + 1:6

x
(m+1)
4 = 0:1x

(m)
1 + 0:1x

(m)
2 + 0:1x

(m)
3 + 3:4

:

Dac¼a alegem aproximaţia iniţial¼a x(0)1 = x
(0)
2 = x

(0)
3 = x

(0)
4 = 0; atunci dup¼a 5

iteraţii obţinem

x
(5)
1 = 0:948;x

(5)
2 = 1:969;x

(5)
3 = 2:948;x

(5)
4 = 3:969:

Algoritmul MATLAB pentru rezolvarea sistemelor prin metoda Jacobi
% Introducere A, matricea coe�cienţilor
% Introducere b, vectorul termenilor liberi
% Introducere n, dimensiune sistem
D=diag(diag(A))
E=D-A
B=inv(D)*E
c=inv(D)*b
ro=max(eig(B));
if (ro>=1)

disp(�Metoda Jacobi nu este convergent¼a�);
else

x=zeros(n,1);
eps=input(�Daţi ordinul erorii soluţiei, eps=�);
i=0;
while(norm(e,inf)>eps)

x=B*x+c;
e=A*x-b;
i=i+1;

end
disp(�Solutia aproximativa a sistemului prin metoda Jacobi�)
x
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fprintf(�nneste obtinuta la pasul %gnn�,i);
disp(�Veri�care�)
A*x

end

2.2. Metoda Gauss-Siedel. O alt¼a metod¼a iterativ¼a cunoscut¼a estemetoda Gauss-
Siedel şi corespunde urm¼atoarei spargeri a matricii coe�cienţilor:

A = (D + L) + U; unde D = diag(a11; :::; ann);

L =

26664
0 0 ::: 0
a21 0 ::: 0
...

...
. . .

...
an1 an2 ::: 0

37775 ; U =
26664
0 a12 ::: a1n
0 0 ::: a2n
...

...
. . .

...
0 0 ::: 0

37775 :
Sistemul (5) devine (D + L)x = �Ux + b şi mai departe obţinem urm¼atorul

proces iterativ:

(13) (D + L)x(m+1) = �Ux(m) + b:
Se poate ar¼ata c¼a procesul iterativ Gauss-Siedel este convergent dac¼a matricea

sistemului este tare diagonal dominat¼a.
În cazul exemplului precedent obţinem:2664
5 0 0 0
�1 10 0 0
�1 �1 5 0
�1 �1 �1 10

3775
26664
x
(m+1)
1

x
(m+1)
2

x
(m+1)
3

x
(m+1)
4

37775 =
2664
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

3775
26664
x
(m)
1

x
(m)
2

x
(m)
3

x
(m)
4

37775+
2664
�4
12
8
34

3775 ;
sau 8>>>>>>><>>>>>>>:

x
(m+1)
1 =

1

5

�
x
(m)
2 + x

(m)
3 + x

(m)
4 � 4

�
x
(m+1)
2 =

1

10

�
x
(m+1)
1 + x

(m)
3 + x

(m)
4 + 12

�
x
(m+1)
3 =

1

5

�
x
(m+1)
1 + x

(m+1)
2 + x

(m)
4 + 8

�
x
(m+1)
4 =

1

10

�
x
(m+1)
1 + x

(m+1)
2 + x

(m+1)
3 + 34

�
:

Pentru x(0)1 = x
(0)
2 = x

(0)
3 = x

(0)
4 = 0; atunci dup¼a 5 iteraţii obţinem

x
(5)
1 = 0:995;x

(5)
2 = 1:998;x

(5)
3 = 2:998;x

(5)
4 = 3:999:

Algoritmul MATLAB pentru rezolvarea sistemelor prin metoda Gauss-Siedel
% Introducere A, matricea coe�cienţilor
% Introducere b, vectorul termenilor liberi
% Introducere n, dimensiune sistem
L=tril(A)
U=A-L
B=inv(L)*-U
c=inv(L)*b
ro=max(eig(B));
if (ro>=1)

disp(�Metoda Jacobi nu este convergent¼a�);
else
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x=zeros(n,1);
eps=input(�Daţi ordinul erorii soluţiei, eps=�);
i=0;
while(norm(e,inf)>eps)

x=B*x+c;
e=A*x-b;
i=i+1;

end
disp(�Solutia aproximativa a sistemului prin metoda Gauss-Siedel�)
x
fprintf(�nneste obtinuta la pasul %gnn�,i);
disp(�Veri�care�)
A*x

end


