LABORATOR 5 - METODE ITERATIVE DE REZOLVARE A
SISTEMELOR DE ECUATII LINTARE. METODE DE RELAXARE

1. METODE DE RELAXARE. PRINCIPII DE BAZA

Metodele de relaxare sunt metode iterative si sunt utilizate pentru rezolvarea nu-
merica a sistemelor liniare ce au matricea coeficientilor simetrica si pozitiv definita.
Fie sistemul liniar

(1.1) Ax —b=0,
U1
V2
unde matricea A a sistemului este simetricd gi pozitiv definitd. Dacd v =
Un

este un vector de proba oarecare, atunci notdm cu
(1.2) r=Av —b.

Vectorul r se numegte vector rezidual.
Scopul oricarei metode de relaxare este ca prin schimbarea sistematicd a vec-
torului v, vectorul rezidual r sa se micsoreze, eventual sa se anuleze.

U1 U1
R U2 V2
In cele ce urmeaza, pentru orice doi vectori u = . siv = . vom
Unp Un
nota produsul lor scalar cu
(1.3) (u,v) = uTv = uvg + usvs + .. + Upvy,.
Asociem sistemului 1.1 functia patratica
1 n n n 1
(1.4) Fv) = §ZZaijvivj - Zbivi =3 (Av,v) — (b,v) .
i=1j=1 i=1

Deoarece A este pozitiv definitd, rezultd Q(v) > 0 pentru orice v # 0, unde
Q(v) = (Av,v) . Observdm de asemenea ci pentru orice i = 1,...,n avem

n

oF
8’[1,'

=) a;jvj — b,
1

deci vectorul rezidual satisface relatia
(1.5) r = grad F.

Teorema 1. Problema determinarii solutiei sistemului (1.1) este echivalentd cu
problema determindrii punctului de minim al functiei patratice (1.4).
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Demonstratie. Fie vg solutia sistemului 1.1. Atunci rg = Avg — b = 0. Cum rg =

OF
grad F'(vg), rezultd 3 (vg) = 0. Asadar, v = v este punct critic pentru F. Pe de
v

%

altd parte,
n n
d*F(vo) = ZZaijdvide > 0.
i=1j=1
Rezulta cd v = vy este un punct de minim global pentru F.
Reciproc, daca v = vy este un punct de minim pentru F' atunci

OF
v) =0,2=1,...,n.
81;2-( 0)
n
Rezulta Zaijv? —b;=0,i=1,...,n, deci v = vy este solutie pentru 1.1. ([l
j=1

In continuare prezentdm principiul de bazi al metodei relaxirii. Fie v un vector
de probd oarecare, p o directie datd si D = {v' = v+ tp | t € R}, dreapta care
trece prin v si este paraleld cu p. Ne propunem s determindm v € D astfel incat
F(v}) = min{F(v") | v' € D}. Tinand seama de 1.4, rezultd

FR') = % (A(v +tp),v + tp) — (b,v + tp)

_ % (Av, ) — (b,v) + % (Av,p) + % (Ap,p) + % (Ap,v) =t {bp)
= F(v)+ g (Ap,p) +t (Av,p) — t (b, p)

— F(v)+ g (App) +t (Av = b,p)

= F(v)+ g (Ap,p) +t(r,p).

Folosim notatia

(16) )= FW) = Fo+1) = F©)+ = (Ap) + 1 rp).

Determindm ¢ astfel incat f(¢) = F(v') sd fie minim4. Pentru aceasta trebuie ca
f'(t) =0, de unde rezultd t (Ap, p) + (r,p) = 0. Asadar, obtinem
(r,p)
(Ap,p)’
Cum f”(t) = (Ap,p) > 0, rezultd cd vectorul v, = v + tyminp este un punct de
minim pentru F(v').
In continuare avem

(1.7) fin = —

Fltwn) = F(u}) = F(w) — L (020
min 0 2 <Ap,p>7
de unde rezulta
AF = Pty — F(o) = 0Pl g
0 2 (Ap,p) ~

Pentru ca AF < 0 trebuie ca (r, p) # 0. Rezultd c& directia p se alege astfel incat
p s& nu fie perpendiculard pe r.



Observatia 1. Dacd v = Avy — b este vectorul rezidual corespunzdtor vectorului
vy = U+ tminp, atunci (rh,p) = 0. Intr-adevar,

(r,p)
(Ap,p)

Pentru interpretarea geometrica a principiului relaxarii consideram cazul partic-
ular n = 2.

Ecuatiile F(v) = const. reprezintd ecuatiile unor elipse concentrice, al ciror
centru comun coincide cu punctul de minim al functiei F. Intr-adevir, ecuatia
F(v) = c revine la

(rh,p) = (Av — b, p) + tmin (Ap,p) = (r,p) — (Ap,p) = 0.

(18) anvf + 2a19v1v9 + CLQQU% — 2byvy — 2byvg = 2c.
Deoarece A este pozitiv definitd, rezulta ca

ailr a2
a1 a2

0= > 0,

deci 1.8 reprezintd o elipsa.

Fie vp un vector de probd oarecare gi ¢ = F(vp). Ecuatia F(v) = ¢ reprezintd
o elipsd gi v = vy apartine acestei elipse. Deoarece rg = grad F(vg), rezultd c& 7o
este perpendicular pe tangenta in v = v la elipsd. Directia p; o alegem astfel incéat
sd nu fie perpendiculard pe r¢. Fie v1 = vg + tminp1 si fie ¢1 = F(v1).

Punctul v = v; apartine elipsei F'(v) = ¢; si de aemenea apartine dreptei care
trece prin vg si are directia p;. Fie 71 = Avy —b. Din Observatia 1 avem ca r; este
perpendicular pe directia p;. Pe de altd parte, r; = grad F'(v;) este perpendicular
pe tangenta in v = v la elipsa F(v) = c¢;. Rezultd cd v = v; este punctul de
tangentd la elipsa F'(v) = ¢; al dreptei care trece prin vg si are directia p;.

2. METODA RELAXARII SIMPLE

Este o metoda specificd mai ales calculelor de mana, avand o semnificatie istorica.

Fie v un vector de probi oarecare si fie r = Av—>b vectorul rezidual corespunzator.

Daca |rj| = max |r;| , atunci alegem p = e;, unde e; = (0, ...,0,1,0, ...,0)7. Rezulta
sStsn

(2.1) PP Y ) B si

(Ap, p) aj;

l
v

rj
v+ 2‘;minp =V —- —¢€y
ajj
Pe componente avem:
v;, dacd i # j
! T
(2:2) Vi = v; — —L dacii=j.
ajj

Tj . .
De asemenea vom avea r’ = Av' —b =r — —L Ae; si mai departe

ajj

7
/o J

'I"l =71 — 7a1j
jj

(2.3) r. =0

T
r_ J

Tn =Tn — ;a’nj
73




1 r
AF = F(v) - F(v') = —-— <0,
2 a;;
ceea ce asigura convergenta metodei. Desi convergenta este asigurata, experientele
numerice aratd cd aceasta este foarte lentd. Convergenta este imbunatatita daca

matricea A este tare diagonal dominata.

—x1+0.229 +0.223+0.6 =0

Exemplul 1. 021 — 22 +0.223+0.5=0
0221 +0.229 —23+0.4=0
0 0.6
Daci alegem v = | 0 |, atunci v = | 0.5 | si max{r% 7"2 ,T 1)}
0 0.4
rgl) = 0.6.
1 (1) (1)
Asadarpr =e; = | 0 |, 0@ =M — L ¢ 4ir? =0 _ L ge,.
0 ail ail

Pe componente avem:

o = 0.6 (¥ =0.124
(3)*062 : =0
v =0 (3) = 0.644
rés) = maux{?“1 ,rég’), 7‘§3)} = 0.644.
Rezulta
) r®
by = es= | 0| 0@ =@ T8 g @ ) T8 g
1 ass3 a33
oY = 0.6 ri = 0.2528
oY =062 rg@ —0.1288 etc.
ol = 0.644 rP =0

Algoritmul MATLAB pentru metoda relaxarii simple

cle
% Introducere A, matricea coeficientilor
% Introducere b, vectorul termenilor liberi
n=size(A);
z=zeros(n,1);
r=A*z-b;
eps=input(’Dati ordinul erorii, eps=’)
1=0;
while(norm(r,inf)>eps)

1=1+1

p=zeros(n,1);

for j=1n

s(j)=norm(r(j));

end



[C.I] = max(s)

p(1)=1

t=-r(I)/A(LI)

r=x+t*p

r=A*z-b
end
disp(’Solutia sistemului prin metoda relazarii simple’)
x
forintf(\neste obtinuta la pasul %g.\n’,i)
disp(’Verificare’)
A*x

3. METODA DEPLASARILOR SUCCESIVE (GAUSS-SIEDEL)

In metoda deplasarilor succesive, directia de relaxare urmeaza ciclic directiile
€1, €3, ..., €y, indiferent de reziduurile respective, dupé care ciclul se reia. Pentru
simplificare presupunem ca avem sistemul

a11x1 + a1222 + a13x3 — by =0
a2171 + a202 + agzwz — by =0
az1T1 + ase®2 + aszws — bz =0

1

Fie v(®) vectorul de probi initial si fie p’ = e; = | 0 | . Conform formulei 2.1
0

0
rezulti v’ = v(®©) — ¢ iar pe componente
ail

1

’Ul1 = ng) — 766 (auvio) + algvéo) + algvéo) — bl)
11

(0)

A
vh = v% )
! 0
V3 = Uy
0
In continuare alegem directia de relaxare p” = e = | 1 | si obtinem vectorul
0
v” de componente
o =
n_ ,(0) 1 ’ / /
vy = vy — P (ag1v] + a22v) + ag3vh — ba)
22
o = U(O)
3 = Vs
0
In sfarsit, pentru directia de relaxare p’”/ = e3 = | 0 |, obtinem vectorul v’
1
de componente
,Uill — ,U/1/
,Ué// — ,U/2/

n . (0) 1 1" " "
v§ = vy — . (ag1v) + az2vy + assvy — bs)
33



Dup# incheierea acestui ciclu, vectorul gisit va fi notat cu v(*) si va avea com-
ponentele:

1 ai2 (o a1z (o by
vg):U/l//:_ U;)— Ué)+
a11 a11 6?)11
1 a21 (1 a23 (0 2
(3.1) vé ) — v’z” = ——vg ) _ —vé ) + —
a99 22 a22
o g — 931 () 882 1) b3
3 3 ass ' asz °  ass

Efectuand calculele obtinem:

au?}%l) + algvéo) + algvéo) =b

(121’1)9) + (122’1)51) + azgvéo) = bg

(13111%1) + (1321151) + (133U§1) = b3

In general, pentru un sistem de n ecuatii, dupa m + 1 cicluri se obtine vectorul
v(m+1D) care verificil ecuatiile:

a11”§m+1) + (112U§m) + algvém) + ...+ alnvﬁlmﬂ) =b
(3.2) a21”§m+1) + a2271§m+1) + a23v§m) Tt agno™ = by
an1v§m“) + an2vém+1) + angvémﬂ) + o+ annw(LmH) —b,

Observatia 2. Formulele (3.2) se regdsesc i in cursul anterior, la metoda Gauss-
Siedel.

Daca notam cu

e}
o
o
S

a1 0 0 0 a(1)1 aO 8
E—| a1 azx 0 0 F—ETsD= .22 |
ap1 Qp2 Gp3z ... 0O 0 0 vee Qnpn

atunci matricea A admite descompunerea A = F + D + F si sirul de vectori v(™)
verificd relatia matriceald

(3.3) (D + E)o™tD) 4 fy(m) = p,

de unde rezulta

(3.4) o™t = (D 4+ E) " 'Fo™ 4+ (D + E)'b.
In sfarsit, notand

(3.5) M=—(D+E)'Fsic=(D+E) ",

obtinem procesul iterativ

(3.6) pMFD = My 4oc,



Exemplul 2.
2 -1 0 0 2 0 0 0
-1 3 -1 0 -1 3 0 0
4 = 0 -1 3 -1|° PFE={ ¢ 1 3 ol
0 0 -1 2 0 0 -1 2
18 0 0 0 0 -1 0 0
1|16 12 0 0 0 0 -1 0
_1 _ . e
D+E)" = 2l 9 4 12 0> F=lo 0o o -1
1 2 3 18 0 0 0 0
0 18 0 0
110 6 12 0
_ -1 _ =
M = —(D+E) F_36 0 9 4 1
01 2 6
det(M —XI) = X\ oL
h 9 36/

Valorile proprii ale matricii M sunt Ay = 0.369, Ao = 0.077, A3 = 0, \y = 0. Raza
spectrala este p(M) = 0.369 < 1, deci procesul este convergent.

Teorema 2. Daca matricea A este simetrica §i pozitiv definita, procesul iterativ
Gauss-Siedel este convergent.

Demonstratia se bazeaza pe faptul cd dacd matricea A este simetricd si pozitiv
definitd, atunci p(M) < 1, deci procesul iterativ este convergent.

4. METODA SUPRARELAXARII

Pentru sisteme mari de ecuatii, procesul iterativ Gauss-Siedel converge lent,
deoarece raza spectrald p(M) este in vecindtatea lui 1. Metoda suprarelaxarii este
o generalizare a metodei Gauss-Siedel, care constd in introducerea unui parametru
w in vederea accelerdrii convergentei. Ca gi la metoda Gauss-Siedel, directia de
relaxare urmeaza ciclic directiile ey, es, ..., e,, dar se inlocuieste i, cu t = wWiyin-
Exemplificim metoda pe cazul particular al unui sistem de trei ecuatii. Fie v(©)
vectorul de proba initial. Dupa un ciclu in care directia de relaxare urmeaza succesiv
directiile e1, e, e obtinem vectorul v!) de componente:

v%l) = vﬁo) _ Y (allvgo) + algvg)) + algvéo) — b1>

ail

(4.1) vél) = véo) — a& (a21v§1) + a22véo) + a23v§0) - 52)
22
W

vgl) = véo) — 7@33 (a:;w%” + agzvél) + a33U§0) - b2>

Dacd w = 1, obtinem din nou formulele (3.1). Dup& efectuarea calculelor rezulta:

W_lallvgl) +01- w‘l)a11v§°) + amvéo) + CL13U§O) =b

(4.2) aglvgl) + wilaggvél) +(1- w’l)azgvg)) + azgvéo) =by
CL31U§1) + aggvél) + wilagg’l}él) + (1 — wil)aggvéo) = b3

Dacd introducem notatiile

0 0 0 ail 0 0
E=|ay 0 0|,D=| 0 ayp 0 | siF=EFT,
az1 azz O 0 0 ass



relatiile (4.2) iau forma matriceald
(4.3) (E+w D)W + [F+ (1 —w H)Dw® =b.
In general, pentru un sistem de n ecuatii, sirul de vectori v("™) satisface relatia:
(4.4) (E+w ' D)™ 4 [F+ (1 —w H)DJp™ =0b.
In continuare avem
o) = (B4 w D) HF + (1 —w HDw™ + (B +w D) .
Notam cu
(4.5) { Mw) = —(Eer’lD):lgF tgl—w*I)D]
c(w)=(E+w D)~ 'b.
Obtinem astfel procesul iterativ
(4.6) M) = M(w)o™ + ¢(w).

Pentru w = 1 obtinem algoritmul Gauss-Siedel. Parametrul optim, wgp, va fi
acela pentru care raza spectrald a matricii M (w) va fi minimd. Evident, pentru
acest parametru se obtine cea mai rapida convergenta.

Se poate demonstra urméitoarea teorema.

Teorema 3. Dacd matricea A este simetrica gi pozitiv definitd, metoda suprarelaxarii
este convergenta pentru orice 0 < w < 2.

In particular, rezulti c& metoda Gauss-Siedel este convergentd daci A este si-
metricd si pozitiv definitd, deoarece corespunde cazului particular w = 1.

Determinarea parametrului optim, wepe, este posibila in cazul matricilor bloc
tridiagonale.

Definitia 1. O matrice A se numegte bloc tridiagonald daca are urmatoarea
structura:

Dy F, 0 0 0
Ey Dy F» O 0
0 FE; D3 F3 0
0 0 FE3 Dy

A =

0 0 D7)’L—2 F7rL—2 0
0 O Em—2 Dm—l Fm—l
0 0 0 Em—l -Dm

unde D; sunt matrici patratice de diferite ordine, Ey, gi Fy sunt, in general, matrici
dreptunghiulare: Fy are acelagi numar de linii ca matricea Dy, gi acelasi numdr de
coloane ca matricea Dy41, Ey are acelasi numar de linii cu Dy §t acelagt numar
de coloane cu Dy,. In afara matricilor care intrd in bandd, restul elementelor sunt
nule. Daca, tn plus, matricile D; sunt diagonale, matricea A se numeste diagonal
bloc tridiagonala.

Prezentam de asemenea fara demonstratie urméatoarea teorema.
Teorema 4. Fie A o matrice simetrica, pozitiv definita si diagonal tridiagonald.

T44/1-X2

Atunci parametrul optim de relazare este dat de relatio wopr = , unde

A1 este cea mai mare valoare proprie a matricii —D~Y(E + F).



Exemplul 3. Fie matricea diagonal bloc tridiagonald

2 -1 0 0
-1 3 -1 0

A4 =19 1 3

0o -1 0 0 2 0 00
-1 0 -1 0 0 3 00
ExE =149 1 0 1P o030
| 0 0 -1 0 | 00 0 2
[ 0 1 0 0 ]
2
1 1
- 0 - 0
-DYE+F) = 3 1 3 1
0 - 0 =
3 1 3
0 0 - O
L 2 J
FEcuatia caracteristica este
1
-2 = 0 0
1 2 1
- =X = 0
3 1 3 1 =0
0 D W
3 3
0 0 1 -2
2
4+ /7
adicd 36)* + 1602 + 1 = 0. Rezultd \; = + 18\f $i A1 & 0.6076. Parametrul
2
optim de relazare wopy = ——————= = 1.115.

14+4/1— 2

Algoritmul MATLAB pentru metoda suprarelaxdrii

cle

% Introducere A, matricea coeficientilor
% Introducere b, vectorul termenilor liberi
n=size(A);

D=diag(diag(A))

E=tril(A)-D

F=E’

T=-inv(D)*(E+F)

v=eig(T)

ro=maz(v)

omega=2/(1+sqrt(1-ro"2))
M=-inv(E+1/omega*D)*(F+(1-1/0omega)*D)
c=inv(E+1/omega*D)*b

x=zeros(n,1);

r=A*z-b

eps=input(’Dati ordinul erorii, eps=’)
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i=0:
while(norm(r,inf )>eps)

i

r=M*z+c

r=A*z-b
end
disp(’Solutia sistemului prin metoda suprarelazarii’)
x
forintf(\neste obtinuta la pasul %g.\n’,i)
disp(’Verificare’)
A*



