LABORATOR 6 - METODA GRADIENTILOR CONJUGATI.
METODA CELOR MAI MICI PATRATE

1. METODA GRADIENTILOR CONJUGATI

Metoda gradientilor conjugati face parte din clasa metodelor de relaxare, ca
urmare se aplica principiile generale studiate in cursul anterior. Fie deci sistemul
Az = b, unde A este simetrica si pozitiv definita.

Definitia 1. Spunem ca directiile p si q sunt directit conjugate in raport cu
matricea A daca (Ap,q) = (p, Ag) = 0.

Fie v(® un vector de prob# si 7(9) = Av(9) —p vectorul rezidual corespunzitor. La
metoda gradientilor conjugati pentru rezolvarea sistemului Az = b, prima directie
de relaxare se alege p(") = —r(9)_ In continuare avem:

(O pMY (0 O

(113) tmin = <Ap(1)7p(1)> = <Ap(1),p(1)>’
(1.1b) v = pO® g pM)
unde
(0) (1)
(12) q1 = tmin = — <T P >

ApD M)y
{Ap), p(M))

Valoarea minim# a functiei F' = F(v), cand v parcurge dreapta ce trece prin v(°)
si are directia p(t) = —r(9) este realizatd in vV, Fie

r) = grad F(oM) = Ao — b,

Din Observatia 1 din cursul anterior rezulta ca
(1.3) (r®,p0) = = (0,50 =,

Urmitoarea directie de relaxare p(® se alege de forma p?) = —r() 4+ ¢;p(M) i in
plus s& fie conjugatd directiei p(!) in raport cu A.
Asadar, avem:

0= <Ap(2)’p<1)> _ <p<2>,Ap<1>> _ <r(1)’ Ap(1)> o <Ap<1)’p<1>> ’
de unde rezulta
(r®, Apm)

(14) Cc1 — W

Avem de asemenea

(1.5) v @ =@ 4p p@ =) - TP
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In general, pentru orice k > 2 obtinem
<T(k_1)’Ap(k:_1)>
<Ap(k*1) , p(k*1)> ’
(1.7) p®) = D g pkD)
(rE=D), p))
~ (Ap®) p®))”
(19) o0 = D g
Metoda gradientilor conjugati este definiti de formulele (1.6)-(1.9). In continuare

prezentam unele simplificiri si proprietdti suplimentare.
Deoarece r#~1) este ortogonal pe directia p*~1) rezults

<T(k—1>7p(k)> - <,,<k—1>’ (k1) ck,1p<k—1>> - <r(k_1)7r(k_1)>

(16) Cl—1 =

(1.8) @ =

si deci
<7,.(k:71), r(k71)>

RGNS
(Ap), p(k))

(1.10) qk =

Pe de altd parte, din (1.9) avem
r®) = Ap®) —p = AvED b4 g A = =D gy Ap(),

Obtinem deci urmatoarea relatie de recurenta:

(1.11) P8 = (=) g A0,
Observam c&

(1.12) <r(k),r(k_1)> = 0.

Intr-adevir, din (1.11) rezults

(1.13) <r(k),r(k_1)> = <7“(k_1), T(k_1)> + qk <T(k_1),Ap(k)> .

Pe de altd parte, tinand seama de (1.7) si (1.10) si de faptul c& p®) si p*=1) sunt
A-conjugate, avem
(1.14)

qk <r(k71)’Ap(k)> _ <T,(k71)7r(k,1)

Din (1.13) si (1.14) rezulta (1.12).

Deoarece Ap*) oricum trebuie calculat, rezultd ci vectorul rezidual r*) se va
calcula din relatia de recurentd (1.11) si nu prin inlocuirea directd a lui v®) in
expresia Av = b.

In continuare vom stabili o altd formuld pentru coeficientul c;_;. Din (1.11) si
(1.12) rezultd

<r(k71)’Ap(k71)> _ <T(k1)’ 1 (T(k—l) _r(kQ))> _ 1 <r(k71),r(k71)>.
qk—1 qk—1

<T(k_1),Ap(k)>
> <Ap(k), —p(k=1) 4 Ck71p(k71)>

- <r<’f*1>,r<k*1>>.

Tinand seama de (1.6) gi (1.10) obtinem
B _ </r(k_1)7Ap(k_1)> _ <7"(k_1)"r(k_1)>
k1= (AptE=D) p=1)) ~ (p(k=2) p(E-2))"




Are loc urmé&torul rezultat:

Teorema 1. La metoda gradientilor conjugati directiile de relazare p*) k= 1,2, ...
sunt conjugate doud cdte doud in raport cu matricea A, iar vectorii reziduali r®  k =
0,1, ... sunt ortogonali doi cdte dos.

Demonstratie. Demonstratia se face prin inductie dupd k. Pentru k£ = 1 avem
<r(1),r(0)> = 0 din (1.3), iar pentru prima afirmatie nu avem ce arita. Ipoteza
inductiva este:

(1.15) <r(“,r(j)> = 0, pentrui #7,0<i,j<k

(1.16) <p(i),Ap(j)> = 0, pentrui #j,1<i,j < k.
Trebuie s& ardtam ci

(1.17) <r(k+1),7«(j)> — 0, pentru 0 < j < k

(1.18) <p(’““),Ap(j)> = 0, pentru 1< j < k.

Daci j = k, atunci (p*+1), Ap(®)) = (Ap+1) pk)) = 0 deoarece p*+1) si p(k)
sunt A-conjugate. Fie 1 < j < k; atunci folosind (1.16)

<p<k+1>7Ap<j>> — <—r(k) n ck,1p<k>,Ap<j>> — <_T<k>7Ap<j)>,

. 1 ) . .
Dar Ap\) = —(r@) — rU-1) & din (1.15) obtinem <p(k+1),Ap(3)> = 0. Am
q;
demonstrat (1.18).

Pentru j = k, (1.17) este adevératd din (1.12). Fie 0 < j < k. Din (1.11) si
(1.15) rezulta

<T<k+1>’r<j>> _ <7’(k) i qk+1Ap<’<+1),r<i>> = Gor1 <Ap<k+1>, T<j>>
S <Ap(k+1)’ _pUth cjp(j)> )

Folosind relatia (1.18) si faptul ¢ A este simetricd, rezultd <r(k+1), r(j)> =0si
cu aceasta teorema este demonstrata. [

Din Teorema 1 rezultd ci vectorii reziduali (%) sunt ortogonali doi cate doi
si deci liniar independenti dacd sunt nenuli. Cum nu pot exista decat cel mult n
vectori liniar independenti, rezultd ca teoretic ar trebui sa obtinem solutia exacta
in cel mult n pasi. In practici nu se realizeazd acest lucru din cauza erorilor de
calcul care intervin si care fac ca vectorii (*) si nu formeze un sistem ortogonal.
In concluzie, se continug calculul lui 7*) pani devine foarte mic sau nul, deoarece
valoarea functiei patratice F'(v) se micgoreaza la fiecare pas.

Metoda gradientilor conjugati se dovedegte foarte utild pentru sistemele in care
matricea A are multe zerouri gi fiecare ecuatie are o anumitd regularitate interns.
Astfel de sisteme apar in procesul de discretizare a problemei la limita a ecuatiilor
cu derivate partiale de tip eliptic.

Algoritmul MATLAB pentru metoda gradientilor conjugati

cle
% Introducere A,b,n



x=zeros(n,1);
r=A*z-b;
fori=1:n
i
if (i==1)
p=-T
else
c=(r"*A%p)/(p*A%p)
p=-r4c*p
end
q=(r"*r)/(p"*A*p)
T=1+q%p
r=r+q*A*p
end
disp(’Solutia aproximativa a sistemului prin metoda gradientilor conjugati’)
T
forintf(*\neste obtinuta la pasul %g.\n’,i);
disp(’Verificare’)
A*x

2. METODA CELOR MAI MICI PATRATE

In procesul de prelucrare a datelor, apar sisteme de ecuatii supradimensionate gi
subdimensionate. Aborddm pentru inceput problema sistemelor supradimension-
ate. Fie sistemul:

a1121 + ... + a1pTy = by
(2.1) ,m > n.
Am1X1 + oo + Ty, = b,
Evident, un asemenea sistem este posibil sa nu aiba solutie. Fie

1
T2

(2.2) r=Az—b=
T'm
vectorul rezidual, unde
i =11+ .. + QinTp,t =1,...,m.
Consideram functia patratica:
(2.3) f@) = f(z1, ) = (r,r) =73 + 75 + ..+ 72

Definitia 2. Se numeste solutie in sensul celor mai mici patrate a sistemului
(2.1) acel vector x* pentru care functia (2.3) are valoarea minima.

Dacd minger» f(z) = f(z*) = 0, atunci r;(z*) = 0, pentru orice i = 1,...,m.
Rezulti cd sistemul (2.1) este compatibil gi x = x* este solutia sa exacta.

In general, sistemul (2.1) nu este compatibil si mingeg~ f(z) = f(x*) > 0, iar
x = x* este un substitut pentru solutia sistemului si anume solutia in sensul celor
mai mici patrate.



Functia f se poate pune sub forma
(24)  f(z) = (ryr)y=(Az—0b, Az —b) = (Az, Ax) — 2 (Az,b) + (b, b)
(AT Az, z) —2(ATb,z) + (b,b).

Teorema 2. Dacid rang(A) = n, atunci sistemul (2.1) admite o unicd solutie in
sensul celor mai mici patrate gi aceasta este solutia (unicd) a sistemului

(2.5) AT Az = ATb.
Sistemul (2.5) se numeste sistemul normal al lui Gauss.

Demonstratie. Punctele de extrem ale functiei f se gdsesc printre punctele critice,
adica grad f(wg) = 0 daci x( este punct de extrem, echivalent AT Azg — ATbh = 0.
Cum rang(A) = rang(AT) = rang(AT A) = n, obtinem ci sistemul (2.5) admite o
unica solutie z*, care este punct critic pentru f.
Matricea B = AT A este simetricd si semipozitiv definitd. Dacd presupunem ci
(Bz,z) = 0, obtinem (Axz, Az) = 0, deci Az = 0. Cum rang(4) = n < m, avem
n n

x = 0, deci B este pozitiv definiti. Deoarece d*f(z) = QZZbijdxidxj7 pentru
i=1j=1

orice x, obtinem c& diferentiala de ordinul doi este pozitiv definita, deci unicul

punct critic z* este punct de minim pentru f. (Il

Agadar, in ipoteza rang(A) = n, solutia sistemului (2.1), in sensul celor mai
mici patrate, este unicd si este solutia sistemului (2.5). Acest sistem este simetric
si pozitiv definit, agadar se rezolva prin metoda Cholesky sau una din metodele de
relaxare.

Observatia 1. Solutia sistemului (2.5) este x* = (AT A)"LATb. Matricea P =
(AT A)7LAT se numeste pseudoinversa matricii (dreptunghiulare) A. Daci A este
patraticd, obtinem P = A1 (AT)"'AT = A=1) deci notiunea de pseudoinversd
generalizeazd notiunea de matrice inversa pentru matrici dreptunghiulare.

Exemplul 1. Dreapta de regresie
Sa presupunem cd vrem sa gasim o dreaptd y = mx + n care sa treacd prin
punctele
Ml (Oa 0)7 M2(27 1)a M3(57 3)7 M4(87 5)5 M5(1Oa 6)

Se obtine astfel sistemul

0O-m+n=20
2-m+n=1
(2.6) 5-m+n=3
8 m+n=>5
100-m+n=6

Sistemul (2.6) este supradimensionat si incompatibil. Avem:

0 1 0
2 1 1
A=| 5 1 |,b=|3|,B=ATA= 193 25 JATh = ur
25 5 15
8 1 5
10 1 6




Fcuatiile normale ale lui Gauss sunt:
{ 193m + 25n = 117

2%5m + 5n = 15
Soluti ta est 21 3 d: ta d ) t 21 3
olulLra exacta este m = —.,.n = ——., 1ar dreapta ae regresie este = —r— —.

¢ 30 34 P g Y= 34" " 34

Aceasta dreapta nu trece prin punctele M;, dar este acea dreapta din plan care trece
(intr-un anume sens) cel mai aproape de aceste puncte.

Sistemele subdimensionate apar in probleme legate de ajustarea datelor. S&
presupunem cd masurand n cantitati x1,zs, ..., , gisim valorile Iy, (s, ...,1,. Pe de
altd parte, necunoscutele 1, zs, ..., €, satisfac anumite ecuatii, si anume:

ai1Ty1 + ... + a1y, = b1

(2.7) ,m < n.

Am1T1 + oo+ G Tp = by
Datorita lipsei de acuratete a masuratorilor se pune conditia ca sumele patratelor

n
corectiilor g (I; — z;)? si fie minimd. Se obtine astfel o problem# de extrem cu

i=1
legaturi.

Exemplul 2. Sa presupunem ci masurand unghiurile unui triunghi 1, xq, r3 gdsim
valorile 1y, 1o, l3. Evident avem legdtura x1 + xo2 + x3 = w. Impunem conditia ca
abaterile datorate impreciziei masuratorilor si fie cat mai mici, deci (x1 — I1)% +
(wg — I2)% + (w3 — 13)? sd fie minima.

Revenind la cazul general, se pune problema sa determindm n necunoscute
x1,Ta, ..., T, care satisfac legdturile (2.7) si care minimizeaza functia:
F@1y e zn) = (21— 1)? 4 o+ (0 — 1)
Consideram functia auxiliara
B(T1, oy Ty AL s A) = (@1 — 1) 4 o+ (2 — 1)
+A1(a1121 + ... + a1pTy — b1)
+ooo F Am(@mizr + oo+ Gmnn — bin)-
Punctele critice ale functiei ® sunt date de sistemul
2(x1 — 1) + (a1 A1 + oo + @1 Am) =0

2(xy —1n) + (a1p A1 + oo + @A) =0

2.
( 8) a111 +...+a1nxn—b1 =0

11+ oo F Gy, — by =0

Daci notam [ = [ly, ...,lm]T siA=[Ag, .., )\m]T, atunci sistemul 2.8 se scrie sub
forma matricealé:

(2.9) r = %AT/\ +1
(2.10) Az = b
Inlocuind (2.9) in (2.10) obtinem sistemul:

(2.11) %AATA =b— Al
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Daci rang(A) = m, atunci rang(AT A) = m si sistemul (2.11) are solutie unici.
Mai mult, matricea AAT este patraticsi, simetrics si pozitiv definitd, deci rezolvarea
sistemului (2.11) se poate face cu metoda Cholesky sau cu una din metodele de
relaxare. Rezolvand sistemul (2.11) obtinem multiplicatorii Lagrange Ay, ..., A,
iar din relatia x = %AT)\ + [ determindm punctul de minim conditionat al functiei
f (cum d?® = 2(dz? + ... + dz2) > 0 rezultd cd avem intr-adevir un punct de
minim).



