LABORATOR 7 - SISTEME DE ECUATII NELINIARE. METODA
APROXIMATIILOR SUCCESIVE

1. SISTEME DE ECUATII NELINIARE

In acest curs vom aborda problema rezolvarii numerice a ecuatiilor si a sistemelor
de ecuatii neliniare.
Consideram pentru inceput sistemul de ecuatii:

fi(z1, 29, 2n) =0
(1.1) )
fo(x1,29, . xy) =0

im care cel putin una din functiile f;, i« = 1, n nu este liniard. Sub forma vectoriala
sistemul se scrie:

(1.2) F(z) =0,

unde x = (xlax% "'7xn)T §1 F(IL’) = (fl(xlax% "‘7xn)7 "'7fn(x131'2, "',mn))T'
Daci adundm x in ambii membri gi notdm cu G(z) = = + F(z), sistemul (1.2)
se poate pune sub forma echivalents

(1.3) z = G(z).
Evident, existd gi alte metode de a pune sistemul (1.2) sub forma echivalents
(1.3).
Example 1. Fie sistemul
(1.4) filzr,m9) =222 +22 -5=0
’ fg($1,$2)=1’1+2$2—3:0

Se observa ci prima ecualie nu este liniard. Acest sistem se poate pune sub
forma echivalenta

(1.5) { xy =227 + 23 — 5+ 21 = g1 (21, 22)

To =21 +3x9 — 3= gg(xl,xg)

Sistemul fiind foarte simplu se poate rezolva prin metoda substitutiei. Inlocuind
r1 = 3 — 2x5 in prima ecuatie obtinem
923 — 24x5 + 13 =0,

ecuatie care are radacinile

443
7
Asadar solutiile exacte ale sistemului sunt:

A (1—2\/3 4+\/§> §iM2<1+2\/§,4—\/§>.

T12 =

3 7 3 3 3
1
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Fie D = [1,2]x [2, 2] o vecinidtate a punctului My. In aceasti vecindtate sistemul
(1.4) se poate pune sub forma echivalenta

5—x
(1.6) { 1=

.TQZ%(

NIV

gi1(w1,22)
= 92($1,$2)

1)
Sistemele (1.5) si (1.6) sunt variante echivalente (de tipul (1.3)) ale sistemului
(1.4), in vecinatatea punctului M.

In continuare vom prezenta o metoda numericd de rezolvare aproximativa a

sistemelor neliniare.

2. METODA APROXIMATIILOR SUCCESIVE
Fie D C R™ o multime convexa, marginita si inchisa gi fie sistemul
x=G(z), z€D.

Presupunem de asemenea c& G € C'(D). In aceste conditii existd

dgi .
Mij = sup | == (2)|,i,7=1,n.
z€D |OZ;
Notam cu
mi1 mi2 e Manp
M =
Mp1 Mp2 ... Mpp

Theorem 1. Dacia G € C*(D),G(D) C D i |[M|, <1, atunci sistemul x = G(z)
admite o singurd solutie in domeniul D, care se determind cu metoda aprorimatiilor
succesive.

Proof. Fie x € D gi y € D oarecare. Din Teorema lui Lagrange pentru functii de
mai multe variabile, rezultd c& pentru orice i = 1, n, existé

& =x+0;(y—x), cub; €(0,1),
astfel incat
9i(x) —gily) = dg(&)(z —y)

= SR =)+t G (6@~ ).

Tinand seama ca

rezulta

l9:(z) — g:()] < mar|zr —yi] + oo+ M [T0 — Yal

n
[EE
j=1

IN
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si mai departe

16@) = Gl < max lo.(e) - gi(y)|
< -yl maxzm”—nx o 1M

1<i<n

Cum ||M||, <1, reyultd c&d aplicatia G : D — D este o contractie.

Conform teoremei de punct fix a lui Banach rezultd ci existd * € D, unic, astfel
incat z* = G(x*). Asadar z* etse solutia unicd a sistemului (1.3) din domeniul D.
Aceastd solutie se afli cu metoda aproximatiilor succesive. Fie 2(9) € D oarecare
si fie girul aproximatiilor succesive

25D = Gz, k e N.
Acest sir este convergent in R™ gi limita sa x* = klim 2(F) este solutia sistemului
— 00

(1.3) si deci a sistemului echivalent (1.1), respectiv (1.2). Teorema lui Banach ne
da si evaluarea erorii si anume

k
< Ml Hm(l) _m(O)H

(2.1) Hx(k) —zf|| <
oo T 1= [|M]

o0

O

Considersm din nou sistemul (1.4) din Exemplul 1. In domeniul D = [1,2] x

[1 ﬂ , acest sistem este echivalent cu sistemul

272
57x2
r1 =1/ 52 = g1(x1,22)
i
Ty =5(3— 951) g2(w1,72)
In acest domeniu, sistemul admite o singurd solutie, si anume

o1 = 1423 ~ 14880338
2y = 42/3 ~ 0.7559831

Deoarece z1 € [1,2] si z2 € [4, 2], rezulta

[T =
w0
|
&
=
W

Asadar, G(D) C D. In continuare avem

dg1 091 T2 992 1 0go
3z1(x) a$2( ) ,/10—-2x%’8$1(m) 2 8x2(x) ’
3 1
myr = Moy =0,ma = E,mmfia
3 . 29
M|l = M|, =—= <1lsi|[M]y=4/ <L

V22 44

Alegem :L'(lo) =1.5si xéo) = 1 (centrul dreptunghiului).
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Algoritmul MATLAB pentru metoda aprozimatiilor succesive

v=[1.5:1]
(1) =sart((50(2) 2)/2);
@(20):(3-13(1))/2;
e;s:mput( "Dati ordinul erorii, eps=’)
while(norm(z-z_v)>eps)
1=1+1
w1)=sqr((5-3(2) *2)/2);
2(2)=(3-x(1))/2;

end

disp(’Solutia prin metoda aproximatiilor succesive’)

T

forintf(\ncu ordinul de eroare %g\neste obtinuta la pasul %g.\n’,eps,i)

Se obtin urmatoarele valori pentru sirul aproximatiilor succesive:

Nrede 1 2 3 4 5 6
teratil

1 1.5 | 1.478397 | 1.486805 | 1.487877 | 1.488014 | 1.488031 | 1.488033 |
T2 1.0 | 0.760801 | 0.756597 | 0.756061 | 0.755992 | 0.755984 | 0.755983

In continuare prezentdm metoda aproximattilor succesive pentru o singuri ecuatie
neliniara.
Fie deci ecuatia
f(z) =0,z € [a,b].
Aceastd ecuatie se pune sub forma echivalenta
z=g(z),z € [a,D].

Din Teorema 1 rezulta ca daca

g€C'a,b],g:[a,b] — [a,b] si [|¢| = sup |¢'(z)] <1,

z€la,b
atunci ecuatia admite o singurd rad#cind in intervalul [a,b] si aceasta este x* =
lim z, unde
k—oo
Tr1 = g(wk), k €N,
iar zo € [a, b] este arbitrar.
Example 2. Fie ecuatia
2’ —2—02=0,z¢€[-0.3,-0.2].
Forma echivalenta este

r=2"—022¢€[-0.3,-0.2].
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Avem ¢’ = z* 5i ||¢'|| = 0.0405 < 1. Se poate alege o = —0.3. Sirul aprozimatiilor

succesive este
Tht1 = :1:2 —0.2
o = —03



