LABORATOR 8 - ECUATII SI SISTEME DE ECUATII
NELINIARE. METODA NEWTON-RAPHSON

1. METODA NEWTON-RAPHSON
Fie D C R™ o multime convexa, marginita gi inchisa si fie sistemul neliniar

filz1,29,...;x,) =0
(1.1)
fn(xla I2, axn) =0
Presupunem ci a = (v, ..., a,)T € D este o solutie izolatd a sistemului (1.1) si ci
z(0) = (xgo), vy a:SlO))T € D este un punct "apropiat" de « (adica Ha — m(O)H << 1).
Presupunem, de asemenea, ci functiile f;,4 = 1, n sunt de clasi C' pe D. In aceste
conditii, daci = € D se afli intr-o vecinitate suficient de mici a punctului (%)
avem:

fi(x) = fi(z D) + dfi () (z - 2), i=Tn.
Rezultd cd sistemul (1.1) se poate inlocui cu sistemul liniar "apropiat"

fi (2O +dfy (29) (2 —2@) =0
(1.2)
Fa(@®) + dfn(@@)(z — 2) = 0
Sub formé& vectoriald sistemul (1.2) se scrie:
(1.3) F(z) + dF (z0)(z — 2V) =0,

unde
F= (flaf?a "'afn)T §1 dF = (dfladf27--'7dfn)T-

Deoarece sistemul (1.3) este "apropiat" de sistemul (1.1), ne agteptdm ca solutia

sa, 21, s fie "apropiata" de solutia « a sistemului (1.1).
Asadar, (1) verifici relatia
F(z©) + dF (z©)(z® — 2@y = 0.
In continuare consideram sistemul liniar
F(zW) + dF(zM)(z —2W) =0
si ne agteptim ca solutia sa, z(?), s§ se "apropie" mai mult de «. Asadar, z(?
verificd relatia
F(zW) + dF(zW)(2® — 2V = 0.
In general, considersm sirul de vectori () cu proprietatea
(1.4) F(x(P)) + dF(x(p))(x(P“) _ x(p)) =0
si ne agteptim ca (z(P)) si conveargi la a.
Reamintim c& pentru orice a € D si orice h = (hy, ha, ..., hy)T € R™,

dF (a)(h) = Jr(a)h,
1



unde

Sha) .. B(a)
Jr(a) =
o 91 (a) 07 (a)
oxq Oxy,

este matricea jacobiand asociata lui F.
Pentru o functie f, daca existd, diferentiala de ordinul doi este data de formula:

ZZ 83: amJ @)dzidy;.

Reamintim, de asemenea, formula lui Taylor pentru functii de mai multe vari-
abile: consideram A C R™ o multime deschisa si convexd, f : A — R o functie
de clasd C?(A) si # € A. Atunci pentru orice z € A existi £ € {z € A | 2 =
Ox + (1 —0)z,0 € (0,1)} astfel incat:

F(@) = F@) + df @)~ 2) + dFEO) — 7, 7).

Presupunand cd Jp(«) este nesingulard, atunci, din continuitate, rezultd c8 ex-
istd o vecindtate V' a punctului « astfel incat Jp(z) este nesingulard pentru orice
x € V. In aceastd conditie, din (1.4) rezultd

(1.5) 2P+ — () _ Jp(x(p))*lF(x(p)), peN.

Teorema 1. Fie D C R™ o multime convexd, marginita si inchisa, o € D o solutie
izolata a sistemului F(x) =0 gi fie v > 0 astfel incat

B.(a) = {z ¢ R" | |l — af| <1} C D.

Presupunem ca:
(z) F S Cz(intD)

H < My, pentru orice © € B,(a);
(iii) Exista Mo

orice t,j, k =1, n.
Atunci sirul (zP)) definit de (1.5) are proprietatile:
(a) [z — o], < $n2My My [[2@) — |7
(b) Daca %n2M1M2 Hw(o) —ozHOO < 1, atunci sirul (zP)) este convergent si

( )’ < Mo, pentru orice x € B.(a) i

lim 2P = a.
p—00

Demonstratie. Aplicidm formula lui Taylor pentru functiile f;, si pentru z = 2P,z =
o. Rezultd ci pentru orice &k = 1,7 si pentru orice p € N existd un punct f;cp) pe
segmentul deschis de dreapti de capete z(P) si « astfel incat

i) = F@®) = i) e = ) + S (el o — 2, 00— 20)

Tinand seama ca

d? fi. (€ ZZ 8% 833] P)dzd,,

i=1j5=1



si de ipoteza (ii7), avem c&

fu(@) — f(2®) — dfy(2®)(a — x(p))‘ < P ‘a _ m;_p)
i=1j=1
< anMg H @ Vk=T,n
In continuare, avem
HF(a) ~ F(z®) — dF (@) (o — x@))H
(1.6) = max [fu(@) — f@?) ~ dfi(a) (@ - 2®)|
k=1n
1 2
< §n2Mg ‘ oa—g? H
Pe de altd parte, F(a) = 0 si din (1.4) rezulta
(1.7) —F(z®) 4+ dF () (2P) = dF (z®))(zPD).
Din (1.6) si (1.7) rezulta
Hdp(x@))(x(pm _ a)H < —n2M, HO‘ _ m(p)H
sau, echivalent,
1 2
HJF(JC@))(x(pH) _ O‘)H < —n2M, HO‘ _ 2@ H
o0 2 (o)
In sfarsit, tinand seama si de ipoteza (i), avem
Hx<p+1) _ O‘H _ HJF(Q;(P))—1JF($(P))($(I)+1) _ a)H
< HJF(w(p))*lH HJF(JC(p))(SU(pH) — a)H
1 2
< M1§n2M2 Ha — 2@

Agadar, am demonstrat afirmatia (a).

Daca notdm cu ¢ = $n*M; M,, din (a) rezulta
2
(1.8) Hx(p“) —aH < cHa—x(p)
Particularizand indicele p, obtinem succesiv
2
Hx(l) - < clla—2z©®
2 4
Hx(g) -« < clla—2zWM <c Ha—x(O)H
- > s
Hx(‘n’) -« < c a—z® < c7Ha—x(O)H
2 r_q 0 1 0)
Hx(pﬂ) — < clla—zP| < Ha—x( )H f(cHa—x( H
00 [eS) c

Daci c Hx(o) — oz”oo < 1, atunci lim Hx(p‘H) — aHOO = 0, deci (2(P)) este convergent
p—00

si lim () = . Cu aceasta teorema este demonstarta.
p— 00
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Exemplul 1. Reluam sistemul din cursul anterior

(1.9) filz1,29) =223 +23 —-5=0
’ fQ(LEl,SCg):I’1+2I2*3:0

In domeniul D = [1,2] x [%, 3] sistemul admite o singurd solutie si anume
o1 = 123 ~ 14880338
g = 423 ~ 0.7559831

Consideram

2 4z, 2z 3 6
0 _ . _ 1 2 |, 2 _
x - |:§:|,JF(Z'17.'I}2)—|: 1 ) :|7JF(271> |:1
3 \7! 4 1 33 1 33
J — 1 = 2 7 M —_, — = — —_, = =
SEORENE S EICHETEE)
Conform (1.5) avem:
o] [
o
Se continud in mod analog, avdnd in vedere ca

1 1 _ T2
- 4z —x 4x1—x
Jr(@) ™t = I R

_2(4w1—w2) 2(4x1—x2)

DO W
-

S leaoleo
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| — |
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13
Z1 S [1,2],372 S |:2a 2:| )

_ 1+ 29 1+ 4z, 9
J 1 H = ; < —.
H F(x) e} maX{4:E1 — X9 2(4$1 —$2)} -5
Asadar, putem lua My = %. Apoi
> f > h O fi
- 4 —0- — 9.
8z% (:E) 785E18£C2 :C) ’ 8x§ (-’17) ’
fs 0% f2 0% fo
Deci, putem alege My = 4. Avem in continuare
20 = [ 5] an| 1488 ( 2©® aH ~ max{0.012, 0.005} = 0.012
I N R VG oo T
1 9

Q

1
SnA MMy Hx@) —aH 54z 40012 =01728 < 1.

o0 2
Prezentam in continuare algoritmul MATLAB pentru rezolvarea acestui sistem:

cle
format short
z=[3/2:3/4]
f=[2%x(1) " 2+x(2) 2-5;2(1)+2%2(2)-5]
eps=input(’Dati ordinul erorii, eps=’)
1=0
while(norm(f,inf )>eps)
1=1+1



‘](171):4 *37(1),
J(1,2)=2%x(2);
J(2,1)=1;
J(2,2)=2;
z=x-inv(J)*f
f=[2%x(1) ~2+x(2) ~2-5;x(1)+2%x(2)-3]
end
disp(’Solutia prin metoda Newton-Raphson este’)
T
forintf(\nsi are ordinul de eroare %e.\n’;eps)

Inconvenientul major al metodei Newton-Raphson consta in faptul ca necesita
calcularea la fiecare pas a lui Jp(z(?))~1. Din motive de continuitate, putem pre-
supune cd intr-o vecinitate destul de micd a punctului 2(*) avem Jp(2®)~! =
Jr(z(®)~1. Se obtine astfel metoda lui ewton modificata:

{ Pt = @) — Jp(2O)"1F@®), peN

(1.10) 2 — 20

Observi c& v = 2| dar in general v(?) # z(®) pentru p > 1. L. Kantorovich a
studiat metoda Newton modificatd si a dat conditii suficiente care asigurd conver-
genta algoritmului (1.10).

In continuare vom studia metoda Newton-Raphson pentru o singuri ecuatie
neliniara. Fie agadar ecuatia neliniara

(1.11) f(z)=0, x€]la,bl.

Presupunem ci ecuatia (1.11) admite o singurad rdddcind o € [a, b]. Algoritmul (1.5)
revine la:

_ _ f(wp)
(1.12) Tptl = Tp = p, PEN
xo € [a, b

Din punct de vedere geometric, x,11 reprezinta abscisa punctului in care tangenta la
graficul functiei f in punctul M, (z,, f(x,)) intalneste axa Ox. Intr-adevir, ecuatia
tangentei la grafic in punctul My (zg, f(xo)) este

y — f(zo) = f'(z0)(z — x0).

Fie 7 abscisa punctului in care aceastd tangenta intalneste axa Ox. Avem

0= f(z0) = f'(zo)(x1 — o)
si mai departe
Xr1 =Ty — f(xO)
f'(=o)’
adicd prima iteratie din (1.12).

Fiem; = inf |f/(z)|. Atunci putem lua M; = -1 Evident my = sup |f”(z)| =
z€[a,b] ! z€(a,b]

Ms. Algoritmul este convergent daca

1
§M1M2 |Oé — 1‘0‘ < 1.
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Exemplul 2. Consideram ecuatia f(z) = 23 —2x — 5 = 0,z € [2,3]. Ecuatia
admite o singurda radicing reald o in (2,3), deoarece f(2) = —1 < 0, f(3) = 16 >
0, f'(z) = 322 —2 > 0,Vz € (2,3). Algoritmul este

a:272wp75
(1.13) Tptl =Tp ~ “gm_g > PEN
To € (2,3).
Avem:
1
fl(z) = 32%2—2,M = l—o,f”(x) = 6z, My = 18,

1 1 1
- _ . —_.18<1
2M1M2‘C¥ 1’0| < 210 8 < 5

de unde convergenta sirului (zP)) definit de (1.13).



