LABORATOR 9 - VECTORI SI VALORI PROPRII.
INTERPOLAREA FUNCTIILOR

1. VECTORI SI VALORI PROPRII. METODA ROTATIILOR A LUI JACOBI

Fie A o matrice patraticd. Un vector x € R™ se numeste vector propriu in raport
cu A dacd = # 0 gi existd un numdr A (real sau complex) astfel incat Az = Az.
Numaérul A se numeste valoare proprie. Valorile proprii ale matricii A sunt rad&cinile
polinomului caracteristic P(A) = det(A — AI) si sunt invariante la transformarile de
similitudine ale lui A; acest lucru inseamné c& valorile proprii ale matricii A coincid
cu valorile proprii ale matricii C~! AC, oricare ar fi matricea nesingulara C.

Daca matricea A este simetricd, atunci valorile sale proprii sunt reale si exista o
bazi ortonormald formata din vectori proprii, deci cu proprietatea Av; = \jv;, i =
1,n, in raport cu care matricea A se reduce la forma diagonals

A 0 .0

0 X ... 0
D=

0 0 ... X\

Baza vq, ..., v, se poate alege astfel incat \; > Ay > ... > A,,. Daca, in plus, A
este si pozitiv definita, atunci \;y > Ay > ... > A, >0

Az, x
A= 14, :S‘;p< )

0 <£L‘,.’E> .

Fie V matricea de trecere de la baza canonica a spatiului R” la baza vq,...,v,.
Matricea V este ortogonals, si are loc relatia D = VT AV.

In practics, valorile proprii ale matricii A nu se rezolva rezolvand numeric ecuatia
caracteristica det(A — AI) = 0, deoarece rédécinile polinoamelor sunt foarte "sen-
sibile" la orice modificare a coeficientilor polinomului. Metoda recomandati este
sd se aducd, printr-un procedeu oarecare, matricea la forma diagonald si atunci
valorile proprii se determind global, ele fiind elementele de pe diagonala principala.
Se urmareste agadar ca prin transformari de similitudine, care nu modifica valorile
proprii, sd micgoram, eventual pana la anulare, elementele nediagonale ale matricii,
astfel ca in final si obtinem matricea diagonala.

1



Fie A o matrice simetricd. Metoda Jacobi constd in efectuarea unei suite de
transformari de similitudine ale matricii A utilizdnd cele mai simple matrici ortog-
onale netriviale (matricile de rotatie) de forma

1 0 O

0 1 0

0 ... .. —cosyp
0 .. .. —sing
0

Asadar, elementele matricii U sunt:

(1.2)

0

sinp ... .. 0
cose .. ... 0
0 1 0

0 0 1

uy; =1dacadi £ psii#q
Upp = COS P, Upg = SIN

Ugp =

u;; = 0, in rest

—sin @, ugq = cos

O asemenea matrice este ortogonald si reprezinta din punct de vedere geometric
o rotatie de unghi ¢ in planul determinat de directiile e, si ;. Notdm cu A’ = UT A
sicu A” = A'U = UTAU. In cazul particular n = 5,p = 2 si ¢ = 4, matricea A”

aratd astfel:

@12 COS aj2 sin ¢
a1 : a13 a1s
—a14 81N @ +a14 COS @
ag1 COS ¢ 422 cos” £ @23 COS ¢ (a —a )singo Q25 COS
21 €O Qa4 5in @ coS P+ 23 €O 22 44 25 COS
—ay41 SIn @ . —ay43SIn @ COS  + @94 COS2¢0  —ays Sin @
Qg4 SIN° Q
as32 COS @ as3s sin ¢
asi . ass ass
—Qas34 SN @ +as34 COS @
as1 sin @ (aga — aqq)sinp| agzsing azz sin” o+ ags sin @
21 22 44 23 Q014 $in 0 COS P+ 25
+a41 COS @ COS @ + a24COS2¢0 +ay43COS Y 2 +a45 COS @
a44 COS™
a2 COS a5 sin
as 52 €089 ass s2 MY ass
—Qap54 SN +as4 COS @

In general, elementele matricii A sunt:

(1.3)

aj; = a;j, dacd i #psii#q

: _ o

Api = Qpj COS P — Qg SN P ,
l o G

Qgj = Qpj SINQ + ag; COS @




iar cele ale matricii A” sunt:
a:; = a%j, dacd j #p §ij #q
(1.4) aj, = aj, CoS P — aj, singp

ip
o : /
Qjq = Qg SINQ + Ay, COS

iq

_ 2 . .2
an, = app cos2 © — 20pq COS PSINQ + agq sm2 ®
Qgq = Qpp SN~ @ + 20,4 cOS @ Sin @ + agq COS” @
apg = (App — Aqq) SIN P €OS P + apg cOS 2
a// — a//

(1.5)

Cum intentia noastrd este ca elementul nediagonal cel mai mare (in valoare
absolutd) sd se anuleze in urma rotatiei, vom alege liniile p si g astfel incat a,, sa
fie cel mai mare element (in valoare absolutd) de deasupra diagonalei principale si
vom pune conditia ca a;, = 0. Tinand seama de (1.5) rezulta

1
i(app — Gqq) SIN2¢ + apg cos2¢ =0

si mai departe

(1.6) ctg2p = Jaa— op,
2a,q
Agadar, unghiul de rotatie se afli din relatia (1.6). Introducem notatiile

2apq

1—tg?
Cum ctg2p = WM, din (1.6) si (1.7) rezultd t2 + 260 - t — 1 = 0. Rezolvand
14
aceasta ecuatie obtinem:

1
tho=—-0+V&F+1=— "
e 0+vV60*+1

Pentru a evita ca numitorul sa fie mic, ludm

1 d X 0 0
(1.8) t = O+sen(0)\/02+1’ acd 6 #
1, daci 6 =0

Conform unor calcule elementare de trigonometrie avem

_ _ 1
(1.9) CT Y E Vi
S =snp = e
Din (1.8) si (1.9) rezulta ci |t| < 1,¢ > \% |s] < 5 si deci cd
c { ™ ﬂ}
Pl

Dacs notdm cu S(B) suma patratelor elementelor nediagonale ale unei matrici
B oarecare, atunci din (1.3) si (1.4) un calcul direct ne conduce la relatia

S(A") = [S(A) —2a3,] + 24}
Agadar, dacd alegem unghiul de rotatie ¢ conform (1.8) si (1.9), rezulta
(1.10) an, =0 si deci S(A") = S(A) — 2a’

pq’



Deoarece a; < a7, pentru i # j, vom avea

2
p

2

mS(A) > —20/2

(1.11) S(A) < n(n—1)al, sau — > g
Din (1.10) si (1.11) rezulta
_2
n(n—1)
S& consideram acum un sir de rotatii in urma carora se obtin matricile
Ag, A1, Ag,y oy Ag, ...
unde Ag = A, 4; = A", Ay = A} etc.. Din (1.12) rezultd
k
2
)> S(A).

nin —1

(1.12) S(A") < S(4) (1 - ) < S(A), pentrun > 2.

(1.13) S(Ay) < (1 -
Cum 1 — ﬁ € (0,1) pentru n > 2, din (1.13) rezulta klim S(Ar) = 0. Asadar,
la limitd girul (Ag) tinde la matricea diagonald.

Se poate demonstra urméitoarea teorema.

Teorema 1. Fie )\;,i = 1,n valorile proprii ale matricii A si fie ay;) elementele
diagonale ale matricii Ay. Atunci

‘ag-l;) _ Aj‘ < /S(Ap).
)

Deoarece apq este cel mai mare (in valoare absolutd) element nediagonal al
matricii Ay, rezulta

S(Ag) < (n? — n)(a]([)’fz))2 < ng(al(f]))Q.
Din Teorema 1 obtinem

(1.14) al® — )\j) <nla®].

JJj Pq

Inegalitatea (1.14) poate fi luatd drept criteriu de oprire. Din inegalitatea n ‘ag,’f])’ <

¢ va rezulta numarul £ al rotatiilor necesare pentru a aproxima valorile proprii A;
ale matricii A cu elementele diagonale a(-k-) ale matricii Ag. Sirul de matrici Ay se

33
calculeaza recursiv
A =UFAp Uy, k>1
Ag=A
Déam in continuare algoritmul MATLAB pentru metoda rotatiilor a lui Jacobi:

cle
format short
% Introducere A,n
k=0;
eps=input(’Dati ordinul erorii, eps=’)
nmar=1;
while(nmaz>eps)
k=k+1
S=0;
U=eye(n);
maz=0;



p:17.q:27.
for i=1:n
for j=i+1:n
if (maz<norm(A(i,j)))
maz=norm(A(i,j));
p=i;
q=J;
end
end
end
nmar=max*n
p

q
omega=(A(q,q)-A(p,p))/(2¥A(p.q))
if (omega==0)
t=1
else
t=1/(omega+sign(omega)*sqrt(omega~2+1))
end
c=1/sqrt(t"2+1)
s=t/sqrt(t~2+1)
U(p,p)=c;U(q,q¢)=c;U(p,q)=s;U(q,p)=-5;
U
A=U*A*U
end
disp(’Valorile proprii sunt elementele de pe diagonala urmatoarei matrici’)

A

Exemplul 1. Fie matricea

h

Il
— = o
— W =
W = =

Avem:
1
Qpg = alg:1;p:1;q:2;9:0;t:1;c:3:E.
1 1
- = 0 2 0 0
V22
U, = —% % 0 |;A=U'AU,=|0 4 V2 |;
0 0 1 0 V2 3
3—4 1
a3 = V2ip=2q=30="—=———;1+6*=_;
23 p q WG 2\/5 3
2 3 2 1
po= Y2 3 V2 1
2 2 3 V3
1 35 01 2.0 0
U, = |0 %5 —5 [14=U4U,=|0 5 0
0 L Lg 00 2



Rezulta A\ = 2, Ay = 5; A3 = 2.

2. INTERPOLAREA FUNCTIILOR

Fie f : [a,b] — R si fie xg, x1, ..., x, (n+ 1) puncte distincte din intervalul [a, b],
numite noduri.

Problema interpolarii functiei f in nodurile z;,7 = 0,7, constd in determinarea
unei functii g : [a, ] — R dintr-o clasd de functii cunoscutd, cu proprietatea g(x;) =

Pusa sub aceastd forma generald, problema poate sa nu aiba solutii sau sa aiba
o infinitate de solutii.

Cea mai utilizata clasa de functii de interpolare este clasa polinoamelor, datorita
usurintei cu care se integreaza si deriveaza.

Interpolarea functiilor prezintd o importanta deosebitd atunci cand functia nu
este definitd printr-o relatie analiticd, ci printr-un tablou de valori ce reprezinta, de
exemplu, rezultatele unei experiente. Chiar atunci can functia este datd printr-o
relatie analitica, dar aceasta relatie este complicatd, se poate alege interpolarea in
locul calculului direct.

2.1. Polinomul de interpolare al lui Lagrange.

Teorema 2. Fie f : [a,b] — R si zo,21,...,2n, (0 + 1) noduri din intervalul
[a,b]. Atunci existd un polinom unic P,, de gradul n, care interpoleaza functia f in
nodurile x;,i = 0,n (Pp(x;) = f(x;),4 = 0,n). Acest polinom se numeste polinomul
de interpolare al lui Lagrange.

Demonstratie. Cautdm un polinom P, sub forma urmatoare:
Po(z) = Lo(z) - f(zo) + L1(z) - f(#1) + .. + Ln(z) - f(z0),

unde L; sunt polinoame de gradul n ce urmeaza sa fie determinate. Deoarece dorim
ca P,(x;) = f(x;), vom pune conditiile:

. _J 1, dacai=7
Lizj) = 0ij = { 0, daci i # j

Deoarece Li(x;) = 0 pentru ¢ # j, rezulta c& L; admite radécinile

TOy Ty oeey Ti1y Ty ovey Ty -
Asadar,
Li(x) = aj(x —zg) .- (x — 1) (® — ig1) - v (T — ).
Cum L;(z;) = 1,rezultd
_ 1
@i = (i —x0) e (g — 1) (g — Tia1) oo (g — )

in concluzie avem
(2.1) Po(z) = Li(x)f(x:),
unde

(2.2) Lifz) =
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Evident polinomul (2.1) are gradul n gi are proprietatea P, (x;) = f(z;),i = 0,n.

Fie @, un alt polinom de gradul n cu proprietatea Q,,(z;) = f(x;),i = 0,n si fie
R =P, —@,. Deoarece grad R < n gi R(z;) = 0,7 = 0,n rezultd cd R este polinom
identic nul, deci c& P, = Q.-

Exemplul 2. Fie nodurile xo = —1,21 =1 sizo = 2 i f(x0) = 2, f(x1) = f(x2) =
1. Atunci

(1) (z—2)

PO=Cr oy M arya o e ey

(
Efectudnd calculele obtinem Py(x) = §(z? — 3z + 8).

(z+1)(z—-2)

In continuare vom nota eroarea in fiecare punct cu

(2.3) E(f;z) = f(z) — Pu(2).
Evident E(f;x;) = 0,7 = 0,n. Introducem de asemenea notatia:

n

(2.4) Ups1(z) = H(z — ;).

i=0

Teorema 3. Dacd f € C" Y a,b], atunci pentru orice x € [a,b], existd £, € |a,b]
astfel incdt

(n+1)
(2.5) E(f;x) = mUnﬂ(x).
Demonstratie. Consideram functia auxiliara
910 = F(0) = Paft) = T2 Ui (0.0 € fa bl 7

Observim ci g se anuleazd in (n+2) puncte distincte g, 21, ..., T, . Din teorema
lui Rolle rezultd c& existd &, € (a,b) astfel incat g+ (¢,) = 0. Cum
E(f;x)

gt () = Fr () — m(n +

(n+1)
- f(n + %T) Un1(@).

rezultd
E(f;x)
O

Corolarul 4. Daca exista M > 0 astfel incdt |f("+1)(1:)| < M pentru orice x €
[a, b], atunci:

[E(f;2)] < i [Un+1(2)], 2 € [a,b].

(n+1)
Observatia 1. Dacd f = Q este un polinom de grad cel mult n, atunci E(f;x) = 0,
oricare ar fi x € [a, b].

Afirmatia rezulta din Teorema 3, deoarece in acest caz ") (z) = 0.
Observatia 2. E(f + g;z) = E(f;z) + E(g; x).

Intr-adevar, daci P/ este polinomul de interpolare pentru f si P este polinomul

de interpolare pentru g, atunci P,{ + P9 este polinomul de interpolare pentru f + g
si deci

E(f + g;2) = f(z) + g(x) — P} (z) — P{(x) = E(f;z) + E(g; ).



In continuare vom presupune ca nodurile sunt echidistante, deci c& x; = xg + 17 -
h,i = 0,n, unde

Ty — X0
2.6 h = .
(26) -
Consideram de asemenea schimbarea de variabild
(2.7) x = x9 + th.

Inlocuind (2.6) si (2.7) in (2.2) obtinem:

Li(t) = Li(wo + th) = H tog

Folosind notatia

n

(2.8) Tpar(t) =t —1)(t—2) ... (t—n) =[]t —4),

i=0
obtinem: _ _
; (D" () (D" i T ()
L;(t) = = o .
ilt) il(n—i)! t—i n! "ot—i
Obtinem astfel expresia polinomului lui Lagrange pentru noduri echidistante
D Tn 1(t) - n—i 7,f(x’b)
(2.9) P(t) = #Z(—l) Cnﬁ’
i=0
Eroarea devine:
= Tpt1(t) | nt1 p(nt1)
2.10 E(f;t) = ——h .

Se aratd ca pentru orice sistem de noduri (xl(-n)),i = 0,n din intervalul [a, b], dat

dinainte, existd o functie continud f : [a,b] — R astfel incat sirul polinoamelor lui
Lagrange (P,) care interpoleazd functia f in aceste noduri nu converge uniform la
f pe [a,b]. Convergenta uniformi are loc dacd f € C°(R) si se dezvoltd in serie
Taylor pe R. In general, pentru o functie f : [a,b] — R continud, pentru orice € > 0,
existd un polinom Q. astfel incat

|f = Qell = sup{|f(z) — Qe(2)| | = € [a,]} < e.

Algoritmul MATLAB pentru polinomul de interpolare Lagrange este urmatorul:

% Introducere x,y - nodurile si valorile functiei in noduri
% Introducere a, punctul in care se face interpolarea

S=0;
n=size(x);
fori=1m
L=1;
for j=1:n
7=
L=L*(a-2(j))/(w(i)-x(3));
end
end
S=S+y(i)*L;

end



forintf(\nValoarea aproximativa a functiei f in %g este %g.\n’,a,S)



