Matematici Speciale 1- Seminar

Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior

cu coeficienti constanti

1. ECUATIA DIFERENTIALA LINIARA ST OMOGENA DE ORDIN SUPERIOR

(™ 4 alx("_l) +...Fap 12 +Fax=0 (1)
a; ERe=1,...,n.
Solutiile ecuatiei caracteristice
N+ a A" P+ ta A ta, =0 (2)

se numesc radacini caracteristice.

Multimea solutiilor ecuatei omogene (1) este spatiu liniar de dimensiune 7, iar o baza in acest spatiu
se numeste sistem fundamental de solutii (S.F.S.)

Daca x1, 2, . .., x, este un (S.F.S.) atunci orice alta solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestora

si atunci solutia generala a ec. omogene (1) este
.%'O(t) =Cir1+ Coxo + ...+ Cpay, C,Cy,...,Ch €R. (3)

In functie de natura (reale sau complexe) si multiplicitatea radacinilor caracteristice determinam

(S.F.S.) astfel:

e daca A € R este de multiplicitate £ (A1 = A2 = ... = )\) atunci in (S.F.S.) intra functiile
e)\t7 te)\t, t26)\t, e tk*le)\t (4)
e daca A = a+ jf € C este de multiplicitate k fiecare (A2 = A34 = ... = Agj_1 2;) atunci in

(S.F.S.) intra functiile

e cos t, e sin Bt

te® cos f3t, te“sin St

t2e? cos Bt, t2e® sin St (5)
th=1let cos Bt, th—1e™ sin Bt.

Exercitiul 1.1. Sa se determine solutia generala a ecuaties

n ! !
'+ -2 =0

si solutia problemei Cauchy: < 2'(0) = —4

Solutie. Ecuatia caracteristica este

MAAZ—22=0 = AAN2+1-2)=0
1



Raédacinile caracteristice si (S.F.S)
A =0 de multiplicitate 1 — €% =1

Ao=1 de multiplicitate 1 ~— ¢!

A3 = —2 de multiplicitate 1 ~— e~ 2

Solutia generala este
To(t) = O + Coel + Cze™ %, t € R,
unde Cl, Cy,C5 € R.
Determinam solutia problemei Cauchy, mai precis determinam valorile constantelor C1, Csy, Cs astfel

incat sa fie verificate conditiile initiale date. Calculam
2! (t) = Coet — 203e~ %

2"(t) = Ce’ + 4C3e~2

J}(O) =1 Chi +Cy +C3=1 Ci=2
33/(0) =—4 & Cy —203=-4 & Cy=-2
ZL‘H(O) =2 Cy +4C3 =2 C3=1.

Solutia problemei Cauchy este
To(t) =2— 2"+ e, teR.

Exercitiul 1.2. Sa se determine solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale:

1. 27" —32" —92' — 5z =0

Solutie. Ecuatia caracteristica este
M3\ -—9A-5=0= A+1)* (A=5)=0

Radacinile caracteristice (a se calcula cu schema lui Horner) si (S.F.S)

DD D S\

1 -3 -9 =35
AM=-1 1 -4 =5 0
Ay = — 1 -5 0
A3 =5 1 0

{ A =X =—1 de multiplicitate 2 — e~ f, te™?
5¢

A3 =25 de multiplicitate 1 — e

Solutia generala este

mo(t) = C’le_t + Cgte_t + 03€5t, teR, C,Cy,Cs€eR.

2. 2@ 4+ 62" + 92 =0

Solutie. Ecuatia caracteristica este
M+6X2+9=0 = (N+3)2=0

Radacinile caracteristice si (S.F.S)

Mo =A34 = :l:\/gj de multipl. 2 — cos \/gt, sin V/3t, t cos \/gt, t sin /3t



Solutia generala este

xo(t) = Cq cos V3t + Cysin V3t + Cst cos V3t + Cut sinV3t, teR, C; eR,i=1,n.

Solutie. FEcuatia caracteristica este

A3 3+ A =0 = M (VP43 430 +1) =0 = X (A +1)°=0

As =X =X =—1 de multipl. 3 — e, te”t, t?e?

Solutia generala este

{ M=X=X=MA=0 demultip. 4 — 1, ¢ 3 3

To(t) = C1 + Cot + Cst? + Cyt® + Cse™' 4 Cote™ 4 Crt’e™, C; €R, i=1,7.

4. 2@ +220) 4+ 32" + 22" + 2 =0
Solutie. Ecuatia caracteristica este
M2 432420 +1=0 = (A2 +r+1)"=0

-1+v1-4 -1+;V3
2 2

)\2+)\+1:0 = )\172:

1 3
A2 = A34 = —5 :I:j\g de multipl. 2 —

— (S.F.S) e~ 3t cos <\/§t> , ¢~ 3t sin <\/§t> , te 2t cos <\/§ t> , te~2tsin <\/§ t)
2 2 2 2
To(t) = Cre 7' cos <\é§ t) + Cye 2" sin (? t> + Cste 2 cos (? t) + Cyte 2'sin (? t) )

2. ECUATIA DIFERENTIALA LINIARA SI NEOMOGENA DE ORDIN SUPERIOR

w0

™ + a1V 4 4 a2 + anz = (1), (6)
unde f € C'(R).

Solutia generala a ec. neomogene (6) este

x(t) = xzo(t) + z(t), (7)

unde z, este solutia generald a ec. omogene asociata iar Z este o solutie particulara a ec. neomogene.
Fie x1,29,...,x, un (S.F.S.). Atunci fie solutia generald a ec. omogene

I‘O(t) =Ciz1+ Coxo + ...+ Cpay, C,Cy,...,Ch €R. (8)

[I] Determinarea solutiei particulare = pt. ec. neomogene folosind metoda variatiei constantelor.

Se alege



L(t) = Ki(t)z1(t) + Ko (t)wo(t) + ... + Kn()zn(t)

(9)

unde functiile necunoscute K1, Ko, ..., K, sunt ce clasa C' iar derivatele lor se obtin prin rezolvarea

sistemului variatiei constantelor

Ki$1+Ké$2+--'+K;L$n:0
Kz + Kyah + ...+ Kz, =0

K"+ Kl 4 1 K2 =0
K" 4 kel 4y KD = f).

(10)

Exercitiul 2.1. Folosind metoda variatiei constantelor sa se determine solutiile generale ale ecuatiilor

diferentiale neomogene:

t
1. x”—2x’—|—x:%

Solutie.
(E.O) 2" =22/ 42 =0

(Ec. car.) M2 —=2A+1=0 = (A=1)2=0= A\ =X =1 demultipl. 2 — ¢l te!

xo(t) = Clet + Cgtet C,Cy € R.

T(t) = Ki(t) - €' 4+ Ko(t) - t e

K- e +K - te =0 K| -et +Kj-te =0
, . RN ot
K- (e) +Kj-(te') = T K|-et +Kj-(t+1)et = T
1
Din a doua ec. o scadem pe prima gi gasim K} = : iar din prima ec. deducem K| = —t K} = —1.

Prin integrare rezulta

1
Kl(t):—/dt:—t, Kg(t):/tdt:lnt, t>0.

T(t) = —te' +1Int-te'

Solutia generala este

x(t) = Cre' + Cyte! —te! +1Int-te

unde C1,C5 € R; notam Cy — 1 = C3 si deducem solutia

x(t) = Cre' + Cste’ +te'Int Cp,C3 € R,

sint
2. 2" +12 = ——
cos?t
Solutie.

(E.O) 2" +2' =0



A1 =0 de multipl. 1 — 1
(Ec. car.) ¥ +A=0 = AA2+1)=0 = ! . _P .
Ao3 = =£j de multipl. 1 — cost,sint

xo(t) = Cy + Cycost 4+ Cssint, Cq,Co,C3 € R.

Z(t) = Kq(t) + Ka(t) - cost + K3(t) - sint

Ki-1 + K - cost + K% -sint =0
K{- (1) +Kj-(cost) +Kj-(sint) =0 t
sin
K- (1) 4+K,-(cost)” +K%-(sint)’ = ——
[(1)7 4K (cost) +EG- (sin) = Dol
K| +K)-cost +Kj-sint =0
—K)-sint +Kj-cost =0 | -(—sint) | -cost
sint
—Kl-cost —Kj-sint = «(—cost ((—sint
; ; S0 | (mcost) | (=sin)
: .2
,  sint ,  sin“t 9
Tar din prima ecuatie gasim
int in? ¢
K{:sm . t+sm - sint.

Cos 3
cost cos“t
Prin integrare

.
t

Kl(t):/sintdt—i—/sm2 -sintdt = —cost + I.
cos“t

pentru I facem substitutia cost = u, —sintdt = du sisin?t =1 — u2.
1—u? 1 1 1
I——/ udu——/du+/du—+u—+cost
u? u? u cost
i deci
1
Ki(t) =
1®) cost

Ky (t) = —/tgtdt = In|cost|.

Ks(t) :—/tg2tdt;
b
1+ u?

u? 1

1
z(t) = — +1 tl - t t— tgt)-sint.
Z(t) cost+ n|cost|-cost+ ( gt) - sin

facem substitutia tgt =u = t = arctgu, dt= du.

Solutia generala este

1
x(t) = C1 + Cacost + Cysint + cost +1In|cost|-cost + (t — tgt) -sint Cy,Cq,C5 € R.
cos



[II] Metoda coeficientilor nedeterminati

Determinarea solutiei particulare T pt. ec. neomogene dupa forma termenului liber f

Caz 1. Daca f(t) = P(t), P este un polinom de gradul m, atunci se alege ¥ de forma
E(t) = Q(t) -t (11)
unde @ este un polinom cu coeficienti nedeterminati grad (Q) = grad (P) iar ¢ este ordinul de

multiplicitate al radacinii A = 0 in ecuatia caracteristica.

Daca A = 0 nu este radacina caracteristica se ia ¢ = 0.
Caz 2. Daci f(t) = e P(t), P este un polinom de gradul m, atunci se alege T de forma
T(t) =e™-Qt) -t (12)
unde @ este un polinom cu coeficienti nedeterminati grad (@) = grad (P) iar ¢ este ordinul de

multiplicitate al radacinii A = a in ecuatia caracteristica.

Daca A = a nu este radaciné caracteristica se ia ¢ = 0.
Caz 3. Daca f(t) = Pi(t)cos(bt) + P(t)sin(bt), atunci se alege = de forma

#(t) = [Qu(t) cos(bt) + Qa(t) sin(bp)] - 1* (13)

unde £ este ordinul de multiplicitate al raddcinii A = +45b in ecuatia caracteristica, iar
grad (Q1) = grad (Q2) = max{grad (P;), grad (P)}.
Daca A = £jb nu este radacina caracteristica se ia £ = 0.
Caz 4 (general). Dacid f(t) = e®[Py(t) cos(bt) + P(t) sin(bt)], atunci se alege T de forma

F(t) = e - [Q1(t) cos(bt) + Qa(t) sin(bt)] - £ (14)

unde ¢ este ordinul de multiplicitate al radacinii A = a + jb In ecuatia caracteristica, iar

grad (Q1) = grad (Q2) = max{grad (Py), grad (P)}.

Daca A = a & jb nu este radacina caracteristica se ia £ = 0.

Cazul 1. se obtine din cazul 4. pt a = b = 0, cazul 2. se obtine din cazul 4. pt b = 0 iar azul 3. se
obtine din cazul 4. pt a = 0.

Dupa ce e alege = de forma corespunzatoare functiei f din ecuatie (polinoamele @ avand coeficienti
nedeterminati), se impune ca Z sa fie solutie pentru ec. neomogena. Se deriveaza T de céte ori
este necesar, se inlocuiegte in ecuatie si prin identificarea celor doi membri a ecuatiei se determina

coeficientii polinoamelor Q.

Observatie. Daca f(t) = fi(t) + fa(t) + ... unde f; are una dintre formele mentionate, atunci se

alege
z(t) =71(t) + T2(t) + . ..

unde Z; este aleasd corespunzator functiei f;.

Exercitiul 2.2. Sd se determine solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale:



1. 2" +4x =2+t

Solutie.

(EO) 2" +4z =0

(Ec. car.) A2 +4=0 = M\ o==42j, demultipl. 1 — cos2t,sin2t

Zo(t) = Cycos2t + Cysin2t, Cq,Cy € R.

Pentru determinarea lui Z: functia f(t) =t +t este polinom de grad 2 iar A = 0 nu este rid. car.
= Z(t) = Q(t) - t*, unde grad Q = 2.
Deci
T(t) = At* + Bt + C.

Derivam de doua ori

T=A’+Bt+C | 4
¥ =2At+B
7' =2A | -1
Inlocuim in ecuatia neomogend datd = 4At2 + 4Bt +4C +2A =2 + ¢
2. 4A=1 A=1/4
= ¢ t': 4B=1 = B=1/4
0 40+4+24=1 C=-1/8
~ 1, 1, 1
) =-t>+t—-
MW=+ %
iar solutia generala este
1 1 1
ac(t):ClcOSQt—l—Cgsith—i—ZtQ—i—Zt—g, C1,Cy € R.
2. W — 22" — 32" = 60> + 48t% + 6
Solutie.
(E.O) ™ — 22" — 32" =0
AM=MX=0 demultipl. 2 — 1, ¢
(Ec. car.) M —=2X3-3)2 =0 = M\ -21-3)=0 = { N\3=-1 de multipl. 1 — e™*
A =3 de multipl. 1 — €%

To(t) = Cy + Cot + Cze™" + Cye¥,  C1,Co,C3,C4 €R.
Pentru determinarea lui 7: functia f(t) = 60t® + 48t + 6 este polinom de grad 3 iar A = 0 este rad.
car. de multipl. 2 = Z(t) = Q(¢) - t?, unde grad Q = 3.
Deci
Z(t) = (At> + Bt + Ct + D) - t%.

Derivam de patru ori
T = At° + Bt* + Ct? + Dt?
7 = 5At* + 4Bt + 3Ct? + 2Dt

7" = 20At3 +12Bt> + 6Ct +2D | -(-3)
7" = 60At? + 24Bt + 6C | (—2)
T = 120At 4 24B |1

Inlocuim in ecuatia neomogena data

= —60At> + (—36B — 120A4)t> + (—18C — 48B + 120A)t — 6D — 12C + 24B = 60t> + 48t> + 6



t3:  —60A4 =60 A=-1
N 2. —36B — 120A = 48 N B=2

tl:  —18C —48B +120A =0 C =—-216

tO: —6D—12C +24B =6 D =439

Z(t) = —t° + 2t* — 216t° + 439¢2,

iar solutia generala este

z(t) = C1 + Cot + Cze b + Cye®t — 17 + 2t1 — 216t% + 4391, C; €R, i=1,4.

3. 2" + 42’ + 4z = 18tet
Solutie.
(E.O) 2" + 42’ + 42 =0
(Ec. car.) M2 +4A+4=0 = (A +2)2=0 = A\ =Xy = —2 de multipl. 2 — e~ te=%
xo(t) = 016—275 + Cgte_Qt, C1,Cy € R.
Pentru determinarea lui Z: functia f(t) = 18te’ este P(t) - e** unde P(t) este de grad 1, iar a = 1
nu este rad. car. = Z(t) = Q(¢) - t°, unde grad Q = 1.
Deci
z(t) = (At + B)e'.

Derivam de doua ori

7 = (At + B)e! | -4
7' = Ae' + (At + B)e! = (At + A + B)e! | 4
7" = Ae! + (At + A+ B)et = (At +2A + B)et | -1

Inlocuim in ecuatia neomogena data

= (9At +6A +9B)e' = 18te

N th: 94 =18 N A=2
t': 6A4+9B=0 B=-4/3

I(t) = (21& + g) e,

4 _
z(t) = Cre ™2 + Cyte 2 + <2t + 3> et, C,eR,i=1,2.

iar solutia generala este

4. 2" + 22" =122 + 2 + 6%
Solutie.
(E.O) 2"+ 22" =0

A =X =0 de multipl.
5 9 9 . 1 2 p
(Ec. car) N> +2X32 =0 = M(\A+2)=0 = { A3 = —2 de multipl.

[\)

1l

To(t) = Cp + Cot + Cze™, C; €R, i=1,3.

Pentru determinarea lui Z: functia f(t) = 12t2 +2 4 6e 72 = f1(t) + fa(t)
fi(t) = 12¢? + 2 este de forma P;(t) unde P; este de polinom de grad 2 si A = 0 este rad. car. de
multipl. 2 = 71(¢) = Q1(¢) - t? unde grad Q; = 2.

T1(t) = (A’ + Bt + C) - t* = At* + Bt® + Ct%.
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fa(t) = 6e72" este de forma Py(t) - e unde P, este de grad 0, iar a = —2 este rad. car. de multipl. 1
= 23(t) = Q2(t)€_2t -t! unde grad Q2 = 0.

To(t) = Me 2 - t1 = Mte 2,
Deci
T(t) = At* + Bt3 + O1? + Mte .

Derivam de trei ori
T = At* 4+ Bt3 + Ct? + Mte™?!
T = 4At3 + 3Bt? + 20t + M (-2t + 1)e™2
7" = 12At% + 6Bt + 2C + M (4t — 4)e™ % | -2
7" = 24At + 6B + M(—8t + 12)e~? | -1

Inlocuim in ecuatia neomogena data
= 24At* + (12B + 24A)t +4C + 6B + 4Me " = 12t* + 2 4 6~

Identificam polinoamele pe de o parte si coeficientii exponentialei pe de alta parte

2. 24A =12 A=1/2
= { t': 12B+24A=0 s 4M =6= B=-1 s M=3/2
t0: 4C+6B=2 C=2

- 1
I(t) = 5154 — 34+ 262 + 3te™
iar solutia generala este

1 3 _
z(t) = Oy + Cot + Cze 2 + 51&4 — 34262 + 5te—%, C,eR, i=T1,3.

5.z — 2" — 3 4o = dte”t 4 12¢

Solutie.

(E.0) zW — 2" — 2/ + =0

(Bc. car) M- XM -A+1=0 = M¥QA-1)-A-1)=0 = A-DN-1)=0 =
A=12A2+A+1)=0

AM=X=1 de multipl. 2 — e, te!
)\374:—%:|:j§ de multipl. 1 — e/ cos( v3 t) sm(‘[t)

o5

2o(t) = Crel + Cote! + C3e™/2 cos (éﬁ ) + Cue ?sin ( ) , C,eR,i=1,4.

Pentru determinarea lui z: functia f(t) = dte~t +12¢t = fo () + fa(t)
fi(t) = 4te~t este de forma P (t) - e unde P; este de polinom de grad 1 si a = —1 nu este rad. car.
= T1(t) = Ql(t)e_t -9 unde grad Q1 = 1.

z1(t) = (At + B)e_t
fa(t) = 12¢! este de forma Ps(t) - e® unde P, este de grad 0, iar a = 1 este rdd. car. de multipl. 2
= To(t) = Qa(t)e! - t? unde grad Q2 = 0.

To(t) = Cet - t2 = Ct2e.



10
Deci

T(t) = (At + B)e ' 4 Ct%e!.

Derivam de patru ori

T = (At + B)e™t + Ct%et |1

T = (—At+A— B)e t 4+ C(t? + 2t)e! | -(—1)
= (At —2A+ B)e ! + C(t? + 4t + 2)e!

7" = (—At+3A—B)e '+ C(t* + 6t +6)e’ | -(—1)

TW = (At —4A+ B)e P+ C(2 + 8t +12)et | -1

Inlocuim in ecuatia neomogeni dati: 7 — 77 — ¥ + T = 4te~ ! + 12¢

= [At+ B — (~At+A—B) — (At +3A— B) + At — 4A + Ble '+
+C[t? — (2 +2t) — (2 + 6t + 6) + 12 + 8t + 12]e! = dte™t + 12¢

= (4At — 8A +4B)e " +6Ce" = 4te™" + 12¢".

Identificaim coeficientii exponentialei e=! pe de o parte si ale lui e’ pe de alta parte

t: 4A =4 A=1
4At —8A+ 4B = 4t = {to: —8A4+4B =0 = B=2
6C = 12 ¢=2

T=(t+2)e ! +2t%,

iar solutia generald este x(t) = z,(t) + Z(t)

%

3 —
z(t) = Cre! + Cote! + Czet/? cos( 5 t>+C4e t/2 sm(\g )—l—(t+2)e_t+2t26t, CieR,i=1,4

6. 2" — 42’ + 13x = tsint

Solutie.

(E.0O) 2" — 42’ + 132 =0

(Ec. car.) A2 —4A+13=0 = A2 =235 de multipl. 1 — e*! cos3t, e* sin 3¢

xo(t) = Cre?* cos 3t + Cre? sin3t, C4,Cs € R.

Pentru determinarea lui : functia f(¢) = tsint este de forma P;(t)cos(bt) + P»(t)sin(bt) unde
Py (t) = 0 este de grad 0, Px(t) =t este de grad 1 iar +5b = £j nu este rad. car.

= Z(t) = [Q1(t) cost + Q2(t) sint] - t unde

grad (Q1) = grad (Q2) = max{grad (Py), grad (P)} =

= Z(t) = (At + B)cost+ (Ct + D)sint.
Derivam de doua ori
T = (At+ B)cost+ (Ct+ D)sint | 13
' = (Ct+ A+ D)cost + (—At — B+ C)sint | -(—4)
¥ =(-At—B+2C)cost + (-Ct —2A — D)sint | -1
Inlocuim in ecuatia neomogeni datd: ¥ — 4% + 13% = tsint

= [(124 —4C)t — 4A + 12B + 2C — 4D] cost + [(4A + 12C)t — 2A + 4B — 4C + 12D] sint = tsint.
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Identificam coeficientii pentru cost si pentru sint

th: 124—-4C =0
(124 — 40Vt —4A+12B+20C -4D =0 = {to: CAA+12B 4+ 920 — 4D = 0

1. _
(AA+12C)t—2A+ 4B —4C+12D =t = {t P da+l0=1

t0: —24+44B—-4C+12D =0
1 11
= A=1, B==,(C=3, D=—.
bl 57 bl 10

I(t) = ‘4 i+ (3t + 2 sint
X = 5 COS 10 s,

1 11 _
x(t) = Cre? cos 3t + Coe®! sin 3t + <t + 5) cost + (375 + 10) sint, C;eR,i=12.

iar solutia generala este

7. 2 4+ 82" + 162 = 32 cos 2t

Solutie.

(E.O) ¥ + 42" + 162 = 0

(Ec. car.) A4+8A2+16 =0 = (A2+4)2 =0 = \;2 = 25 de multipl. 2 — cos 2t, sin 2, t cos 2t, ¢ sin 2¢.

To(t) = Cqcos 2t + Oy sin 2t + Cstcos 2t + Cytsin2t C; € R, i =1,4.
Pentru determinarea lui z: functia f(t) = 32 cos 2t este de forma P (t) cos(bt) + P»(t) sin(bt) unde
Py (t) = 32 este de grad 0, P»(t) = 0 este de grad 0 iar +jb = +2j rad. car. de multipl. 2
= Z(t) = [Q1(t) cos 2t + Qa(t) sin 2¢] - t* unde
grad (@Q1) = grad (Q2) = max{grad (P;), grad (P)} = 0.

= Z(t) = (Acos2t + Bsin2t) - t2,

Derivam de patru ori

T = At? cos 2t + Bt?sin 2t | -16
7' = (2Bt? + 2At) cos 2t + (—2At* + 2Bt) sin 2t

7" = (—4At? + 8Bt + 2A) cos 2t + (—4Bt?> — 8At + 2B) sin 2t | -8
" = (—8Bt? — 24 At + 12B) cos 2t + (8At?> — 24Bt — 12A) sin 2t

W = (16 At — 64Bt — 48A) cos 2t + (16 B> + 64At — 48B)sin2t | -1

Inlocuim in ecuatia neomogeni dati: 4 + 8% + 167 = 32 cos 2t

= —32A4 cos2t — 328 sint = 32 cos 2t.

IdentificAm coeficientii pentru cos 2t §i pentru sin2t = A= -1, B=0.

Z(t) = —t? cos 2t,
iar solutia generala este
z(t) = Cp cos 2t + Cysin 2t 4+ Ct cos 2t + Cytsin2t — t>cos2t C; € R, i =1, 4.

8. 2" —22' +x =elsin3t

Solutie.
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(E.O) 2" =22 42 =0
(Ec. car.) M2 —2A+1=0 = (A\—-1)2=0 = A = Ay = 1 de multipl. 2 — et te’.

To(t) = Cret + Cote!,  C; €R, i=1,2.
Pentru determinarea lui 7: functia f(t) = e'sin3t este de forma e®[P;(t)cos(bt) + Py(t)sin(bt)]
unde a = 1, b =3, Pi(t) =0, P,(t) = 1 sunt de grad 0, iar a £+ jb = 1 £ 3j nu este rad. car.
= I(t) = €'[Q1(t) cos 3t + Q2(t) sin 3t] - t° unde
grad (Q1) = grad (Q2) = max{grad (Py), grad (P)} = 0.

= I(t) = ' (Acos 3t + Bsin 3t).

Derivam de doua ori

T = e'(Acos3t + Bsin 3t) | -1
7 =e![(A+3B)cos3t + (—3A + B)sin 3t] | -(—2)
7" =e![(—=8A +6B)cos3t + (—6A — 8B)]sin3t | -1

Inlocuim in ecuatia neomogen dati: 7’ — 2% 4+ T = e sin 3¢
= e'(=9Acos3t + 9Bsin 3t) = e’ sin 3t.

Identificam coeficientii pentru cos 3t si pentru sin3t = A =0, B=1/9.

~ 1.
z(t) = §et sin 3t,
iar solutia generala este

1 _
z(t) = Cre’ + Oate’ + §et sindt, C,eR, i=T,2.

3. EcuATil EULER - CAUCHY
Sunt ecuatiile de forma
2™ gD 4 g, gt +apz =0 (15)

unde a; € R, i =1,n.

Daca t > 0 facem schimbarea de variabila independenta

d 1
t=e° sau s=Int, d;;:¥ (16)
Daca ¢t < 0 notam t = —e®.
dr dx ds dx 1 1
2 2. . =i = tr=1 17
VT T ds dt ds t & el (17)
dx’ 1. 1dz ds 1. 1. 1 .. . N
de’ 2, . ld@E-—d) ds 2, . 1. . 1 .. . _

= 32" =% — 33 + 2. (19)



Exercitiul 3.1. Sa se determine solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale:

1. 22" =22’ +2x=t, t>0
Solutie.
Facem substitutia ¢ = e®, atunci
te! =&, t2a" =i—i
i Inlocuind in ecuatie gasim
T—3t+4+2x=¢°

(E.O) i — 3d + 22 =0

A =1 demultipl. 1 — ¢
(Ec. car.) )\2—3)\+2:0:>{ 1 e multip e

Ao =2 de multipl. 1 — %

ZL'O(S) =(C1e’ + 02628, C1,Cy € R

13

Pentru determinarea lui z: functia f(s) = e® este de forma e**P(s) unde P este polinom de grad 0

iar @ = 1 este rad. car. de multipl. 1 = Z(s) = e*Q(s) - s*, unde grad Q = 0.
Deci

z(s) = Ase®.
Derivam de doua ori
T = Ase® | -2
T=A(s+1e* | (-3)
T=A(s+2)e* | -1
Inlocuim in ecuatia neomogeni IT—3T+2F=¢ = —Aef=¢ = A=-1
z(s) = —se’

iar solutia generala, ca functie de s, este
z(s) = Cre® + Coe®® —se®, (1,0 € R.
Revenim la variabila ¢ gi gasim

z(t) = C1t + Cyt?> —tlnt, C1,C € R.

2. (3t+2)%2" +7(3t+2)2’ = 63t +18, t>0
Solutie.

Facem substitutia
ds 3

3t+2=¢ =s=1In(3t+2),

it~ 3t +2
si, folosind regulile de derivare compusa, gasim

g _dods_dv 3 3
dt  ds dt ds 3t+2 3t+2

,  da 9 3 di ds 9 9
X

= (3t+2)2' =3

I ) A T B M T € V) PR CTND ) A C T PR

= (3t+2)2%" =9(i — ).
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e’ —2

Avem f(t) = —63t + 18 deci f(s) = —63 + 18 = —21¢® 4+ 60. Obtinem ecuatia
9% 4+ 122 = —21e® + 60, = 3%+ 4x = —T7e® + 20
(E.0) 33 +4d =0

Ar=0 de multipl. 1 — 1
(Ec. car.) 3A2 +4X =0 :>{ 1 e multip

Ao = —4/3 de multipl. 1 — e%/3

Zo(s) = C1 + 026748/3, C1,05 e R.
Pentru determinarea lui z: functia f(s) = —7e® 4+ 20 = fi(s) + f2(s) unde

fi(s) = —T7e® este de forma e P(s) unde P este polinom de grad 0 iar @ = 1 nu este rad. car.
= Ti(s) = A€’

fa(s) = 20 este de forma P(s) unde P este polinom de grad 0 iar nr. 0 este rad. car. de multipl. 1
= T2(s) = Bs

T =1T1(8) + T2(s) = Ae® + Bs

T = Ae® + Bs
r=Ae’+B | 4
T = Ae’ | -3

Inlocuim in ecuatia neomogens 3T+47 = —Te*+20 = TAe*+4B=—Te5+20 = A=—-1,B=5

Z(s) = —e® +5s
iar solutia generala, ca functie de s, este
z(s) =C1 + Coe™45/3 _ 5 4 5s, (C1,Cy € R.
Revenim la variabila ¢ si inlocuim s = In(3¢ + 2); obtinem

z(t) =01+ Co(3t +2)™3 — (38t +2) +5In(3t +2), (1,04 R



