Matematici Speciale 1- Seminar

Ecuatii diferentiale de ordinul intai rezolvabile prin cuadraturi
Problema Cauchy

Forma generala a unei ecuatii diferentiale ordinare de ordinul I este

F(t,z,2") =0 (1)

unde t este variabila independenta, x = x(t) este functia necunoscutd, iar z’(t) = ‘fl—f este derivata sa.

F este o functie reald dats, definitd pe un domeniu din R3.

Uneori, (1) se poate scrie echivalent:

a'(t) = f(t, ). (2)
Numim solutie a ecuatiei (2) pe intervalul (a,b) C R o functie x = z(t), definita pe (a,b),

diferentiabila pe (a,b), si care verifica (3) pe (a,b), adica:
2'(t) = f(t,2(t), Yt € (a,b).

Observatie: Solutia unei ecuatii diferentiale poate fi data explicit x = z(t), t € (a,b) sau implicit
o(t,x) =C, t € (a,b), C constanta reala.

1. ECUAI‘II CU VARIABILE SEPARABILE

Sa consideram problema Cauchy:
2'(t) = f(z)g(t) t € (a,b),
(3)
l’(to) = X0
Prima ecuatie din (3) este o ecuatie cu variabile separabile, si o putem rescrie separdnd variabilele

t st x:
fd(jj) —g(t)dt, f(z) £0.

Prin integrare in cei doi membri se obtine solutia generala a ecuatiei.

/f(lx)dx:/g(t)dt+0, CeR.

Pentru a determina solutia problemei Cauchy, se determina C folosind x(tp) = .

Exemplul 1.1. Determinati solutia generala pentru urmatoarea ecuatie cu variabile separabile (EVS)

%x':\/l—i—t?—l—:ﬁ—i—tzﬁ

Rezolvare: Ecuatia se scrie echivalent:

d d
S = VI P) = S = Va1,

t dt
deci putem separa variabilele:

x dx
—— =t\1+t2dt
V14 22
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Integram ecuatia de mai sus:

1 2 1
/m:/t\/1+t2dt = V1+22==-Z1+)¥?4+C = V1i+22= /1423 +C
\/1+$2 2 3 3

Prin urmare, solutia generaléste:

\/1+x2—é\/(1—|—t2)320, CeRr

Exemplul 1.2. Determinati solutia generala pentru urmatoarea ecuatie

d
e (14 tg)ﬁ —2t(1+¢%) = 0.

Rezolvare: Evident, putem scrie ecuatia anterioara sub forma:

@ 2 . 2
(142 do = 24(1 4+ ) dt — L 2t / ¢ dv :/ Lt

T+er 1+1¢2 1+e® 1+12
Deci:
1+e” 1+e”
_ 2 _ _
1n(1+e”)—ln(1+t)+0:>ln(1+t2)—0, CeR = 1—|—t2_Cl

" =C1(1+t*) -1 = 2= (C1(1+¢*) —-1).

Observatie: Am renotat cu Cy = ¢ € R% .

Exemplul 1.3. Sd se gdseasca solutia problemei Cauchy:

{ tV1+22dt+2vV1+t2de =0
x(0) =0

Rezolvare: Este o ecuatie cu variabile separabile:
xdx tdt

V1422 __\/1+t2

si, prin integrare, obtinem:
Vita2=—1+824C = V1i+22+V/1+82=C, CeR.

Folosindu-ne acum de conditia initiala 2(0) = 0 obtinem C' = 2 si, deci solutia problemei Cauchy este

V1ita2+/1+2=2
Exemplul 1.4. Sa se gaseasca solutia generald a ecuatiei diferentiale
tde —xdt = 1+ t2de+ /14 22 dt.

Rezolvare: Rescriem ecuatia:

dx dt
dr(t —14+t2) = dt(x + 1+ 22) = =
( ) ( ) r+V1i+az t—V1I+¢?

Integram in ambii membri:

dx dt
_— = — = x—1+ 22 d:c—/t+\/1+t2 dt
/x+\/1+x2 /t—\/l—i—t? /( ) ( )
si deci
2

1 1
%—i(am/l—l—aﬂ—i—ln(x—i— 1—1—51:2)):§+§(t\/1+t2+ln(t—|—\/1+t2))+C’, CeR.

Exercitiul 1.1. Determinati solutiile generale pentru urmatoarele ecuatii cu variabile separabile



t(2Int+1)
sinx + xcosx

1) o =
(2) v —tz' = a(z? +2'), a>0
(3) tad’ =14+t+x+tx

(4) (tz® +t)dt + (t*z —z)dz =0

(5) (cost —sint)dx = xsintdt.

2. ECUATII OMOGENE $I REDUCTIBILE LA OMOGENE

O ecuatie de forma:
-2
unde h este o functie continua pe un interval (a,b), h(r) # r, ¥ r € (a,b), se numeste ecuatie

diferentiala omogena. Substitutia de functie

7= u(t)

conduce la o ecuatie cu variabile separabile. Intr-adevar, avem:
z(t) =tu(t) = 2'(t) =ut) +td (1),
si Inlocuind in ecuatia initiala obtinem:
tu'(t) = h(u) — u,

care este o ecuatie cu variabile separabile.

Exemplul 2.1. Sa se rezolve ecuatia omogena (EO):

(2% 4 2tx) dt + (2t* + 3tx) dz =0

Rezolvare: Scriem ecuatia in forma echivalenta:

dx z? 4 2tz dx %22 + 2%

R = -
dt 202+ 3tx dt 2+ 32

Facadnd acum schimbarea de functie

u:E = d$—t@+
t dt dt
gasim
t—+u:—UQ+2u N @:_uz—i—Zu_ujt@:—éLuQ—éLu‘
dt 2+ 3u dt 24 3u dt 24 3u

Ecuatia in u la care am ajuns este o ecuatie cu variabile separabile, si deci:

3u+ 2
- D gt
4/u2+u /



Cum:
Ju+2  3u+2 _24_ 1
(w2 +u) uwlu+l) uw utl’
obtinem:
Lol £ infut 1l =l +C = 1 ! SR “0 CeR
——[2In|u| + In|u =1In n|l———-,| = = .,
4 t(u2(u + 1))1/4 t*u?(u+1)
Inlocuind u = %, obtinem, solutia = z(t) definita implicit prin
! =(C;, CieR
tx2(x+1) T
Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii omogene
/ ait + b1:E +c
— e 4
v f<a2t+b2$+62> (4)

a;,bi,ci € R, i =1,2, f este o functie continua pe un interval 1.

Caz 1. Daca ¢; = co = 0 atunci ecuatia se poate scrie
= @+ by
as + ba¥

Exemplul 2.2. Determinati solutia generald pentru urmatoarea ecuatie

si este omogena.

2t +x = (4t — )2’

Rezolvare: Ecuatia se incadreaza in cazul 1 deoarece putem scrie

2+
/
t) =
z(®) 4t — x

deci

2+ 2

7' (t) = L

=

Efectuam schimbarea de functie u = ¥ si obtinem:
tdu+ 24u N du  u?—3u+2 N 4—u d dt
E— u = —— _— — B — u = —.
dt 4—u dt 4—u (u—1)(u—2) t
Calculam ultima integrala prin descompunerea in fractii simple
4—u -3 2
= +
(u—1)(u—2) wu—-1 u-—2
si obtinem:
du du dt (u—2)2
-3 2 = — = Bhn(u—1)+2In(u—2)=In#t)+C = In|—5 ) =C, CeR
[t [ = 4 su-D+2h(e-2) = u0+C > w (20— ce
si deci
(u—2)? ¢ not (z — 2t)? (x —t)3
tu—138  ° L 2 s

Obtinem solutia generala a ecuatiei:

(x —2t)% = Cy(z —t)3.



Caz 2.

, ait + bix + ¢1
Tr = f _—_—
ast + box + ¢o

ai

# 0.

Presupunem ci ¢? + ¢4 # 0 si

by
bo

Atunci sistemul algebric liniar

ait+bix+c1 =0
ast +box +co =0

admite solutie unica (¢g, xo).
Efectuam substitutiile:
de variabila s=1t—t;

de functie y=2x — xo.

dy dxr dt dy dt
"(s) = - . — . = = 2/(¢t —Z =1 —=1
VO =g e W (a"em de 0 ds >

g a1t + biu
vy= ast + bou

Exemplul 2.3. Sd se determine solutia generala a ecuatiei:

Atunci

si ecuatia devine

deci de tipul Caz 1.

o 2t —x
Ct422-5
Rezolvare: Observam ca c2 + c2 # 0 si
2 -1
A= ’ 1 9 =5#0,

deci ne situam in cazul 2 gi, prin urmare vom efectua schimbarile y = x — zg, s =t — o, unde (xo, to)

{Qt—x—O

t+2x—-5=0

Rezulta imediat xg =2sitg=1,gideciy=ax—2,s=t— 1. Avem:
dy  2(s+1)—y-—2 N dy 25—y
ds s+14+2y+4-5 ds s+2y

care este o ecuatie de tipul celor tratate la cazul 1. Facem deci o alta schimbare de functie

este solutia sistemului algebric:

g:u(s) = y=su = y =su'+u
s

si obtinem:
du 2—u N du 2 —2u — 2u?
§— = —u §— = ——,
ds 1+ 2u ds 1+ 2u

pe care o putem integra separand variabilele:
1 / 2u+1 ds
— | —du= [ —
2) uwr+u—1 s
i deci
1
mw?+u—1)""2=Inls|+C, CeR = ——— " =¢% = PWl+u—1)=C1, Oy e R:.

svu?+u—1
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Revenind la functia x cu variabila ¢, gasim

Yrys—s2=C = (-2 +(x—-2)(t-1)—-(t-1)2=0C1, C)eR.

Caz 3.

, <a1t+b1x+cl>
o= (BT a
ast + box + co

ar b

Presupunem ci c? + ¢4 # 0 si 4y by

=0.

Atunci

al bl
_— = — = )\
az by

si ecuatia se scrie

, <)\(a2t + bgl') + Cl>
z=f .
ast + box + co

Substitutia de functie z(t) = ast + boz:(t) conduce la ecuatia cu variabile separabile

Az + ¢
z24cy )

2 =ay+bof <
Exemplul 2.4. Sd se determine solutia generala a ecuatiei:
(x—t+2)2'+t—2—-1=0.

Rezolvare: Ecuatia este echivalenta cu

; _ x—t+1
r—t+2
Observam ca ¢ + c3 # 0 si :1 } ‘ = 0, si vom face, deci, substitutia z = z — ¢t. Obtinem succesiv

1 -1
z'—i—l—z+ = 2= :>/(Z—|—2)dz:—/dt_
z+2 z+2
Rezulta
z

2 _ )2
S+2:=C-t = (:c2) t2—t=C, CEeR

Exercitiul 2.1. Sad se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii:
72
(1) ta’ + =
(2) (22 — 2tx)dt = (t* — 2tz) du;
(3) (Vtx —t)dx + xdt = 0;
(4) Bz +2t+4)dt+ (4t +62x+5)dx =0
(5) T+t—2
x—t—4

z =



3. ECUATII DIFERENTIALE LINIARE DE ORDINUL INTAI

O ecuatie diferentiala de forma

2'(t) = a(t)z + b(t)

()

unde a,b sunt functii continue pe un interval real, se numeste ecuatie diferentiala liniara de

ordinul I.
Ecuatia poate fi scrisa echivalent:
2'(t) — a(t)x = b(t).
Prin inmultirea ecuatiei (6) cu e~/ @1 obtinem

% (m(t)e—fa(t) dt) _ b(t)e—fa(t) dt

se gaseste solutia generald a acestei ecuatii - prin integrare- sub forma
x(t) = el @) dt (c + / b(t)e J alt) ddt dt) , CER

Exemplul 3.1. Sd se determine solutia generald ecuatiet

tr' —x+t=0,t>0.

Rezolvare: Pasii pe care-i urmam sunt urmatorii:

e scriem ecuatia echivalent:

, 1
T —-z=-1
t

e determinam factorul integrant notat u(t)
1 1
pu(t) =e e "

e inmultim ecuatia (7) cu p(t):
1 1

— —r = —
t 12 t
si remarcam ca expresia din partea dreapta a semnului egal este o derivata totala:

a1y _ 1
a\" 1) T

e integram ultima ecuatie si obtinem:

%:_mwc = z=t(C—1Int), CEeR.

Exemplul 3.2. Sa se rezolve problema Cauchy:

'+ r=2t+2

2
t2—1
z(0) = -3

Rezolvare: Factorul integrant este

[ 52— dt In| i1 t—1
t) = t2—1 = [ R —
u(t) =e e |

si, deci, iInmultind ecuatia cu u(t), obtinem:

d (t—1 t—1 t+1
dt<t+1x>—(2t+2)t+1 = x_t_1<0+2/(t—1)dt>, CeR.

(6)
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Obtinem succesiv

t+1 t+1 ) t+1
x Cb%ﬂﬁ—l( ) = =z Cp4+(+)( ), Ce€
Impunem acum conditia initiala xz(0) = —3 si deducem

—(C+1)=-3 = C=2.

Solutia problemei este

P{t) = 21 () 1),

Exemplul 3.3. Sa se rezolve problema Cauchy:
o+ 2t =13
z(0) = (e —1)/2.

Rezolvare: Factorul integrant este
p(t) = eJ2tdt _ t*

Inmultim ecuatia cu x(t), obtinem:

d

7 ( t2:c(t)> = 3¢
i, prin urmare:

fmw:ﬁﬁ+0:¢x@:eﬁ(c+/§fﬁ>,CeR
Pentru calculul integralei facem schimbarea de variabila t? =y, 2tdt = dy:

1 1 1 1
= /t3€t2 dt = 5 /yey dy = 5 (ye¥ —eY) = iey(y —-1) = §<3t2(t2 —1).

Atunci .
x(t) = Ce ¥ + 5(752 -1), CeR.

Constanta C' o gasim impunand conditia initiala

1 . e—1 e
x(O)—C—§ si z(0) = 5 :>C—§
In concluzie solutia problemei Cauchy este:
1—¢2 2
te—1
x(t) = %.

Exercitiul 3.1. Sa se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale

dr =z
1) —+==3-3;
()dt+t 3,

(2) cos?(t)r’ +x = tg(t);

(3) (142’ + 6t%z = 1+ t2.



