Capitolul 6

FUNCTII CONTINUE

6.1 Continuitatea unei functii intr-un punct

Fie o functie f : D C R — R. In capitolul precedent s-a studiat comportarea lui
f in vecindtatea unui punct dat xo € D’, observandu-se dacd pentru valori x ale
argumentului apropiate de xy valorile f(x) ale functiei se apropie si ele (sau nu)
de o valoare fixd, numita limita functiei in xg.

In acest capitol vom pune problema particulara a apropierii acestor valori de
valoarea f(xp) a functiei In x(; desigur, pentru a putea vorbi despre f(xp) va fi
necesar ca xg sd apartind domeniului de definitie D. In plus, fatd de studiul limitei
functiei in x, se va avea In vedere si cazul in care x( este punct izolat al lui D.

Pentru o functie f : D € R — R si pentru xg € D, vom spune cd functia f
este continud in xy dacd pentru orice vecindtate V € V(f(xp)) existd o vecindtate
U € V(xp) astfel incat pentru orice x € U N D urmeazd cd f(x) € V.

Intrucat se pune in fapt o problema inruditi cu existenta limitei xlggg f(x), de-
finitia de mai sus se obtine din definitia limitei unei functii in xg inlocuind / cu

f(xp), fiind totusi necesard inlocuirea conditiei xg € D’ cu conditia xy € D.
Continuitatea intr-un punct de acumulare
Se observa atunci cd dacd xg este punct de acumulare al lui D, atunci f este

continud in xy dacd si numai dacd existd lim f(x), iar
X—X(

xli_)ralof(x) =f(x0)=f ( lim x) ,

X—XQ
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adica operatia de aplicare a functiei f comutd cu operatia de calculare a limitei in xo.
Intuitiv, cum valorile f(x) ale functiei sunt apropiate de valoarea limitei (egald
acum cu f(xp)) pentru x apropiat de xo, functiile continue intr-un punct xy sunt
acele functii pentru care o schimbare minora a argumentului de la x¢ la x va pro-
duce o schimbare minora a valorii functiei de la f(xp) la f(x).
Dacd xp € D este punct de acumulare atat la dreapta cat si la stinga pentru
D, atunci f este continud in xg dacd si numai dacd existd ambele limite laterale
Jim f()si lim £(x), ar
xX<Xx0 x>Xx0

lim f() = lim f(x) = f(xo).
x<Xxp X>Xx0

Continuitatea intr-un punct izolat

Presupunem acum céd xg este punct izolat al lui D si fie V € V(f(xp)) o vecina-
tate a lui f(xp). Cum x( este punct izolat al lui D, existd o vecinatate U € V(x)
astfel incat UN D = {xp}, si cum f(xg) € V, urmeaza cd definitia functiei conti-
nue In xg este satisfacutd pentru acest U. Rezultd de aici cd o functie este continua
in orice punct izolat al domeniului sau de definitie.

Studiul continuitatii unei functii f : D — R in xy € D ne conduce deci la una

dintre urmatoarele situatii
1. xg € D'
(@) f arelimitd in xg, cu xh_}rgclo f(x) = f(xp). Atunci f este continua in x.
(b) f arelimitd in xo, cu xh_}rgclo f(x) # f(xp). Atunci f nu este continud in x.

(c) f nu are limitd in xg. Atunci f nu este continua in xy.

2. xg ¢ D’. Atunci f este continud in x.
Aspecte grafice ale notiunii de continuitate

In fapt, conceptul de continuitate igi are originea in consideratii privind re-
prezentarea graficd a functiilor. Astfel, din punct de vedere intuitiv, o functie
este continud in xp daca graficul sau ,nu se intrerupe” in xo. In acest sens, si
consideram exemplele functiilor f1, f2, f3 : R — IR definite prin

x+1, x>1 x+1, x#1

— 42 — - = .
fi)=x% fa(x) fo1 xe1’ f3(x) 0, i
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Figura 6.1: Graficul functiei f Figura 6.2: Graficul functiei f,

/

Figura 6.3: Graficul functiei f3

Se observa ca fi are limitd in xg = 1 si lirr% f1(x) = 1, iar cum f1(1) = 1, ur-
X—
meaza cd lirr% f1(x) = f1(1), deci f; este continud in xy = 1. Geometric, egalitatea
X—
lin} f1(x) = f1(1) revine la faptul ca graficul lui f; ,nu se intrerupe" in xy = 1.
X—

De asemenea, lirr% fo(x) = 0 # lirr% f2(x) = 2, deci f, nu este continud in
X— X—

x<1 x>1
xp = 1, intrucat f, nu are limitd in acest punct. Geometric, graficul lui f, ,se

intrerupe" la stdnga lui xo = 1 (dar nu si la dreapta lui xo = 1).
In plus, lirr% falx) =2 = lirr% f3(x), deci f3 are limitd in xg = 1. Totusi, deoarece
X— X—

x<1 x>1
f3(1) = 0 # lin% f3(x), urmeaza ca f3 nu este continud in xg = 1. Geometric,
X—

graficul lui f3 ,,se Intrerupe" atat la stanga cat si la dreapta lui xg = 1.

6.1.1 Continuitate laterala

Exemplul functiei f, de mai sus, pentru care graficul ,se intrerupe" doar de o
parte a lui xo = 1, cat si existenta notiunii de limita laterald sugereaza introduce-
rea conceptului de continuitate laterald.
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Pentru o functie f : D € R — R si pentru xp € D, vom spune cd functia
f este continud la stdnga in xo dacd pentru orice vecindtate V € V(f(xq)) existd o
vecinatate U € V(xp) astfel incat pentru orice x € UN D, x < xp, urmeaza cd
fx)eV.

Se observa atunci cd daca x( este punct de acumulare la stanga al lui D, atunci
f este continud la stanga in x( daca si numai dacd exista xh_)rgclo f(x),iar

x<Xp

lim f(x) = f(xo),

X—XQ
x<Xp

adicd limita la stanga a lui f in x( este egald cu f(x).
In mod similar se defineste notiunea de continuitate la dreapta intr-un punct
xp, obtinandu-se cd dacd x( este punct de acumulare la dreapta al lui D, atunci f

este continud la dreapta in xy dacd si numai daca exista li_>rn f(x),iar
X—X0
X>Xq

lim £(x) = fxo).

X>X0

Conform celor de mai sus, are loc urmatoarea proprietate.

Teorema 6.1. Fie f : D C R — R si xg € D. Dacd xq este punct de acumulare
atit la dreapta cdt si la stdnga al lui D, atunci f este continud in xo dacd si numai
dacd este continud atit la dreapta cit si la stanga lui xo.

6.1.2 Functii continue pe o multime

Fie f : D — R. Dacéd f este continud in fiecare punct al unei multimi A C D,
spunem cd f este continui pe A. Dacd f este continud in orice punct al domeniului
sdu de definitie, atunci se spune simplu ca f este continud. Din ceea ce s-a observat

in capitolul anterior, functiile elementare sunt continue.

Exemplu. Functia f : R — R, f(x) = |x| este continud. Intr-adevir, pentru

x0 < 0, lim |x| = lim (—x) = —xp = |xp|, deci f este continud in x(. Similar,
X— X X— X
pentru xo > 0, lim |x| = lim x = xo = |xg|. In fine, pentru xy = 0, lim |x| =
X—rXQ X—rXQ x—>8
x<<
lim(—x) = 0, iar lim |x| = lim x = 0, deci lim |x| = lim |x| = |0|, iar f este
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0

x<0 x>0 x>0 x<0 x>0
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| continuain xy = 0.

6.1.3 Puncte de discontinuitate

Fie f : D — Rsixp € D. Daca f nu este continud in x(, se spune ca f este
discontinud in D, sau cd xq este punct de discontinuitate pentru f.

Clasificarea punctelor de discontinuitate

Fie f : D — Rsi xp € D un punct de discontinuitate pentru f. Daca ambele

limite laterale xll_)n;{l f(x)si xh_{l;(l f(x) alelui f in x( existd si sunt finite, atunci xg se
x<x(()J x>xg

numeste punct de discontinuitate de specia (speta) intdi. In orice alta situatie (adica

dacd macar una din limitele laterale nu exista, sau existd, dar nu este finita), xg se
numeste punct de discontinuitate de specia (speta) a doua.

Dacd existd limita lim f(x), diferitd de f(xp), atunci x( (care este punct de di-
X— X

scontinuitate de specia Intai) se mai numeste si discontinuitate inliturabild, intrucat
redefinind f(xp) ca fiind egald cu valoarea limitei in xy, x( se transforma intr-un
punct de continuitate.

-1, x<0
Exemple. 1. Fiefj: R = R, fi(x) = <0, x =0. Cum lirr(l)fl(x) = -1,
x—
1, x>0 x<0
lirrb f1(x) = 1, ambele fiind finite (dar diferite, 0 nefiind deci punct de
X—

x>0
continuitate), urmeaza cd 0 este punct de discontinuitate de speta intai.

1, 0
2. Fie f» : R = R, f(x) = *70 cum lim () = 1, far f(0) =
0, X = 0 x—0

0 # 1, urmeaza cd 0 este punct de discontinuitate de specia intai, fiind
in fapt o discontinuitate inldturabila.

1
3. Fie 3 : R =R, f3(x) = ¢ ¥ . Cum lim f3(x) = +o0, urmeaza ca
0 x<0

0 este punct de discontinuitate de speta a doua.

x>0
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) sin %, x>0 . i
4. Fie f41: R = R, fa(x) = . Cum lim f4(x) nu existd (deo-
0 x<0 o E

arece lim % = +00, iar functia sinus nu are limita la +o0), urmeaza ca 0
x—0
x>0

este punct de discontinuitate de speta a doua.

1, x¢€
5. Fie fs: R =+ R, f5(x) = Q sifie xg € R. Exista atunci doua

0, x€R\Q
siruri (an)nz() CQ, (bn)nzo C ]R\Q/ cua, < x9, by < xg pentrun > 0,
lima, = limb, = xp. Atunci lim f5(a,) = 1, lim f5(b,) = 0, deci nu
noeo 1 myeo U noeo LT oo
existd xh_g} f5(x), iar x( este punct de discontinuitate de speta a doua.
0

x<Xp

Tinand cont de faptul cd functiile monotone au limite laterale in fiecare punct
al domeniului de definitie, ele nu pot avea decat puncte de discontinuitate de o
anumita naturd. Mai mult, aceste puncte de discontinuitate nu pot fi arbitrar de

multe.

Corolar 6.1.1. Fie f : I — R o functie monotond pe intervalul 1. Atunci f nu poate
avea decdt puncte de discontinuitate de specia intdi pe I, multimea tuturor acestor puncte
fiind cel mult numdrabild.

6.1.4 Prelungirea prin continuitate a unei functii intr-un punct

Fie f : D C R — RR. Dacéd f nu este definitd in x( (deci xg ¢ D), dar x( este punct
de acumulare al domeniului D, iar f are limita finitd / in x, atunci functia

FiDU{xo} o R, fw={ W *EP
[, X = Xg

obtinutd prin definirea valorii in x( ca fiind egald cu valoarea limitei in acelasi

punct, celelalte valori ramanand neschimbate, se numeste prelungirea prin conti-
nuitate a lui f in xg. Desigur, deoarece

lim f(x) = xll_g(l f(x) =1= f(xop),

X—XQ

f este continud in xq, ceea ce justificd denumirea de prelungire prin continuitate.
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Exemplu. Fie f : R* — R, f(x) = S22 Deoarece lil’l’(l) sinX — 1, prelungirea
X—r
prin continuitate a lui f in 0 este
_ _ sinx/ X 0
fR-R,f(x)y=¢ * 7 .
1, x=0

6.1.5 Caracterizarea cu siruri a continuitatii unei functii intr-un
punct
Teorema urmaétoare, denumita si teorema de caracterizare cu siruri a continuitdtii unei

functii intr-un punct permite studiul continuitatii unei functii cu ajutorul limitelor
de siruri.

Teorema 6.2. Fie f : D C R — R si xg € D. Atunci f este continud in xo dacd
si numai dacd pentru orice sir (a,),>o cu limita xq astfel incit a, € D pentru orice

n > 0, urmeazd cd sirul valorilor (f(a,))n>o0 are limita f(xo).

Demonstratia este imediatd, cu ajutorul rezultatului corespunzdtor pentru li-
mite de functii, Teorema 5.3. Sd observam si ca teorema de mai sus (ca si defintia
continuitdtii, de fapt) nu mai exclude valori ale argumentului diferite de xp; daca
a, = Xo, atunci f(a,) = f(xp), valoare egala cu valoarea limitei.

Teorema de mai sus se poate exprima prin faptul ca functiile continue se pot
aplica relatiilor de convergentd (adicd dacd f este continua in xo, iar a, — xo pentru
n — oo, in conditiile de mai sus, atunci f(a,) — f(xp) pentrun — o.)

6.1.6 Caracterizarea cu ¢ — J a continuitdtii unei functii intr-un

punct

Urmadtoarea teoremi de caracterizare cu € — § se poate obtine in mod imediat din
rezultatul similar pentru limite de functii, Teorema 5.1.

Teorema 6.3. Fie f : D C R — R si xo € D. Atunci f este continud in xy daci si
numai daci pentru orice ¢ > 0 existid 8¢, > 0 astfel ca | f(x) — f(xo)| < € pentru
orice x € D cu proprietatea ci |x — xo| < Jg,x,-
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In teorema de mai sus, &y, > 0 depinde (implicit) si de punctul x( in care se
studiazd continuitatea functiei, pe langa dependenta de e.

6.1.7 Operatii cu functii continue

Se poate observa cd operatiile uzuale cu functii continue au ca rezultat functii
continue, In masura in care ele sunt bine definite, fapt observat in teorema de mai

jos.

Teorema 6.4. Fie f,g: D — R, xg € D, f, g continue in xq. Atunci
1. f+g, f — gsunt continue in xo.
2. af este continud in xo pentru orice & € R.
3. fg este continud in x.

4. Jgf este continud in xg dacd g(xp) # 0.

5. f8& este continud in xq daci f(xg)3™0) este bine definitd.

Demonstratia este imediatd, obtindndu-se cu ajutorul proprietdtilor operati-
ilor cu limite de functii. O proprietate asemdnadtoare se poate formula in mod
similar pentru functii continue pe intreg domeniul de definitie.

Exemple. 1. f:(0,00) — R, f(x) = x? + log, x este continud, fiind suma a
doua functii elementare.

2. f:(=2,00) = R, f(x) = (x + 2)* este continud, intrucat f; : (=2, 00) —
R, fi(x) =x+2, f2 : (—2,00) = R, fo(x) = x sunt continue, iar f{z este
bine definita.

Continuitatea functiei compuse

S-a observat anterior cd operatiile uzuale cu functii continue au ca rezultat tot
functii continue. Teorema de mai jos exprima faptul ca prin compunerea a doud

functii continue se obtine tot o functie continua.
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Teorema 6.5. Fieu: D CR — E, f : EC R — R si xo € D astfel incit u este
continud in xo, iar f este continud in u(xg). Atunci functia compusia fou : D C

R — R este continud in x.

Demonstratie. Fie (a,),>0 un sir astfel ca a, € D, iar hrn Ny, = Xo. Deoarece
functia u este continud in xp, urmeaza ca l1m u(an) = u(xo) conform teoremei
de caracterizare cu siruri. Deoarece si func’gla f este continud, nh_r)rolo fuay)) =
f(u(xp)), de unde concluzia. Cum (a,), >0 era arbitrar, urmeaza conform teoremei
de caracterizare cu siruri cd f o u este continud in xy. |

Exemplu. Functia f : [1,00) — R, f(x) = V13 — 1 este continud, deoarece
f - fl Of2/ unde fl : [O/OO) — IR/ fl(x) - \/}1 f2 : [1100) — [OIOO)I fZ(x) =

x3 — 1, sunt continue.

Cum functia modul este continud, se poate demonstra cd modulul unei func-
tii continue este tot o functie continud, iar maximul, respectiv minimul, a doud

functii sunt de asemenea functii continue.

Teorema 6.6. Fie f,g: D — R, xg € D, f, g continue in xq. Atunci
1. |f| este continudi in xo.

2. min(f, ) si max(f, g) sunt continue in xo.

Demonstratie. 1. Cum |f| reprezintd compunerea functiilor continue | - | si f,
|f| =|-|of, eaeste continua in x.

2. Este cunoscut ca

f+g+If—sl f+g-— If 8l

2 7

max(f,g) = min(f, g) =

Cum f + g, f — g sunt continue, reprezentand operatii uzuale cu functii conti-
nue, iar | f — g| este de asemenea continud, conform celor de mai sus, urmeazd ca
max(f, g) si min(f, g) sunt continue, fiind obtinute prin operatii uzuale cu functii
continue. |
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6.1.8 Proprietiti locale ale functiilor continue

Conform unei proprietdti anterioare, continuitatea unei functii intr-un punct pre-
supune egalitatea Intre valoarea limitei si valoarea functiei in punct, functiile con-
tinue mostenind pe aceasta cale proprietdtile functiilor cu limita.

Mairginirea functiilor continue

Teorema 6.7. Fie f : D C R — R si xo € D astfel incit f este continud in x.
Atunci existi o vecindtate a lui xq pe care f este marginitd.

Proprietatea de pdstrare a semnului

Teorema 6.8. Fie f : D C R — R si xo € D astfel incit f este continud in xo, iar
f(xo) # 0. Atunci existi o vecindtate a lui xq pe care f pdstreazi semnul lui f(xo).

6.2 Proprietati ale functiilor continue pe o multime

6.2.1 Proprietatea lui Darboux

In cele ce urmeaza vom demonstra ci o proprietate caracteristica a functiilor con-
tinue este aceea de a nu omite valori. Incepem mai intai prin a demonstra urma-
toarea proprietate, numitd lema Iui Bolzano, ce exprima faptul ca dacd o functie
continud are valori de semne opuse la capetele unui interval, atunci ea are o ra-

d&cind in interiorul acestui interval.

Teorema 6.9. Fie f : [a,b] — R, continud pe [a, b], cu proprietatea ci f(a)f(b) <
0. Atunci existid ¢ € (a, b) astfel ca f(c) = 0.

1y Y f@ >0
fb)>0

N
" \

fb)<0

wX

f(a)<0
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Lema lui Bolzano, demonstrati mai sus, este instrumentald in determinarea
aproximativd a raddcinilor unor ecuatii care nu pot fi rezolvate explicit, un exem-

plu fiind indicat mai jos.

Exercitiu. Demonstrati cd ecuatia e¥ = 2cosx are cel putin o rdddcind in
intervalul (0, §).

Solutie. Ecuatia e* = 2 cos x poate fi pusa sub forma e* — 2 cosx = 0. Fie atunci
f:R = R, f(x) = e* —2cosx. Atunci f este continud pe R, iar f(0) = -1 < 0,
f(3) = e5 —1 > 0. Cum f ia valori de semne opuse in capetele intervalului
[0, 3], existd cel putin o rdddcind a ecuatiei f(x) = 0 in interiorul acestui interval,
ceea ce trebuia demonstrat.

Exercitiu. Fie f : R — R, f(x) = A1 X g, x® + .+ ax +ag o
functie polinomiald de grad impar. Atunci ecuatia f(x) = 0 are cel putin o
radacina reala.

Solutie. Deoarece f este o functie polinomiala de grad impar, xl_i>11100 f(x) = —o0,
de unde, conform definitiei limitei, existd x; < 0 astfel ca f(x;) < 0, deoarece
intr-o vecindtate a lui —oo valorile functiei f pdastreaza semnul limitei. Similar,
xl—igloo f(x) = 400, de unde exista x, > 0 astfel ca f(xp) > 0. Cum f este continua,

tiind functie elementard, iar valorile lui f in capetele intervalului [x1, x7] au semne

opuse, existd macar o rdddcind a ecuatiei f(x) = 0 in interiorul acestui interval.

Existenta radacinilor unor ecuatii

Din cele de mai sus se desprinde urmadtorul procedeu general de localizare a
rdddcinilor unei ecuatii.

Fie o ecuatie de forma f(x) = 0, unde f : I — R este o functie continud pe
un interval I. Se determind mai intdi doua puncte x1, x, € I, x; < xp, astfel
incat f(x1) si f(xp) au semne opuse, adicad f(x1)f(x2) < 0. Deoarece f este conti-
nud pe I, rezultd atunci conform lemei lui Bolzano ca existd ¢ € (xj, x2) astfel ca
f(c) = 0, adicd ecuatia f(x) = 0 are mdcar rdaddcina c in intervalul (x1, xp). Daca
f(x1)f(x2) < 0, ecuatia f(x) = 0 are macar radacina c in intervalul [xq, x2]. In
plus, dacd f este strict monotona pe intervalul [xj, xp] (fiind deci si injectivd pe
acest interval), atunci aceastd radacina este unica.
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Dacd ecuatia de rezolvat este prezentatd sub forma f(x) = g(x), unde f,g :
I — R sunt functii continud pe I, atunci aceastd ecuatie se pune mai intai sub
forma f(x) — g(x) = 0, aplicandu-se apoi consideratiile de mai sus.

Dat un interval I C IR, vom spune céa f are proprietatea lui Darboux pe I, sau a
valorii intermediare pe I daca pentru orice xq, xp € [ astfel ca x; < xp si f(x1) #
f(x2) si orice numar real A cuprins intre f(x1) si f(x2) existd ¢ € (x1, xp) astfel ca

£©) = A.

JACHI=

wX

f(x)

Altfel spus, o functie f are proprietatea lui Darboux dacd odatd cu doud valori
arbitrare f(x;) si f(x2) aceasta ia pe intervalul (x1, x) si orice valori intermediare
situate intre f(x1) si f(x2) (adicd toate valorile din intervalul deschis determinat
de f(x1 si f(x2)). Conform acestei observatii, rezultd imediat cd functiile cu pro-
prietatea lui Darboux transforma intervalele in intervale.

Teorema 6.10. Fie f : D C R — R o functie cu proprietatea lui Darboux pe
intervalul I C D. Atunci f(I) este un interval.

Exemplu. Fie f : R — R, f(x) = [x]. Atunci f(0) =0, f(1) = 1, dar f nuia
pe intervalul (0, 1) si valoarea intermediara %, deci f nu are proprietatea lui
Darboux pe R. Alternativ, f(R) = Z, deci f nu transformd intervalul deschis
R = (—o0,+00) tot intr-un interval, neavand in concluzie proprietatea lui
Darboux.

: 1, xcQ . :
Exemplu. Fie f : R = R, f(x) = . Atunci f(R) = {0,1}, deci

0, xeR\Q
f nu transformd R tot intr-un interval, neavand in concluzie proprietatea lui
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| Darboux.

Restrangand in mod potrivit intervalul I de mai sus in jurul unui punct x¢ in
care o functie cu proprietatea lui Darboux are o limita laterald, se obtine imediat
urmatorul rezultat.

Teorema 6.11. Fie f : Iy — R, I fiind un interval pe care f are proprietatea lui
Darboux, si fie xo € I astfel incit existd o limitd laterald a lui f in xo. Atunci

aceastd limitd este egalid cu f(xo).

Conform acestei proprietdti, functiile cu proprietatea Darboux sunt ,aproape
continue", in sensul cd nu pot avea decat puncte de discontinuitate de o anumita
natura.

Corolar 6.11.1. Fie f : I — IR cu proprietatea lui Darboux pe intervalul I. Atunci f nu
poate avea deciit puncte de discontinuitate de specia a doua pe I.

Vom demonstra in cele ce urmeaza ca functiile continue pe un interval au
proprietatea lui Darboux pe acel interval.

Teorema 6.12. Fie | C R un interval si f : I — R o functie continud. Atunci f
are proprietatea lui Darboux pe I.

Demonstratie. Fie x1, x, € [ astfel ca x; < xp si f(x1) # f(x2) si fie A cuprins
intre f(x1) si f(x2). Fie deasemenea g : I — R, g(x) = f(x) — A.

Atunci g este continud pe I, iar g(x1)g(x2) = (f(x1) — A)(f(x2) — A) < 0. Con-
form teoremei Cauchy-Bolzano, exista ¢ € (xi,xp) astfel ca g(c) = 0, de unde
f(c) = A, iar f are proprietatea lui Darboux pe I. |

Corolar 6.12.1. Fie f : D C R — R o functie continud pe intervalul I C D. Atunci
f(I) este un interval.

6.2.2 Functii uniform continue

Fie f : D — Rsixp € D. Dacé f este continud in x atunci, conform teoremei de
caracterizare cu € — J, pentru orice € > 0 existd dg,x, > O astfel ca |f(x) — f(x0)| < e
pentru orice x € D cu proprietatea cd |x — xo| < JO¢x,- Asa cum s-a afirmat, gy,
depinde atat de ¢, cat si de x(, valoarea sa putand sa se schimbe dupa substituirea
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lui xp cu un alt argument x;. Cand aceasta valoare nu se schimba indiferent de
valoarea argumentului considerat, f se numeste uniform continud.

In acest sens, vom spune ca f este uniform continud dac pentru orice ¢ > 0
existd 6, > 0 astfel ca |f(x) — f(y)| < € pentru orice x,y € D cu proprietatea ca
lx —y| < 6.

Definitia de mai sus exprima faptul cd, pentru o functie uniform continua,
dacd diferenta intre doud argumente x si y este suficient de micd, atunci diferenta
dintre valorile f(x) si f(y) este de asemenea micd indiferent de locul argumentelor
x si y in domeniul de definitie. Din punct de vedere geometric, imaginea oricarui
interval cu o lungime mai mica decat J; este tot un interval, cu lungime mai mica
decat e. Desigur, orice functie uniform continud pe o multime este si continud pe
acea multime, definitia uniformei continuitati fiind mai restrictiva.

Exemplu. 1. f : [0,2] — R, f(x) = x? este uniform continud pe [0, 2].
Intr-adevir,

f@) = fl =1x* =Pl =lx —y| - [x +y| < 4lx -y,
de unde f este uniform continud, cu é. = .

2.¢:(0,1] = R, glx) = % nu este uniform continud pe (0,1]. Sa presu-
punem prin reducere la absurd cd g este uniform continud pe (0, 1]. Fie
atunci e = 1si fie 41, 0 < 01 < 1, astfel ca |g(x) — g(v)| < 1 pentru orice
x,y € (0,1], [x —y| < 61. Pentrux = 61,y = ‘571, urmeaza ca

) 1
-yl =2 <&, |gx)-gw) =< >1,
2 61

contradictie. Urmeaza cd g nu este uniform continua pe (0, 1]

6.2.3 Functii Lipschitz. Contractii

Vom preciza in cele ce urmeaza o categorie speciala de functii uniform continue.

Fie f : D — R. Daci existd L > 0 astfel incat |f(x) — f(y)| < L|x — y| pentru
orice x,y € D, atunci f se numeste functie Lipschitz (sau functie lipschitziand) pe D,
L numindu-se constanti Lipschitz a functiei f.
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Teorema 6.13. Fie f : D — R, f lipschitziand pe D. Atunci f este uniform
continud pe D.

Demonstratie. Fie ¢ > 0 arbitrar si fie 6. = §, unde L este o constanta Lipschitz

a functiei f. Atunci
€

f@) —fWl < Llx—y[ <Ly =¢
pentru orice x,y € D cu |x — y| < J;, deci f este uniform continud pe D. |
Teorema de punct fix a lui Banach

Fie T : D — R. Vom spune cd xo € D este un punct fix al lui T daca T(xp) = xo.
De asemenea, vom numi contractie o functie Lipschitz care admite o constanta
Lipschitz L < 1. In cele ce urmeaza vom folosi notatia simplificats T(x) = Tx, iar
T" =ToTo...oT.

nori T
Urmadtoarea teoremd, numitd teorema de punct fix a lui Banach precizeaza exis-

tenta si unicitatea punctului fix al unei contractii a unei multimi inchise D in ea
insdsi, precizand si o metoda de obtinere a acestui punct fix, lucru care o face utila

in determinarea aproximativa a solutiilor unor clase largi de ecuatii.

Teorema 6.14. Fie D C R inchisd, iar T : D — D o contractie a lui D in ea insdsi.
Existd atunci un unic punct fix al lui T, iar sirul (T" x¢),>0 este convergent la acest

punct fix pentru orice punct initial xo € D.

6.2.4 Functii continue definite pe intervale inchise si marginite

A fost demonstrat deja cd functiile continue transformd intervalele in intervale.
O precizare ce se poate aduce este cd functiile continue transforma intervalele
inchise si marginite tot in intervale inchise si marginite. Acest lucru este exprimat
in urmatorul rezultat, numit teorema lui Weierstrass.

Teorema 6.15. Fie f : [a,b] — R o functie continud. Atunci f este marginitd si isi

atinge marginile pe [a, b].

Desi s-a observat mai sus cd functiile continue nu sunt necesar uniform con-
tinue, acestea devin totusi uniform continue atunci cAnd domeniul lor este un

interval Inchis si mdrginit.
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Teorema 6.16. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a,b]. Atunci f este uniform
continud pe [a, b].

Aplicatii

6.1. Precizati un exemplu de functie f : [0, 1] — R pentru care |f| este continud firi ca

f si fie continud.

2 _g

6.2. Fie functia f : R — R, f(x) = x>
2x3 —4x+b, x>0

, x>0 .
. Determinati a,b € R

astfel incat f sd fie continud in xg = 0.

\3/x+6—2 X ;é 2
6.3. Fie functia f : R — R, f(x) = X2 . Determinati a € R astfel
ax, x=2

incat f sd fie continud in xg = 2.

) . xsinZ, x € (0,1] .
6.4. Demonstrati cd functia f : [0,1] — R, f(x) = X este continud

0, x=0
inxg=0.

xP arctg %, x € (0,00)

6.5. Fie functia f : [0,00) = R, f(x) = . Determinati p € R

0, x=0
astfel incidt f si fie continud in xg = 0.
L1
N Xons, x e (0,0) o
6.6. Fie functia f : [0,00) = R, f(x) = s x . Determinati p € R
0, x=20

astfel incdt f sd fie continud in xy = 0.

6.7. Precizati punctele de discontinuitate ale functiei f : [1,2] — R, f(x) = [x?] si
natura acestora.

6.8. 1. Precizati punctele de discontinuitate ale functiei f : R — R, f(x) = {x} si
natura acestora.

2. Demonstrati ci functia g : R — R, g(x) = {x} (1 — {x}), este continud pe R.
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sinx

6.9. Fie f : (0,00) = R, f(x) = (w) Y Prelungiti f prin continuitate in xo = 0.

X

6.10. Fie f : R\ {—2} — R, f(x) = (x +2)?sin XLJFZ Prelungiti f prin continuitate in

Xg = —2.

. £33, x<1 . .
6.11. Fie f : R\ {1} = R, f(x) = . Demonstrati ci f nu poate fi
In(x —1), x>1

prelungitd prin continuitate in xo = 1.

6.12. Fie f : R — R cu proprietatea ci | f(x) — x| < x? pentru orice x € R.
1. Determinati f(0).
2. Demonstrati ci f este continud in 0.

6.13. 1. Determinati functiile f : R — R continue in x = 0 pentru care f(x) =
f(2x) pentru orice x € RR.

2. Determinati functiile f : [0,00) — R continue in x = 1 pentru care f(x) = f(x?)
pentru orice x € [0, 00).

6.14. Fie f,g : R — R continue.
1. Dacd f(x) = g(x) pentru orice x € Q, atunci f(x) = g(x) pentru orice x € R.
2. Daci f(x) = g(x) pentru orice x € R\Q, atunci f(x) = g(x) pentru orice x € R.

3. Daci f(x) = g(x) pentru orice x € Z, rezulti ci f(x) = g(x) pentru orice x € R?

fl(x)/ X € Q
f2(x), x € R\Q

Atunci f este continud in xo € R dacd si numai dacd f1(xg) = f2(xo).

6.15. Fie f1, fo : R = R, f1, fo continuesifie f : R — R, f(x) =

6.16. Fie f,g: D CR — Rsixg € D.

1. Dacd f este continud in xo, iar g este discontinud in xo, atunci f + g este discon-
tinud in xg.

2. Daci f, g discontinue in xq, rezulti cid f + g este discontinud in xo?
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6.17. 1. Fief,g: D CR — Rsixg € D, f, g continue in xo. Daci f(x9) < g(xo),
ardtati cd existd o vecindtate U € V(xo) cu proprietatea ci f(x) < g(x) pentru
oricex € UND.

2. Fief: D CR — Rsgixyg €D, f continud in xg. Daci m, M € R sunt astfel
incat m < f(xo) < M, ardtati cd existi o vecindtate U € V(xg) cu proprietatea ci
m < f(x) < M pentru orice x € UND.

6.18. Demonstrati ci ecuatia 3*(x° + 1) — 2 = 0 are o unici ridddicind in intervalul (0, 1).

6.19. Demonstrati cii ecuatia x° — 3x* — 2x + 1 = 0 admite cel putin o ridicini reald.

6.20. Demonstra;i cd dacd n € IN*, atunci ecuatia x cos % = sin% are mdcar o raddcind

1

in intervalul ( 2n+1)n, )

6.21. 1. Demonstrati ci ecuatia x> +2x = 3 + % are o unicd solutie reald x, pentru
oricen € IN™.

2. Demonstrati ci lim x, = 1.
n—oo

6.22. Fie f : [a,b] — [a,b], f continud. Demonstrati cd existd ¢ € [a,b] astfel incat

f(c) =vc.

6.23. Fie f : [a,b] — R, f continud. Demonstrati cd existi c € (a,b) astfel incat
fO) =2 + 5

6.24. Fie f : [a,b] — R, f continud si fie x1, X2, ..., Xn € [a,b]. Demonstrati cd existi

c € [a,b] astfel ca f(c) = + (f(x1) + f(x2) + ... + f(xn)).

2
—x“+3x4+2, xe[-2 -1 o
6.25. Fie f : [-2,2] = R, f(x) = [ ). Determinati
xX+a, x €[-1,2]
a € R astfel incit f si aibid proprietatea lui Darboux pe [—2,2].
6.26. Demonstratici f : R — R, f(x) = 2x3 + 3x + 1, este bijectivil.
6.27. Fie f : [0,1] — [0,1] U [2,3], f continud. Demonstrati ci f nu este surjectivd.
6.28. Fie f : [0,00) = R, f continud, iar 1i_r>n f(x) este finitd. Atunci f este marginitd.
X—r 00

6.29. Fie f : [a,b] — R, f crescitoare. Demonstrati ci Im f = [f(a), f(D)].
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6.30.

6.31.

6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

1. Folosind eventual inegalitatea sinx < x pentru x > 0, demonstrati ci f :
[0,00) — R, f(x) = sin® x este uniform continud pe [0, co).

Folosind eventual inegalitatea |\/x — \/y| < /|x —y| pentru x,y > 0, demon-
strati cid f : [0,00) — R, f(x) = \/x, este uniform continudi pe [0, o).

1. Daci f : D — R este uniform continuid pe D, D1 C D, iar f; : D1 =+ R
este o restrictie a lui f la Dy, atunci fy este uniform continud pe D1

Demonstratici f1 : (0,1] = R, f1(x) = smx , este uniform continud pe (0, 1].

1. Fie f : R — R, f continud. Dacd existd limitele xl_i>r£100 f(x)si xl_lgloo f(x)si

sunt finite, atunci f este uniform continud pe RR.
Demonstratici f : R — R, f(x) = arctg x, este uniform continud pe R.

Demonstratici g : R — R, g(x) = este uniform continud pe R.

2+1'
Fie f : R — R continud si periodicd. Atunci f este uniform continud.
1. Fie f : D — R, f continud. Dacd existd (Xn)n>0, (Yn)n>0 € D astfel

ca li_r>n (Xn —yn) = 0, dar li_r)n (f(xn) — f(yn)) # O, atunci f nu este uniform
n—oo n o0
continud pe D.

Fiea,b € R, f : (a,b) — R, f continud. Dacd existd (xn)n>0, (Yn)n>0 < (a,b)

>0,
astfel ca h_r)r.}oxn = h_r}r(}oyn = a sau nh_r}r.}oxn = nh_r}r.}oyn b, dar nll_r>ro10(f(xn) —

f(yn)) # 0, atunci f nu este uniform continud pe (a, b).

Demonstraticid f : (0,00) = R, f(x) = sin %, nu este uniform continud pe (0, o).

Demonstratici f : (0,00) — R, f(x) = Inx, nu este uniform continud pe (0, o).

Demonstrati ci f : [0,00) — R, f(x) = xsinx, nu este uniform continud pe
[0, ©0).

1. Fiea,b € R, f : (a,b) = R, f uniform continud. Folosind eventual criteriul
Cauchy-Bolzano, ardtati ci existd limitele 31513% f(x)si limfll7 f(x) si sunt finite.
X—
x>a x<b

Demonstraticd f : (0,5) — R, f(x) = tg x, nu este uniform continud pe (0, ).

Demonstraticd f : (0,00) = R, f(x) = e%, nu este uniform continud pe (0, 00).



