Capitolul 5

LIMITE DE FUNCTII

5.1 Limita unei functii intr-un punct

Fie o functie f : D € R — RR. Ne punem problema de a studia comportarea lui
f in apropierea unui punct dat xg € R, in sensul de a observa daca pentru valori
x ale argumentului apropiate de x( valorile f(x) ale functiei se apropie si ele de o
valoare reald fixd sau sunt arbitrar de mari, respectiv arbitrar de mici.

Formulatd in acest sens, suficient de intuitiv dar relativ imprecis, problema
necesitd unele clarificdri si restrictii. Din cele de mai sus, se poate observa fap-
tul cd sunt de interes valorile functiei f pentru argumente apropiate de xg si nu
valoarea f(xp) insdsi. De fapt, f poate nici sa nu fie definitd in x(, adica nu este
necesar ca xo sd apartind lui D. Totusi, este necesar ca D sd contind valori x ale ar-
gumentului oricat de apropiate de x(, adicd xg trebuie sd fie punct de acumulare
al lui D. Mai mult, nu este necesar ca x sa fie finit, el putand fi —oco sau +oo.

Pentru o functie f : D C R — R si pentru xo € D’, vom spune ci functia
f are limita | € R in xo dac pentru orice vecindtate V € V() existd o vecinatate
U € V(xp) astfel incat pentru orice x € UN D, x # xp, urmeazd cd f(x) € V. In
acest caz, vom nota f(x) — [ pentru x — xp sau xh_>n;0 f(x) = 1, spunandu-se si ca
f(x) tinde la | pentru x tinzand la xo.

Se observa cd dacd xp nu este punct de acumulare al lui D, adicd dacd xq este
punct izolat al lui D sau punct exterior lui D, atunci problema existentei limitei
lui f in D nu are sens, intrucat D nu contine valori ale argumentului x oricat de
apropiate de xy.
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De asemenea, intr-un mod similar demonstratiei rezultatului corespunzator
privind limite de siruri, se poate demonstra cd daca limita unei functii existd,
atunci aceasta este unica.

Exemple. 1. Fie f:(—1,1)U{2} = R, f(x) =x+1.

Atunci lim f(x) = 1, iar
—0

X 4
lim f(x) = 2, problema v *
x—1

existentei limitei lui f in

xo = 1 avand sens, deo- /
arece acesta este punct de /
acumulare al domeniului

-1 1 2

wR

de definitie, chiar daca nu

apartine acestuia. In ace-
lasi timp, problema existentei limitei lui f in xop = 2 nu are sens, deoa-
rece acesta este punct izolat al domeniului de definitie. In mod similar,
problema existentei limitei lui f in xop = 3 nu are sens, deoarece acesta
este punct exterior domeniului de definitie.

1
2, x€ (0,1
2. Fief:[0,1) =2 R, f(x) =< * ( ).
0, x=0
Atunci lim f(x) = +oo, In
x—>0 ALy
timp ce f(0) = 0, deci o

functie poate avea intr-un
punct dat o limitd diferitd
de valoarea functiei in acel
punct. In general, dac f :
D C R — R, iar xp € o 1
D’, se poate intampla ca

wR

lim f(x) # f(xp), adicd valoarea limitei unei functii intr-un punct poate
X— X

ti diferita de valoarea functiei in acel punct. Functiile care verifica egali-
tatea lim f(x) = f(xo) se numesc functii continue in xq si vor fi studiate
X— X0

in capitolul urmator.
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5.1.1 Caracterizari analitice

Sa presupunem pentru moment cd xp € IR si sd considerdm vecindtati V' ale lui [
de tipul (I — ¢, + €) dacd I este finit, respectiv (M, +oo] dacd | = 400 si [—00, — M)
dacd | = —oco. Conform definitiei de mai sus, obtinem urmatoarea teoremui de
caracterizare analiticd a limitei unei functii intr-un punct, numita si teorema de ca-
racterizare cu € — 0.

Teorema 5.1. Fie f : D C R — Rsi xg € D' NR. Atunci au loc urmditoarele
afirmatii.
1. li_>m f(x) =1 € R < Pentruorice e > 0existid d; > Qastfel ca |f(x)—1| < ¢
X—X(

pentru orice x € D, x # xo cu proprietatea ci |x — xg| < J.

2. lim f(x) = +oo < Pentru orice M > 0 existd dp; > 0 astfel ca f(x) > M

X— X
pentru orice x € D, x # xo cu proprietatea cd |x — xg| < dp.

3. xh_>n; f(x) = —oo & Pentru orice M > 0 existid 6py > O astfel ca f(x) < —M
0

pentru orice x € D, x # xg cu proprietatea cd |x — xo| < dp1.

Pentru xy = +o0, se obtine iIn mod similar urmatoarea caracterizare a functiilor

cu limitd la +oo, un rezultat asemandtor avand loc si pentru xp = —oo.

Teorema 5.2. Fie f : D C R — R, cu +o0 € D’. Atunci au loc urmidtoarele
afirmatii.

1. 1_131 f(x) =1 € R < Pentru orice ¢ > 0 existii &g > Oastfel ca |f(x) — 1| <
X ()

e pentru orice x € D, x > J,.

2. lim f(x) = 4oco < Pentru orice M > 0 existd 6pg > 0 astfel ca f(x) > M

X— 400
pentru orice x € D, x > Jp.

3. 1_1&1 f(x) = —oo & Pentru orice M > 0 existd dp; > 0 astfel ca f(x) <
X o

—M pentru orice x € D, x > o1
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5.1.2 Teorema de caracterizare cu siruri

Teorema urmatoare, denumitd si teorema de caracterizare cu siruri a limitei unei func-
tii intr-un punct sau teorema de caracterizare Heine a limitei unei functii intr-un punct,
permite transferul unor proprietati si reguli de calcul ale limitelor de siruri la

limite de functii.

Teorema 5.3. Fie f : D C R — Rsixg € D'. Atunci f are limita | in xq (finitd
sau infinitd) dacd si numai dacd pentru orice sir (an)n>0 cu limita xq astfel incit
a, € D, a, # xo pentru orice n > 0, urmeazi cd sirul valorilor (f(an))y>o0 are
limita l.

Conditii suficiente ca o functie sa nu aiba limitd intr-un punct

Conform teoremei de mai sus, se observa cd daca este indeplinitd una dintre
conditiile urmitoare, atunci functia f : D C R — R nu are limita in xy € D’.

1. Exista doud siruri (a,),>0, (bn)n>0 cu limita xq astfel ca a,, b, € D, a,, b, #
xo pentru orice n > 0, iar sirurile de valori (f(a1))n>0, (f(bn))n>0 au limite

diferite ll §i 12.

2. Existd un sir (a,), > 0 cu limita xq astfel ca a, € D, a, # x¢ pentru orice
n > 0, iar sirul valorilor (f(a,)),>0 nu are limita.

Exemplu. Functia f : R — R, f(x) = sinx nu are limita la +c0. In acest
sens, sd observam ca pentru sirul (a,),>0, 4, = 2n7, cu limita +oo, sirul
valorilor (f(a,)),>0 are limita O, fiind constant nul, in timp ce pentru sirul
(bu)n>0, by = 5 + 2nm, de asemenea cu limita +-co, sirul valorilor (f(by)).>0
are limita 1, fiind constant egal cu 1.
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AR D) (b, (D))

(al > f(al ))

De fapt, cu un rationament asemanator se poate observa cd are loc urmdtoarea
proprietate mai generala.

Teorema 5.4. Fie f : R — R periodici si neconstantd. Atunci f nu are limitd la
—+00 squ —oo.

In particular, teorema de mai sus atesta faptul ci functiile trigonometrice di-
recte uzuale nu au limita la $-co.

5.1.3 Limite laterale

In situatia in care argumentul x se apropie de punctul xo dat doar prin valori mai
mici, respectiv mai mari decat x(, se obtine conceptul de limitd laterala.

Pentru o functie f : D C R — R si pentru xg € (D N (—0o0, xp))’ (adicd pentru
xo punct de acumulare la stanga al multimii D), vom spune ca functia f are limita
la stinga l; € R in xy dacd pentru orice vecindtate V € V(l;) existd o vecinitate
U € V(xp) astfel incat pentru orice x € UN D, x < xg, urmeazd ci f(x) € V. In
acest caz, vom nota

%121%) f(x) =1, sau xli/r(r;of(x) =1, sau f(xo —0) = L;.
Similar, vom spune c functia f are limita la dreapta l; € R in xg € (D N (xo, +0))’
(adicd pentru xp punct de acumulare la dreapta al multimii D) dacd pentru orice
vecindtate V € V(I;) existd o vecindtate U € V(xp) astfel incat pentru orice x €
UND, x> xp, urmeazd cd f(x) € V. In acest caz, vom nota

’f}lﬁr:%’ f(x) =1, sau xlggclo f(x) =1y, sau f(xg +0) = I;.
Limitele la stanga si la dreapta ale unei functii intr-un punct xy se mai numesc si
limite laterale in x.
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Caracterizarea cu siruri a limitelor laterale intr-un punct

In mod analog teoremei de caracterizare cu siruri a limitei unei functii intr-un
punct se poate demonstra urmatorul rezultat.

Teorema 5.5. Fie f : D C R — IR. Au loc urmitoarele afirmatii.

1. Functia f are limita la stinga l; € R in xg € (D N (—o0, x0))’ dacd si numai
dacd pentru orice sir (an),>o0 cu limita xg astfel incit a, € D, a,, < xo pentru
orice n > 0, urmeazi cd sirul valorilor (f(a,))n>0 are limita I;.

2. Functia f are limita la dreapta l; € R in xo € (D N (xo, +0))’ dacd si numai
dacd pentru orice sir (a,),>0 cu limita xg astfel incit a, € D, a, > xo pentru

orice n > 0, urmeazi ci sirul valorilor (f(a,))n>0 are limita I ;.

Se poate observa cd existenta uneia dintre limitele laterale intr-un punct nu
antreneazi automat si existenta celeilalte. In anumite situatii, se poate intampla
ca una dintre limitele laterale sd existe, in timp ce problema existentei celelalte

nici madcar sd nu aiba sens.

X, x <0
Exemplu. 1. Fief:R =+ R, f(x) = . Se observa cd, pentru
sin %, x>0
x0=0,Is = lirrg)x = 0. Totusi, I; nu existd, deoarece pentru (a,),>0, 4n =
X—r -
x<0

ﬁ, a, — 0 pentrun — oo, a, > 0 pentrun > 0, f(a,) = sin2nm = 0,

deci f(a,) — 0 pentru n — oo, in vreme ce pentru (b,),>0, by = ﬁ,
- 2
b, — 0 pentrun — oo, b, > 0 pentrun > 0, f(b,) = sin(% +2nm) =1,

deci f(b,) — 1 pentrun — oo.
0 /\
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2. Fief :[0,2] = R, f(x) = x. Se observa cd pentruxo = 0, [; = lin})x =0,
X—

x>0
in vreme ce problema existentei lui /s nu are sens, deoarece 0 nu este

punct de acumulare la stanga al lui [0, 2].

Caracterizarea limitei unei functii intr-un punct cu ajutorul limitelor laterale

Se poate observa cd definitia limitei intr-un punct contine conditii mai res-
trictive decat definitiile limitelor laterale, fiind necesar ca f(x) € V pentru orice
x € UND, x # xp, nudoar pentru x € UND, x < xq (respectiv x > xp). Ur-
meazad ca dacd xp este simultan punct de acumulare la stanga si la dreapta al unei
multimi D, iar functia f : D € R — R are limita / in xy, atunci are in mod necesar
si limite laterale in x( si acestea sunt egale tot cu I. Reciproca nu este neaparat
adevdratd, in sensul cd o functie poate avea limite laterale intr-un punct fara sa
aibd neapadrat limita in acel punct.

Totusi, se poate demonstra cd dacd limitele laterale intr-un punct sunt egale,
atunci functia are limita in acel punct, fapt descris de urmatoarea teorema.

Teorema 5.6. Fie f : D C R — Rsi fie xg € (D N (—o0,x0)) N (D N (xg, +00))
(adicd xo este simultan punct de acumulare la stanga si la dreapta al multimii D).
Atunci f are limitd in xy dacd si numai dacd f are limite laterale in x si

I = lim f() = lim £(x) = Iy
x<Xp X>X0

In acest caz, lim f(x) este egalii cu valoarea comund a limitelor.
X— X

. . ax+1, x<2 .
Exercitiu. Fie f : R = R, f(x) = . Determinati a € R astfel

x+3, x>2

ca f sd aibd limitd in xy = 2.
Solutie. Cum

Is =limf(x) =lim(ax +1) =2a+1; l; =limf(x) = lim(x +3) =5,
x—2 x—2 x—2 x—2
x<2 x<2 x>2 x>2

pentru existenta limitei functiei f in xo = 2 este necesar si suficientca2a+1 =5,
decia = 2.
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5.1.4 Criterii de existenta a limitei unei functii intr-un punct

Criteriu de existenta a unei limite finite

Ca si in cazul limitelor de siruri, pentru a ardta cd limita unei functii f : D C
R — Rinxy € D' este ] € R, poate fi studiatd diferenta dintre valorile f(x)
ale functiei pentru x apropiat de x si limita /. In situatia in care modulul acestei
diferente este ,mic", in sensul cd poate fi majorat cu o functie cu limita 0 in xo,
atunci functia f are limita / in xo, fapt observat in urmatorul rezultat, numit si
criteriul majordrii.

Teorema 5.7. Fie f : D C R — R, xg € D’ sil € R. Daci existi o functie
a: D — [0, 00) si 0 vecindtate V- € V(xg) astfel ca

|f(x) = 1] <a(x) pentruoricex € VND,x # xo,

iar xh_)nxlooc(x) = 0, atunci xh_)rgclo f(x) =1

1
. . ) xsin—, x#0 )
Exercitiu. Fie functia f : R — R, f(x) = X . Demonstrati ca
1, x=20
li =0.
lim (3
Solutie. Cum [f(x) —I| = |xsin1 — 0| < |x| pentru orice x # 0, iar lirr(l)]x| =0,
X—r

urmeaza conform celor de mai sus ca lirr(ll f(x)=0.
X—r

Criteriu de existentd a unei limite infinite

De asemenea, pentru a ardta cd o functie f : D € R — R are limita 4o
in xg € D/, este suficient sd se demonstreze ca valorile lui f sunt minorate pe o
vecindtate a lui xp de valorile unei functii g, cu o expresie posibil mai simpl4, iar

1i_>m g(x) = +oo. Similar, pentru a ardta cd o functie f : D € R — RR are limita
X—rX(

—oo In xp € D' este suficient sd se demonstreze ca valorile lui f sunt majorate pe
o vecindtate a lui xy de valorile unei functii g, cu o expresie posibil mai simpla,

iar xh_>n}rc10g(x) = —oo.
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Teorema 5.8. Fie f : D C R — Rsi fie xg € D'

1. Daciexisti g : D € R — IR cu proprietatea ci existi o vecindtate V- € V(xq)
astfel ca f(x) > g(x) pentru orice x € VN D, x # xq, iar li_>m g(x) = +o0,
X—X(

atunci xh_)ralo f(x) = +oo.

2. Daciexisti g : D C R — R cu proprietatea ci existd o vecindtate V € V(x)
astfel ca f(x) < g(x) pentru orice x € VN D, x # xq, iar li_>m g(x) = —oo,
X—XQ

atunci lim f(x) = —oo.
x—>x0f( )
Exercitiu. Demonstrati ca lim (—x + sinx) = —oo.
X— 0
Solutie. Cum —x +sinx < —x + 1 pentru orice x € R, iar lim (—x +1) = —oo,
X—r 00
urmeazda conform celor de mai sus cd lim (—x + sinx) = —oo.
X—r00

A se nota cd, in exemplul de mai sus, lim (—x + sinx) existd, desi functia
X—00
sinus, ca functie de sine stadtatoare, nu are limita la +oo.

Criteriul Cauchy-Bolzano

In cazul sirurilor de numere reale, se putea demonstra ca un sir (x,),>0 este
convergent fird a-i cunoaste limita, aratand cd acesta este sir Cauchy. In cazul
functiilor, se poate obtine un criteriu analog de existenta a unei limite finite Intr-
un punct, numit criteriul Cauchy-Bolzano.

Teorema 5.9. Fie f : D C R — Rsi xg € D' NIR. Atunci f are limitd finitd in
xo dacd si numai daci pentru orice ¢ > 0 existd o > 0 astfel ca |f(x) — f(y)| < €
pentru orice x,y € D, x,y # X, astfel ca |x — xg| < b, |y — xo| < .

5.1.5 Proprietati ale functiilor cu limita

In situatia in care o functie are limita finitd intr-un punct x, valorile sale f(x) sunt
apropiate de valoarea (finitd) a limitei pentru valori x ale argumentului suficient
de apropiate de xp, neputand deveni arbitrar de mari, respectiv arbitrar de mici,
pentru aceste valori ale argumentului. Acest lucru este exprimat in urmatoarea
teorema.
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Mairginirea functiilor cu limita

Teorema 5.10. Fie f : D C R — R gi xo € D' astfel incat f are limitd finiti in x.
Atunci existi o vecindtate a lui xq pe care f este marginitd.

Demonstratie. Fie JCli%rgclof(x) =]l e RsitieV = (-1, +1) o vecinatate a lui [.
Conform definitiei limitei, existd o vecindtate U € V(xp) astfel ca f(x) € V pentru
orice x € UND, x # xp. Atunci |f(x)| < |I| + 1 pentru orice x € UN D, x # x,
deci f este marginita pe U. n

Proprietatea de pdstrare a semnului

Teorema 5.11. Fie f : D C R — R si xg € D’ astfel incit f are limitid nenuld in
xo. Atunci existd o vecindtate a lui xq pe care f pastreazi semnul limitei.

Trecerea la limita in inegalitati

Teorema ce urmeazd, numita si teorema de trecere la limitd in inegalititi exprimd
faptul ca inegalitdtile (nestricte) dintre doud functii se pdstreaza prin trecere la

limita.

Teorema 5.12. Fie doud functii f,¢: D C R — R si xg € D' cu proprietitile
1. Existd o vecindtate V. € V(x) astfel ca

f(x) < g(x) pentrux € VN D,x # x.

2. xh_>n;0f(x) =1 eR, JCh_>1r1[3}0g(x) =hekR

Atunci l; < .

Inegalitdtile nestricte dintre termenii a doud functii nu se pastreaza neaparat
prin trecere la limitd. Aceasta se poate observa considerand functiile f : (0, c0) —
R, f(x) = % sig:(0,00) = R, g(x) = %pentru care f(x) < g(x) pentru orice
x > 0, dar lign f(x) = lgn g(x) = 0, inegalitatea strictd dintre valorile lui f si g

X— 00 X— 00
transformandu-se in egalitate.
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Teorema clestelui

Teorema de mai jos, numitd si teorema clestelui (pentru functii), ne permite sa
calculdm limita Intr-un punct a unei functii care, pe o vecindtate a acelui punct,
poate fi incadratd intre alte doud functii avand aceeasi limita.

Teorema 5.13. Fie trei functiia, f,b: D C R — R i xg € D' cu proprietitile
1. Existd o vecinitate V € V(xp) astfel ca

a(x) < f(x) < b(x) pentrux € VND,x # xo.

2. lima(x) = limb(x) =1 € R.
X—X( X— X

Atunci existi Jcll—>n;0 f(x), iar Jcll—>n;0 flx)=1

Limita functiei compuse

Urmadtoarea teoremd de calcul a limitei functiei compuse std la baza calculului
limitelor cu ajutorul schimbadrilor de variabila.

Teorema 5.14. Fieu : D C R — E, f : EC R — Rsi xg € D’ astfel incit
xh_>n; u(x) = ug i u(x) # ug pentru x € VN D, x # xg, unde V€ V(xq) este o
0
vecindtate a lui xo, iar ylgf} fly) = L. Atunci functia compusi fou : D — R are
0
limitd in xg, iar
};ngo(f (u(x)) = ylgg}of y) =1L

Corolar 5.14.1. Daciu : D C R — E, f : EC R — Rsixg € D’ astfel incit

xh_)nggou(x) = uy, iar yll}rgo f(y) = f(uo), atunci

lim (f(u(x)) = f(lim u()).

X—XQ

Corolar 5.14.2. Daciu : D C R — E, f : E C R — Rsixg € D' astfel incit

xh_}rrxlou(x) = u(xyp), iar yll)rgof(y) = f(up) si xh_{t}}()u(x) = ug, atunci

Jim (Fu() = f(u(xo)).
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Limitele functiilor monotone

Pentru cazul sirurilor, s-a demonstrat ca orice sir monoton are limitd, finitd sau
nu. Acest lucru va ramane adevdrat si in cazul functiilor monotone, cu precizarea
ca de aceastd datd este asiguratd doar existenta limitelor laterale. In acest sens,
teorema urmadtoare precizeaza faptul ca functiile monotone au limite laterale in

orice punct de acumulare al domeniului lor de definitie.

Teorema 5.15. Fie f : D C R — R, f monotond, si xog € D’. Atunci existi
limitele laterale I; = xh_)nj}o flx)sil; = xll)rgo f(x), finite sau nu.
x<xg xX>X0

Cum limita intr-un punct a unei functii este influentatd doar de valorile func-
tiei pentru argumente dintr-o vecindtate a acelui punct, se poate observa cd in
teorema de mai sus este de fapt suficient ca functia sd fie monotona doar pe o
vecindtate a acelui punct.

Produsul dintre o functie cu limita O si o functie marginita

Teorema 5.16. Fie f, g : D C R — R si x9 € D'. Daci f este mirginiti pe o
vecindtate V- € V(xg), iar xh_)rgclog(x) = 0, atunci xh_)rgo f(x)g(x) = 0.

In teorema de mai sus, trebuie remarcat faptul cd nu este necesar ca f sd aiba
limita in xg.

x

Exercitiu. Determinati lim (x sin® 1).
x—0

Solutie. Deoarece f : R* — R, f(x) = sin? %, este marginitd pe o vecindtate a

lui xg = 0 (de fapt, f este marginita pe intreg domeniul de definitie, deoarece
|f(x)] <1 pentru orice x € R*), iar g : R — R, g(x) = x are limita 0 in xo = 0,

21

x) = 0, conform celor de mai sus.

urmeaza ca lim (x sin
x—0

5.2 Proprietati de calcul ale limitelor de functii

5.2.1 Operatii cu limite de functii

Cu ajutorul teoremei de caracterizare cu siruri a limitelor de functii, se pot deduce
urmdtoarele proprietdti ale operatiilor cu limite de functii cu ajutorul proprietati-
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lor corespunzdtoare ale operatiilor cu limite de siruri.

Teorema 5.17. Fie f,g: D C R — R gi xg € D’ astfel incit existi lim f(x) = I
X—XQ
si xh_)nJ}Og(x) = Ip.
1. Daci suma ly + Iy a limitelor are sens, atunci functia sumd f + g are limitd in

Xq §i
Jim (f(2) + (@) = (lim f(x)) + (lim g(x))

(caz exceptat: una dintre limitele 1, I este +co iar cealaltd —oco).

2. Daci produsul 115 al limitelor are sens, atunci functia produs f g are limitd in
Xo Si
lim (F(x)g(x)) = (Jlim £(x)) - (lim ()

X—X X—XQ

(caz exceptat: una dintre limitele |1, I, este 0 iar cealaltil este +o0 sau —oo).

3. af are limitd in xo pentru orice x € R, iar
xll_{rxlo(ocf(x)) = a(}l)n;of(x)), pentru o # 0,
iar 9}1—{5}0(“ f(x)) =0, pentru o = 0.

4. Dacdi raportul % al limitelor are sens, iar i—j este bine definiti pe o vecinitate a

lui xq, atunci Jé are limitd in xg si

i (1) - (i f60)
x—19 \ g(x) (xh_)rgclo g(x))

(cazuri exceptate: Iy este 0, sau ambele limite 1y, Iy sunt infinite).

5. Dacit 1,2 are sens, iar f38 este bine definitd pe o vecindtate a lui xo atunci f3
are limitd in xg si

i () = (lim f00) W)

(cazuri exceptate: (I1,12) = (0,0), (I, ) = (+00,0), (I, I2) = (1, +00)).
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Pentru studiul limitei raportului a doud functii, se poate observa cd are loc si
urmadtorul rezultat care completeaza (partial) teorema de mai sus pentru cazul in

care I, = 0.

Teorema 5.18. Fie f,g: D C R — R gi xg € D’ astfel incit existi lim f(x) =
0
Iy #0gi J}gg}og(x) = 0.

1. Daci é este bine definitd pe o vecindtate V € V(xy), iar g(x) > 0 pentru orice

x € VN D, x # xg, atunci £ are limitd in xq si

8
(@
g(x)

lim
X— X

) = 400 -sgn(ly)

2. Daca ch este bine definitd pe o vecinditate V. € V(xo), iar g(x) < 0 pentru orice

x € VN D, x # xg, atunci g are limitd in xq si

lim (%) = —oo-sgn(ly)

X— X

Cazurile exceptate din teoremele de mai sus, numite, pe scurt, si cazuri de
nedeterminare, pot fi exprimate pe scurt sub forma co — oo (pentru sumad), 0 - 00
(pentru produs), j:_Z’ g (pentru raport), 09, 9, 1% (pentru exponentiere).

Se poate de asemenea demonstra prin inductie matematica faptul cd proprie-
tdtile 1 si 3 din Teorema 5.17 raman valabile si pentru mai mult de doud functii.
In spetd, are loc urmatorul rezultat.

Teorema 5.19. Fie f1, fo,...,fu : D € R — Rsi xog € D’ astfel incit existi

xh_{l)‘(lofl(X) — ll/ xh—>nJ‘clgf2(x) = 12, 600 ,xli_{lj'clofn(X) — ln.

1. Dacd suma ly + I + ... + 1, a limitelor are sens, atunci functia sumd f1 +
fo+ ...+ fuare limitd in xq si

Hm (@) + 0 + -+ fulx)

= R B ) o i 0
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2. Dacdi produsul 115 . . . 1,, al limitelor are sens, atunci functia produs fif ... fu
are limitd in xg si

Bim (). fo)

= (lim fi(x) - (lim o) - (Jim fu(x).

In particular,

lim (A1) = (lim £1(x)".

X—XQ

5.2.2 Limitele functiilor elementare

Limitele functiilor polinomiale

Fie P o functie polinomiala de grad k > 1,
P:R — R,P(x) = akxk +ak_1xk_1 +...+mx+ay, a#0.

Pentru calculul limitei ILm P(x), xo € R, se observa cd, pentru orice I € IN,
X—X0

lim (a;x)) = a;( lim x!) = a;(lim x)! = a;x%.
x1—>x0( l ) Z(XI—HCO ) l(XI—HCO ) l O

Se obtine ca
lim P(x) = lim (ax* + a2 + ...+ ax + ag)
X— X X— X

= xlggo(akxk> + xlgg}o(akflxk_l) + ...+ }}Lrgo(ulx) + ap

= akxok + ak_lxokfl +...4+a1xg+ag
= P(Xo).

De aici, valoarea limitei functiei polinomiale intr-un punct xy € R se obtine calculind
valoarea functiei polinomiale in acel punct.

Exemple. 1. 11115(3x2 +4x+5)=3-22+4.2+5=25.
x—

2. lim(4x® —2x>+6)=4-13—-2-1>+6 = 8.

x—1
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La fel ca si in cazul sirurilor, pentru calculul limitei lign P(x) se va scoate factor
X—00

comun fortat x* (k = grad P). Se obtine ca

lim P(x) = lim (ax* + a2 + ...+ a;x + ag)

X—00 X—>00
—lirnxk(a +a 1+ +a L +a 1)
- Jrmrens k k*lx 1xk_1 Oxk
+oo, dacaa, >0
:oo'ak:

—oo, dacdaar <0

Sd observam cd limita termenului de grad maxim al lui P este de asemenea

lim akxk

=00-aq; = lim P(x
X—>00 k= 150 (x),

de unde se poate remarca faptul cd limita la 400 a lui P(x) este egald cu limita terme-
nului de grad maxim al lui P.

Cu un rationament similar, se poate obtine ca

lim P(x) = (—oo)k - ay
X——00

deci si limita la —oco a lui P(x) este egalii cu limita termenului de grad maxim al lui P.

Exemple. 1. lim (x°+43x* —2x+1) = (4+00)° = 400,

X—r 400

2. lim (—2x3 4 3x% — %x +4/3) = —2(—)? = +o0.

x——00

Limitele functiilor rationale

Fie P, Q douad functii polinomiale de grad k, respectiv /, unde k,I > 1,

P:R— R P(x) =axX +a_1x" 1+ ... +ax+ag, a # 0,
Q:R—R,Qx)=bxt+b_1x T4+, 4+ byx+by, b #0.

o P(x) Y . . :
Pentru calculul limitei lim (L> intr-un punct xg € R in care numitorul nu se
X—XQ X

anuleaza (Q(xp) # 0), se observa cd, datoritd proprietatilor operatiilor cu limite
de functii si celor demonstrate mai sus privitoare la limita unui polinom intr-un
punct xg € R,

lim P(x)
) P(x) _x—xg o P(xo)
tim (o) = Tm Q() ~ Qo)
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De aici, valoarea limitei functiei rationale intr-un punct xo € R in care nu se anuleazi
numitorul se obtine calculdnd valoarea functiei polinomiale in acel punct.
Daca x( este radacind a lui Q (Q(xg) = 0), atunci
(P(X)> i & X0)PPi(x)
Q(x)

li =
X3 x oo (x — %0)701(x)

unde p, g sunt ordinele de multiplicitate ale raddcinii xy pentru functiile polino-
miale P, respectiv Q, iar P;(xg) # 0, Q1(xp) # 0. Se obtine ca

(

0, p>q
P
im (PO _ ) oGy p=q
&4 = Pi(x0)
X—XxQ Q(.x) +o00 - Qll(xO)’ q > p,q — p par
(nu existd, g > p,q— pimpar
Exemple. 1.
X0 42x+41 2242.2+1 13
lim = —
x—22x*—5x+9 2.2¢-5.24+9 31
2.
1imx3 —5x2+7x—3 lim(x —12(x—-3) . -3 _ 2
=1 x3—=3x4+2  xs1(x—12(x+2) rs1x+2 3
3.
limxz—éltx—k?)_ im(x—l)(x—C—S) —im x—3
=143 —=3x+2  xo1(x —1)2(x+2)  xo1(x —1D(x+2)
Atunci limw nu existd, deoarece lim - 4xr+3 -2
x>1x3 —3x+2 ’ x;>11x3—3x+2_(0+)~3_
X
—o0, iar limx2 —4x+3 2 400
T asixd —=3x+2  (0-)-3
x<1
Consideram limita xh_r)r(}o <g((’;))) La fel ca si in cazul sirurilor, pentru calculul

acesteia se va scoate factor comun fortat x* de la numarator (k = grad P), respec-
tiv x/ de la numitor (I = grad Q). Se obtine cd

, (P(x)) X+ a4 ax +ag
lim ({ —= ) = lim
x—ro0 \ Q(x) x—co byxl +by_qx!=1 ... 4+ bix + by
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1 1 1
(gt aa i+ o k)
= lim

x—00 xl (bl + bl—l% +... —|—b1% + bo%)

0, daca k <1
, Y
:x11_r>roloxk lb—];: Z—’l‘, dacdk=1.

—i—oo‘;—’;, daci k > I

Sd observam ca limita raportului termenilor de grad maxim este de asemenea

k

. Iix . 4
lim £~ — lim «* l—k,
xX—00 blxl X—$00 b!

T . P y . .
de unde se poate remarca faptul ca limita lui % este egalid cu limita raportului

termenilor de grad maxim ai lui P si Q, pentru x — +o00. Cu un rationament similar,

se poate obtine ca acelasi lucru se intampla si pentru x — —oco.

Exemple. 1.
2 2 1 2
. 3x?+4x+2 . x(3+4:+25%) 3
lim ———— = lim = 5.
x5002x2 —3x+1 x50 x2(2—3% + %) 2
2.
lim —2x34+3x2+x—1 lim xs(_2+3%+x1_2_xl_3)
xooeo 32 44x+6 oo x2G3+4146))
-2
— (—OO)' ? = +OO.
3.
2 4452 23+41 -3
T i SO )08
x0odyd +3x2 4+ 20 +1  xoeoxdd 431 4214 1) 4

Limitele radicalilor

Se poate observa cd, dacd xg € R si n este un numadr natural impar, atunci
1
n

lim /% = lim (x#) = (lim x)7 = x§ = ¢/,

X—r X X—XQ X— X

iar, cu acelasi rationament,

lim ¥/x = +c0, lim ¥Vx = —oo.
X —0c0

X—r00
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In mod similar, daca xg > 0 si n este un numadr natural par, n > 2, atunci

lim /x = ¥/, 1311 Yx = +oo.
X o

X— X

Exercitiu. Determinati valoarea limitei

lim (\3/x3 +x2+1—x).
X— 00

Solutie. Deoarece lim (x3 +x2 4+ 1) = +o0, urmeazd, conform teoremei limitei
X—r00

o . . . o . 3 A
functiei compuse si celor de mai sus, cd lim V/ x3+x2+1 = +oo, ceea ce in-
X—r 00
seamna cd limita de mai sus prezintd o nedeterminare de forma oo — co. Pentru
inldturarea acesteia se amplificd cu expresia conjugatd celei din enunt. Urmeaza
ca

lim (vV/x3 +x2+1— x)
X— 00
(\3/x3—|—x2—|—1—x)(\3/x3—|—x2-|—12—|-\3/x3-|—x2-|-1-x—|-x2)

:yclglélo 3 2 3
VB + 2241 + Va8 +22 +1- x4 2
~ m 4+ x24+1—2a8
x_)°°\3/x3—|—x2—|—12—|—\3/x3—|—x2—|—1~x—|—x2
. (14 53)
=Y T, 12, 3 1, 1
21+1+ L+ 31+ 1+ L 4+1)

= lim L % _1
= lim > = _.
R AT S iy s RS
Limitele functiilor exponentiale

Fiea > 0,a # 1,sifie f : R = R, f(x) = a*. Se poate observa cd, dacd xp € R,

atunci
. X . lim x
lim a* = ( lim a)x—% =aq
X—XQ X— X

X0
Pentrua > 1, se observa ca f este strict crescatoare, iar

o >aM =1+ @-1))">1+@-1x],
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conform inegalitdtii lui Bernoulli, de unde urmeaza conform criteriului majordrii

cd lim a* = +o00. De asemenea,

X—r 00
) ) 1 1 1
lim 4" = lim = lim— = — =0,
X——00 x——oog X u—oogh 00
cu notatia u = —x, conform teoremei limitei functiei compuse.

Dacd a € (0,1), atunci f este strict descrescdtoare, iar a = %, b > 1. Urmeaza

w

Ca

1
lima* = lim (—)x = lim — = —
X—00 X—00 x_>oobx 00

cu un rationament asemanator obtindndu-se ca lim a* = +oo.
X—r—00

Addugand si cazul a = 1, in cazul in care f este identic egald cu 1, discutia de

mai sus se poate sistematiza sub urmatoarea forma

oo, a>1 0, a>1
lim a* = 1, a=1 , lim a* = 1, a=1
X—»00 X——00

0, a€(0,1) o, a€(0,1)

Limitele functiilor logaritmice

Fiea > 0,a # 1,sifie f : (0,00) = R, f(x) = log, x. Mai intai, se observa
cd f este strict crescatoare pentru a > 1, respectiv strict descrescdtoare pentru
ae(0,1).

Dacd xp € R, atunci, cum f este strict monotond, ea are limite laterale in x.
Mai mult, deoarece 4'°8:% = x pentru orice x € (0, ),

lim (ak’gax) = lim x = xo.

X—XQ X—XQ
Deoarece
| o) g o)
lim (a°°%*) = (lim a)*>% = g*>%o ,
X—rX X—XQ
X>X0o X>X0
i, (5.9 A
urmeazi cd a*>%0 = xo, deci lim (log, x) = log, xo. In mod similar se de-
0
X>X0o
monstreazd cd lim (log, x) = log, xo, deci exita xlggg (log, x) = log, xo, deoarece
x<Xxp

limitele laterale sunt ambele egale cu aceasta valoare.
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Cu un rationament analog celui realizat pentru xy € R, obtinem ca

) 00, a>1 . —o0, a>1
lim log, x = , limlog, x = .
x—>00 —o0, a€(0,1) *9 o, a€(0,1)

Limitele unor functii trigonometrice

Mai intdi, reamintim inegalitatea
. T
sinx < x <tgx, pentrux c (0, E)'

Tinand seama cd sin(—x) = —sin x si tg(—x) = —tgx pentru x € (0, 5), urmeaza
ca

. 7T Tt
[sinx| < |x| <[tgx|, pentruxe (=7, 7).

De asemenea,

. 7T 7T 7T
|sinx] <1< 5 <|x|, pentruxe (_OO’E] U [E,+oo)

deci
sinx| < |x|, entru x € R.
| sin x| p

Functia sinus

Fie f : R — R, f(x) = sinx si fie xg € R. Se observa ca
sinx — sin x| = 2| sin || co x;x°| <2520 = - o),

de unde, conform criteriului majordrii,

lim sinx =sinxy pentru xp € R.

X—rXg
S-a observat deja ci functia sinus nu are limita nici la +oo nici la —co. Intr-adevar,
pentru sirul (a,,),>0, 4n = 2n7, cu limita +oo, sirul valorilor (sin(a,)), >0 are limita
0, fiind constant nul, in timp ce pentru sirul (b,),>0, by = 2n7 + 7, de asemenea
cu limita oo, sirul valorilor (sin(b,)), >0 are limita 1, fiind constant egal cu 1, deci
functia sinus nu are limita la +oo0, In mod analog demonstrandu-se cd functia
sinus nu are limita nici la —oo.
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Functia cosinus

In mod similar celor de mai sus se demonstreaza ca

lim cosx = cosxy, pentrux € R,
X— X

in vreme ce nici functia cosinus nu are limita nici la +oo nici la —oo.
Functia tangenta
Fie functia f : R\ {5 +nm,n € N} — R, f(x) = tgx. Conform inegalitatilor

sin(x — xq)
COS X COS X

sinx  sinxg

4

|tgx —tgxo| <

COSX  COSXQ

valabile pentru x, xg € R\ {5 + nm,n € N}, urmeaza ca

lim tgx =tgxg, pentruxy € R\ {g +nm,n € ]N}.

X—XQ

De asemenea,

lim tgx = lim tg(u +nm) = lim tgu = +o0
x—Znm u—7 u—7
x<Z4nm x<7Z x<Z
tindnd seama de teorema limitei functiei compuse si de faptul cd functia tangentd
este periodicd de perioadd 7t. In mod similar se demonstreaza ca
lim tgx = —oco.

x—=Z+nm
x>Z4nm

Se poate observa ci functia tangentd nu are limita nici la +oco nici la —co. Intr-
adevdr, pentru sirul (a,),>0, 4, = n7m, cu limita 4o, sirul valorilor (tg(ax)).>0
are limita 0, fiind constant nul, in timp ce pentru sirul (b,),>0, by = % + nr,
de asemenea cu limita +oo, sirul valorilor (tg(b,)),>0 are limita 1, fiind constant
egal cu 1, deci functia tangentd nu are limita la 400, in mod analog rationdndu-se
pentru x — —oo.

Functia cotangenta

Fie functia f : R\ {nm,n € N} — R, f(x) = ctgx. Ca mai sus, se obtine ci

lim ctgx =ctgxy pentruxg € R\ {nm,n € N}.

X—XQ
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De asemenea,

lim ctgx =00, lim ctgx = —co.
X—Nn7it X—nrit
X>nr x<nrt

Se poate observa cd nici functia cotangentd nu are limita nici la +oo nici la —oo.
Functia arcsinus

Fie functia f : [-1,1] — [—%,%}, f(x) = arcsin x. Folosind un rationament
analog celui utilizat pentru a stabili limitele functiei logaritmice, se poate obtine
ca

lim arcsinx = arcsinxp, pentru xg € [—1,1].
X—X0

Functia arccosinus

Fie functia f : [-1,1] — [0, 7], f(x) = arcsin x. Ca mai sus, se poate obtine cd

lim arccos x = arccosxp, pentruxp € [—1,1].
X— X

Functia arctangenta

Fie functia f : R — (—7%,5), f(x) = arctg x. Ca mai sus, se poate obtine cd

lim arctg x = arctgxg, pentruxy € R,

X— X
1n vreme ce
lim arct AT ¢ "
im arctgx = — im arctgx = ——.
X—00 & 27 x5l & 2

Functia arccotangenta

Fie functia f : R — (0, 77), f(x) = arcctg x. Ca mai sus, se poate obtine ca

lim arcctgx = arcctgxp pentrux € R,

X— X
in vreme ce
lim arcctgx =0, lim arcctgx = 7.
X—r 00 X——00

5.2.3 Limite fundamentale

Au loc relatiile:
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sin x arcsin x

1) lim =1, 2) lim % —
x—0 X x—0 X
3) lim 8% = 1, 4) lim XX _ 4
x—0 X x—0 X
5) lim(1 4+ x)x = e,
x—0
] 1 ] 1
6) im (14 —)Y = e, Iim 1+ -)Y =e,
y—oo Ly yo—c Y
log (1 In(1
7) lim 28l X _ log, e, 8) lim "X _ 4
x—0 X x—0 X
X _ X __
9 lim® 1 — Ina, 10) limS — 1 — 1.
x—0 X x—=0 X
. A4+xP—-1
1) lim——— — =~ — R*,
1 )xl—I>I}) X PP <
lim X — 1
x—0 X

Deoarece sinx < x < tgx pentru x € (0, 5), urmeazd cd

sin x T
osx < —— < 1 pentrux € (0, E)'

e 1 . . . 4. Sinx .
de unde, conform criteriului clestelui, urmeaza ca 11116 = 1. Cu un ratio-
x— X
. x>0
s . sinx . sinx . ..
nament aseméndator, lim = 1, de unde hmT = 1, limitele laterale fiind
x—0 X x—0
x<0
ambele egale cu 1.
. arcsinx
lim——— =1
x—0 X

Cu schimbarea de variabild arcsinx = u, urmeazd cd x = sinu, iar u — 0
pentru x — 0. Conform teoremei limitei functiei compuse, urmeaza ca

. arcsin x . u . 1 1
lim =lim— =lim—=—-—=1
x—0 X u—0sIn u u—Q S lim Siu
u u—0o
. tgx
llmg— =1
x—0 X

Deoarece sinx < x < tgx pentru x € (0, 7), urmeaza ca

t
1< 8%

T
entrux € (0, —),
X CcoS X P ( 2)
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TR . . <. tgX .
de unde, conform criteriului clestelui, urmeaza ca 1111}) BT _ 1. Cuun rationa-
x—0 X
x>0
. tgx . . ..
ment asemdanadtor, lim B _ 1, de unde hmthx = 1, limitele laterale fiind ambele
x—=0 X x—0
x<0
egale cu 1.
. arctgx
lim 8X _q
x—0 X

Cu schimbarea de variabild arctg x = 1, urmeaza cd x = tgu, iar u — 0 pentru
x — 0. Conform teoremei limitei functiei compuse, urmeaza ca

. arctgx ) u .1 1
lim Y _ lim— = hrnt— = —— = L
x—0 X u—otgu  u—0%8* i Y

u u—s0 4

Lm(1 4%~ = e
x—0
A fost demonstrat in Capitolul 2 ca lign (1+34)" = ¢. Fie x > 0. Sd notdim
n o0
n= [%] Cum [%] < % < [ﬂ + 1, urmeaza can < % < n—l—l,deci% > x> L

n+1-
In concluzie,

<1+L>n <A+x)7F < <1+1>n+1,
n+1/ — - n
adica -
% <(1+x)7 < <1+%>n~ <1+%>.
Cum n — oo pentru x — 0, x > 0, iar nlgl(}o 1+ %)” — ¢, urmeazad conform

1 N
criteriului clestelui ca lirr(l)(l + x)¥ = e. In mod asemandtor se demonstreaza ca
x>0
1 1
lim(1 + x)x = ¢, deci lirr})(l + x)* = e, ambele limite laterale fiind egale cu e.
x—

x—0
x<0

lim (1 + 1)y =e, Iim 1+ 1)y —e
y y——o y

y—>00

. 1 . . < 1
Deoarece lim(1 + x)* = e, cu notatia % = y urmeazd ca lim (1 + Ly — e
x—0 y—oo Y

x>0
- 1 : C e
Deoarece si lim(1 + x)* = e, tot cu notatia % =y, urmeazdcdsi lim (1+ Ly —e.
XH(()) y——00 y
x<
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Conform proprietatilor operatiilor cu limite de functii, urmeaza ca

lim log,(1+ x)

x—0 X

B alclg(l) (loga(l T x)%> = log, < m ((1 + X)}‘>> =log,e.

li
x—0

fim LY g
x—0 X
In(1
Punand a = e in formula de mai sus, obtinem ca linb y =log,e =1.
x—

X —
lim > 1_ Ina
x—0 X

Cu schimbarea de variabild a* — 1 = u, urmeaza ca x = log,(1 + u),iaru — 0
pentru x — 0. Conform teoremei limitei functiei compuse, urmeaza ca

limax_l—lim ! = 1 S =log,a =1na
=0 x  usolog,(14+u)  (jm ol  log e Bl =
u—0 u
X
—1
lim =1
x—0 X
x 1
Punéand a = e in formula de mai sus, obtinem ca lin}) e Ine =1.
x—

. A+xP -1
lim—— =p
x—0 X
Cu schimbarea de variabild x = e — 1, urmeaza cd u = In(1 + x), iar u — 0

pentru x — 0. Conform teoremei limitei functiei compuse, urmeaza ca

. pu_

(4P —-1 (-1 L E%ZmLP Ine-p
lim—————— = lim———— = lim "+ = T = =p.
x—0 X u—0 e —1 u—o =1 limé&=L Ine

u u—0

Compararea cresterii functiilor In x, x¥ (p > 0) si e*

In cele ce urmeaza vom studia diferentele intre vitezele de crestere spre +-oco
ale functiei exponentiale, functiei putere si functiei logaritmice, observand ca
functia exponentiald are cea mai mare vitezd de crestere spre +oco, urmata de
functia putere si functia logaritmica.
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Vom demonstra mai intai cd lim lnpx = 0. In acest sens, s-a demonstrat deja ca

X—r00

lim 12,? = 0 pentru orice p > 0. Notand [x] = n, observam cdn < x < n+1si

n—o00

atunci
Inn Inx In(n+1)
< < ’
(n+4+1)P xP np
adica
lnn( n )p Inx 1n(n+1)<n+1>p
— < < p
nfP \n+1 (n+1)F n
de unde, tinand seama de cele de mai sus, hm 1;‘,3‘ =0.
Aratam acum cd lgn =0.Cu schlmbarea de variabild x = In u, urmeaza ca
X OO
u = e*siu — oo pentru x — co. Tindnd seama de teorema functiei compuse, se
obtine ca
p In 11)? nu)” nu)”
hmx—zlim(nu) = lim n_lu hmn—lu =0V =0.
x—o0 X u—oo 1Y U=\ % U0y

Pentru o alta demonstratie a acestor relatii, sd aratam mai intai ca
Inx <x<e', pentrux >0,

inegalitate care prezintd un interes de sine statator.

In acest sens, sd observam ca
e > e =1+ (- =1+ (- Dlx],
conform inegalitatii lui Bernoulli. In plus,
1+ —Dx] > {x} +[x] =x,

de unde ¢* > x, pentru orice x > 0. Prin logaritmarea acestei inegalitati, se obtine
ca x > Inx, pentru orice x > 0, de unde concluzia.
- : . 1
De aici, ln \/_ < 4/x, pentru orice x > 0, iar cum In\/x = Inx2 = %ln X,

urmeaza cé < 1, deci ln—x < pentru x > 0. Atunci
f

\/71

1 2
0< X« 2 pentrux > 1,

x /X

de unde urmeazi conform criteriului clestelui ci lim 2% 7 = 0. Aratdm acum
X—» 00

cd lim 12x = 0, pentru p > 0. Intr-adevir, cu schimbarea de variabild u = x?
X—>00
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si tindnd seama cd u — oo cand x — oo, obtinem cu ajutorul teoremei limitei
functiei compuse cd
Inx In(u?) »nu 1 Inu

Iim — = lim ——~£ = lim = —lim— =0.
x—oo xP u—oo Y u—oo 1Y pu—co U

< 12 P . .
Faptul ca lim %+ = 0 se obtine ca mai sus.
X—Q
In fine, sd precizam cateva consideratii asupra tratdrii cazurilor de nedetermi-

: too C o . :
nare. Cazurile 0’ Too € trateaza cu ajutorul limitelor fundamentale mentionate

+o00
mai sus, pentru cazul de nedeterminare Too putandu-se da si factor comun for-
tat. Cazul 0 - oo se trateazd transformand produsul in raport cu ajutorul formulei
fg = { Cazul co — oo se trateaza prin reducere la 0 nedeterminare de tip 0 - 00

dand fgactor comun fortat, sau, in unele situatii in care apar radicali, prin am-
plificare cu expresii conjugate. Cazurile 0°, 0%, 1° se trateazd prin reducerea
nedeterminarii la una de tip produs, cu ajutorul formulei f8 = e8"f, pentru ca-
zul de nedeterminare 1* putandu-se utiliza si limita ]lcii%(l + x)% = e, numita in

continuare si limita standard ce defineste numdrul e.

In(1 + si
Exemple. 1. lim w
x—0  sin4x

Fiind vorba despre cazul de nedeterminare g, vom folosi limite fun-
damentale. Urmeaza ca

In(1+-sin x) In(1+sinx) = sinx

ln(l—I—smx):li Sinx -smx:Iim — X
x—0  sindx x—0 sin 4x x—0 _Slgfx A
In(1+-sin x) , sinx 1
_ 13 sin x x =
B 4}3&% sin4x 4
4x

. V143x—1
2. lim——nr—
x=0y/1+2x —1
Fiind vorba despre cazul de nedeterminare J, vom folosi limite fun-
damentale. Urmeaza ca

1
VItsx—1 . (A+30i-1 30l g,
im———=lm———— = lim————
=04y/14+2x =1  *=0(1 +2x)3 —1 x—>0(1+2x)§_1'2x
2x
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1
. (14+3x)2 -1
3w 31 9
2 1 2 1 4
. (142x)3-1 3
lim = —

Exemple. 1. limxInx
x—0
x>0

Fiind vorba despre cazul de nedeterminare 0 - 0, vom transforma mai
intai nedeterminarea intr-una de tip raport. Observam ca

) . Inx
limxlnx = 11mT.
x—0 x—0 =
x>0 x>0 X

Cu notatia u = %, tindnd seama cd u — oo pentru x — 0, x > 0, se

obtine ca
1
. Inx . In= . —Inu
lim—— = lim —% = lim =0,
x—0 2 u—oo 1Y Uu—00 u
x>0 X

de unde limita cdutatd este 0.

2. limx*
x—0
x>0

Fiind vorba despre cazul de nedeterminare 0°, transformdm mai intai

nedeterminarea intr-una de tip produs. Atunci

X In x* xInx

xt=e —e ,
de unde
limoxlnx
X—
limx* = lime*"¥ = ¢x>0 =0 =1,
x—0 x—0
x>0 x>0

conform exemplului precedent.

. 1,2\
Exemple. 1. lim {cos— +sin” —
n—o0 n n

. e 1 .2 2\" e
Vom determina valoarea limitei lim ( cos — + sin“ — ) , valoarea limitei
xX—00 X X

din enunt obtinandu-se ca un caz particular. Fiind vorba despre cazul
de nedeterminare 1%, se va folosi limita standard ce defineste numarul
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e. Au loc egalitatile

) ( 1 22)
lim cos; + sin
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X—00 X
- . ) 1 - x(cos 1 4sin? %—1)
. +sm22 1
= lim <1+cos—+51n ——1)“’5’(
xX—00 X
- 1 ) . 1 - e )}grgox(cos%+sin2%—l)
. . +sin® £ -1
= lim <1+cos—+sm2——1)cos"
X—>00 X X
lim cos 31(+sm2 2 -1
— ex%oo %

Cu notatia u =

%, tinand seama ca u — 0 cand x — oo, urmeaza cd

xtsin” 3 2u 2 Loy
Jip Cosx+sin” $-1 Jim cos ttsin® 2u—1 i —25in 2 Fsin®2u i 2508 i
e ’ = en0 ! = eu=0 ! = eu—0 u—0 M
2u (u 2 A
N TS it L) AN T
. —2sin” 5 s sin“ 2u 7 Y 2 u
lim +1lim u—0 (u) u—0 (2u)
— pu—0 Y e — u

— eu—)O 2
. sin% 2
—lim | — lim 5
—e u—0 2 u—0

Atunci

+1lim ( sin2u ) lim4u

sin 4\ 2 . 2
lim — ( 2 ) -44lim (S524)" 4u
i) 4lim (5520

= =1.

u—0 u—0

1 2
lim (cos = +sin? ) =1,
X—00

X

de unde limita din enunt este 1.

oV atYx—2
. hmT

x—1

X

O limita calculata pentru x tinzand la un numadr nenul poate transfor-

matd intr-o limita in care variabila tinde la zero alegand ca noud varia-

bild diferenta dintre x si acel numar. Cu notatia u = x — 1, tindnd seama

cau — 0cand x — 1, urmeaza ca

\/_—i—\/——Z_1 \/1—|—u—|—\3/1—|—u—2

x%l x—1 1u—0
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1 1
lm(1+u)2_1+lim(1+u)3_1

u—0 u u—0
1,15
2 3 6
Aplicatii
5.1. Determinati valorile urmdtoarelor limite
sinx __ X _ X _ x _1)3
1) limu; 2) lim 2 1)(3 1); 3) limw;
x—0 X x—0 x2 x—0 X
4 limex —x2 4 x— 1; 5) lim sinx 4+sin2x 4 ...+ sin nx/ limln(l + ar.ctg x)l_
x—0 x x—0 tgx +tg2x +... +tgnx x—0 tg(arcsin x)
In [(1 4 3x)?] In(1 —x%) ) 3x 2% 2% 4 5% 2
7) lim————= §) lim 9) li ; 10) Iim————;
) 0 x P8 x—0 X arcszmx ) 30 4x ) ¥503% 4% — 2’
3x _ 2x x° — gj 1+2x—+/1
11) Tim —© e - 12) lim® COS X smx; 13)lim\/ +2x — v/ +3xl_
x—0sin 3x — sin 2x” x—0 x2 x—0 4x
1-—t in(2 1 "—(1 "
10 lim L BGT0),g5) py SInQarccosy) gy Lbmo — A b m)”
x—0 X J;;ll 1 — x2 x—0 X
X _ 1 el
N >2 17 1im @ "L ) jip, 18X~ SINY,
=0 X x—0 X
19) lim tg(tg x) — 51.n(sm x).
x—0 tgx —sinx
5.2. Fie p,q > 0. Determinati valorile urmidtoarelor limite
X px p X
D im P 2% 2) limhn(l—|—e ); . In(xP +e ),_ lm x—|—parctgx;
x—o0 (g — 3% x—ooIn(1 + e7¥) x—oo In(x7 + e¥) x—oox 4 garcctg x
5) lim In sin px
x—=0Insingx’
x>0

5.3. Determinati valorile urmdtoarelor limite
4
1) lim(1 + Ztgzx)s‘me; 2) im(1+In(14+x) +In(1+2x)+... +1In(1 + nx))%;
x—0 x—0

x X % arcsin x arctg x %
3)1im(” +b),a,b>0,- 4 lim (0 Ja,b>0;
x—0 2 x—0 2

A ES AN RN AN <1n(x—|—1)>x_
5)3352‘0( a ) vimWi T A i T )

1 1
8) lim ( €05 % )xZ,- 9) lim (Smx) a € R\ {kr;k € Z}.

x—0 \COS nx x—a \sinda
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5.4. Determinati valorile urmdtoarelor limite

= "1 —n(x—1 tgx _
1) lim (E) 2; 2) lim (sinx)ﬁ; 3) limx n(azc ); 4) lim 5 n3;
§;>22 2 x—=7 x—1 (x—l) x—F X—7
3 _ 3 _ o
S VTR g VAT o2 R
x—3 x—3 =1 Jx—1 x—1/x —1
LI A n 2 n__
8) hmsm. X coﬂs x; 9) limx-l—x +...+x n;
x—2  sin(x — 7) x—1 x—1
3 n _ —
10Mmﬁ+ﬁ+...+\/— (n 1).
x—1 x—1

5.5. Determinati valorile urmdtoarelor limite
1
1) limxsin—; 2)lim(x— 2)e$; 3) limx [In(x +2) —Inx]; 4) lim x? (e% — e%ﬂ>;
X—»00 X 3;(222 X—00 X—¥00

_ T . ) x x—1
9 him ( - artglx +1); 9 Jims (arctg - —arctg T ).

5.6. Determinati valorile urmdtoarelor limite

sin x
1) lim x*"%; 2) lim (-2) ; 3) lim (Inx)%; 4) lim (= Inx)*;
X—»00 x—0 \X X— 00 ;;;Q())

5) lim (x + ¢%)x.
X—00
5.7. Determinati valorile urmdtoarelor limite
. . .1 . . v x .
1) xlgr(}o(x —Inx);, 2) chli%)(P +1Inx); 3) xlgr(}o (In(e* +e7%) — x);
x>
4 lim (x— Y (x+DEx+2)...(x+n),n € N 5 lim (tgx — tg3x).
X— 0 x_>%

s
X<7

5.8. Determinati valorile urmdtoarelor limite
1) lim (sinx)'®*; 2) lim (arctg x)resinx. - 3) lim (arctg ]x])' arctg x| ;
x>0 x—0 x—0

x>0 x>0
Inx

X

1
4) lim(sin x + x cos x)*; 5) lim [sin (n_x)
= SR

5.9. Fie P(x) = ayx" + a,_1x" ' +...+a1x+ag, ag,a1,...,a, € R, a, # 0. Aritati

L Px) o Inx
o i =0 by = O

5.10. Fie a > 0. Demonstrati cd

x¥ —a? xlna—alnx

=a"(1+1na);, 2) liLn— =Ilna—1.
X—a

1) lim
X—a

x—=a X —a
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5.11. Fie p € (0,1). Determinati a € R astfel ca lgn (x+1)f —xF +a)=p.
X (00)

. . ¥—x x€Q .
5.12. Fie functia f : R — R, f(x) = . Determinati punctele

0, x € R\Q
xo € R pentru care f are limiti in x.

5.13. 1. Demonstrati cd sin(arccosu) = V1 — u? pentru u € [—1,1].

2x
1+x2

2. Fief :R =R, f(x) = w1 X7 1. Demonstrati ci f nu are limitd in
1, x=1

arccos

x=1.

5.14. Fie Ln — lim 1—cosxc0522x...cosnx, n € N.
n—o0 X

1. Determinati Lo, L.

;s _ (n+1)*
2. Demonstrati cid Ly, = Ly + " pentrun € IN.

n(n+1)2n+1
12

3. Demonstrati cid L, = ) pentrun € IN.

5.15. Fie L, = lir%l—\/ln(e—l—x) ln(i+2x).‘.ln(e+nx), n e N*.
x—

1. Determinati L.

2. Demonstraticd L, 1 = L, — ”TH pentrun € IN.

3. Demonstrati cid L, = —w pentrun € IN.

5.16. Fie L, = lim (1fsinx)(lfsinzznx)...(lfsin” x)/ n € N*.
x—0 cos*" x

1. Determinati L.

2. Demonstratici L, 11 = ”THLn pentrun € IN.

3. Demonstratici L, = ’;—,l pentrun € IN.

5.17. Determinati valoarea limitei liﬁm (\/ ax2 +2x +1—+x2+ 2) in functie de va-
X—r 00
lorile parametrului real a, a > 0.

5.18. Determinati valorile parametrilor reali a, b astfel incit

2
lim <Lx+1—ax—b> =1.

X—00 x+1
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5.19. Determinati valorile parametrilor reali a, b astfel incit

. cosx—ax —b
lim 7 e R.
x—0 X

5.20. Determinati valorile parametrilor reali a, b, a > 0, astfel incat

. . \1
lim(acosx + bsinx)x =e.
x—0

5.21. Fie f,g : (0,00) — (0, o0) astfel ca f(x) > x%ﬂ > g(x) pentru x > 0. Demon-
strati cd lim f(x) = +oo, iar lim g(x) = 0.
3}((28 X—>00

5.22. Fiea,b € R.
1. Aratati cid existd 61 > 0 astfel ca asin x + cos(bx) > 0 pentru x € (—0d1,01).

2. Ardtati cd existd 6, > 0 astfel ca e®* — bx > 0 pentru x € (d, +00).

sin x

. . 1 3
3. Ardtati cd existd 63 > 0 astfel ca 5 < < 5 pentru x € (—0J3,3).

X

5.23. Demonstrati ci

D tim P Z 1 2) lima 1] — 1 3)1imx<[1 4 %] Lt [ED —1
x—oo X x—0 X x—0 X X X
x>0 x>0
5.24. Demonstrati ci
1) Tim 11 0 2) lim _0; 3) lim sinxsin ~ =0
xgl;lox2 1 COS X = xLl;l:)lox2+1 COS; =V ng;IOSII'IXSIIl; = U.

5.25. Fie f : R* — (0, 00) astfel ca lim (f (x) + > = 2. Ardtati cd lim f(x) = 1.
x—0 x—0

f()

5.26. Demonstrati ci lgn xi =1. Cu ajutorul acestei limite, justificati ci 11m \/_
X

5.27. Calculati urmidtoarele limite de siruri
1) imZ H In (1 + #), 2) imn (esm% — Cos %), 3) limn (ennil — e).

n—o00 n—00 n—00



