Capitolul 1

NOTIUNI GENERALE

1.1 Teoria multimilor

Daca A este o multime, vom nota prin x € A faptul ca x este un element al
multimii A (sau x apartine lui A), respectiv prin x ¢ A faptul cd x nu este un
element al multimii A (sau x nu apartine lui A). Multimea care nu contine niciun
element se va numi multimea vidd si se va nota @.

Submultimi, supramultimi

Fiind date doud multimi A si B, vom spune cd A este o submultime a lui B (si
vom nota A C B), sau B este o supramultime a lui A (si vom nota B O A) daca
orice element al lui A este si un element al lui B. Desigur, @ C A pentru orice
multime A. Daca A este o submultime a lui B, dar A # B, atunci A se numeste
submultime proprie a lui B, ceea ce se noteaza A C B. Datd o multime A, se va nota
cu P(A) multimea submultimilor (partilor) sale. Se observa ca @, A € P(A).

Egalitatea a doua multimi

Doud multimi A, B vor fi numite egale dacd au aceleasi elemente, acest lucru
fiind notat A = B. Se observda cd A = B daca si numai dacda A C Bsi B C A,
aceasta caracterizare fiind utild pentru demonstrarea practica a multor egalitati
de multfimi. Dacd A si B nu sunt egale, acest lucru se noteazd A # B, ceea ce
revine, conform observatiei anterioare, fie la A g B, fiela B g A.
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Operatii cu multimi
Fie X o multime si A, B € P(X). Definim multimile

AUB={xeX;x€ AVvxe€ B},
ANB={xeX;xe€ AANx € B},

numite reuniunea, respectiv intersectia lui A si B. Dacd ANB = @&, A si B se
numesc disjuncte.
Aceste operatii cu multimi au urmatoarele proprietati

AUA=A, ANA=A
AUB=BUA, ANB=BNA
(AUB)UC=AUBUC), (ANB)NC=ANBNAC)
AUBNC)=(AUB)N(AUC), ANBUC)=ANB)UANCQC)

(idempotentd, comutativitate, asociativitate, respectiv distributivitate). Proprietatile
de asociativitate asigurd faptul ca scrierile AU B U C si A N BN C nu sunt ambi-
gue.

Operatiile de reuniune si intersectie se pot extinde la familii nu neapdrat finite

de multimi. In acest sens, dati o familie (Aj);c;, unde I este o multime oarecare
de indici, finitd sau nu, iar A; € P(X) pentru orice i € I, vom defini

JAi = {x € X; existdi € I astfel cax € A;},
iel
() Ai = {x € X;x € A; pentru oricei € I}.
iel
Multimile
A\B={xe X;x€ ANx ¢ B},
AAB = (A\B) U (B\A)

se numesc diferenta, respectiv diferenta simetricd a multimilor A si B. Multimea
cxA={xeX;x ¢ A}

se numeste complementara lui A fata de X; dacd nu exista pericol de confuzie, cx A
se noteaza cA. Se observa atunci ca

A\B=ANcB
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si au loc urmaétoarele proprietati, numite formulele lui de Morgan

c (U Ai> = () cA;

iel iel
C (ﬂ Az) = UCAi-
iel iel

Vom numi produs cartezian al multimilor A si B (in aceastd ordine) multimea
tuturor perechilor ordonate (x,y), cu x € A,iar y € B, adica

AXxB={(xy;xe ANy € B}.

In general, A x B # B x A. Doud elemente (x1,y1) si (x2,12) ale produsului
cartezian A X B sunt egale dacd si numai dacd x; = x2 siy1 = .

Date multimile Ay, Ay, ..., Ay, numim produs cartezian al acestora multimea
tuturor perechilor ordonate cu n elemente (denumite si n-uple) (a1, ay, .. .,a,), cu
a; € A; pentru orice 1 <i < n, adica

A1 x Ay...x Ay ={(ay,ay,...,a,),a; € Aj pentruorice 1 <i <n}.
Daca A; = A pentru 1l <i < n, se utilizeaza notatia prescurtata
AxXAx...xA=A"

Multimi de numere

In cele ce urmeazd, vom presupune cunoscute proprietatile urmatoarelor mul-

timi de numere:

N ={0,1,2,...} - multimea numerelor naturale;

Z ={0,1,—1,2,-2,...} - multimea numerelor intregi;

Q :{g ;P E€EZ,q F# O} - multimea numerelor rationale.

Intre acestea au loc urmitoarele relatii de incluziune
NCZCQ.

Pentru A € {IN,Z,Q}, se noteazd cu A* = A\ {0} multimea numerelor nenule
din A.
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1.2 Constructia axiomatica a multimii numerelor re-

ale

Intuitiv, multimea numerelor reale poate fi inteleasd ca multimea tuturor fractiilor
zecimale infinite, sub forma

R={77ry. Fn-.yr €Z,11,72,...,tn,... € {0,1,...,9}}
r 12 n
(et )

Definitia de mai sus (indeajuns de explicita, dar totusi pur algebricd) este insd
greu de folosit in analiza matematicd, necesitind unele completari. Din punctul
de vedere al analizei matematice, multimea numerelor reale, notata R, va fi un
corp comutativ total ordonat, a cdrui relatie de ordine este compatibild cu opera-
tiile de adunare si tnmultire si care in plus satisface o anumita axioma de comple-
titudine. Aceste proprietati, ce vor fi clarificate in cele de mai jos, sunt motivate
de necesitatea de a efectua operatiile elementare cu numere (structura de corp),
necesitatea de a putea compara numere si de a putea lucra convenabil cu ine-
galitdtile rezultate (structura de ordine, impreund cu relatiile de compatibilitate
cu operatiile), precum si de a diferentia multimea numerelor reale de multimea
numerelor rationale (axioma de completitudine).

Vom numi multimea numerelor reale o multime IR inzestrata cu doud operatii
algebrice ,,+" (adunarea) si ,,-" (inmultirea) precum si cu o relatie de ordine ,, <"
care satisfac grupurile de axiome (I), (II) si (III) de mai jos.

Axiomele structurii algebrice
(I) R este un corp comutativ, adica
(I.1) x4+ (y +z) = (x +y) + z pentru orice x, y,z € R.
(asociativitatea adunarii)

(I.2) x +y =y + x pentru orice x,y € R.
(comutativitatea adunarii)

(I.3) Exista 0 € R astfel ca 0 4+ x = x + 0 = x pentru orice x € R.
(existenta elementului neutru la adunare)

(I.4) Pentru orice x € R existd —x € R astfel ca x + (—x) = (—x) + x = 0.
(existenta simetricului oricdrui element in raport cu adunarea)
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(I.5) x-(y-z) = (x-y) -z pentru orice x,y,z € R.
(asociativitatea inmultirii)

(I.6) x +vy =y + x pentru orice x,y € R.
(comutativitatea inmultirii)

(I.7) Existal € Rastfelcal:-x = x-1 = x pentru orice x € R.
(existenta elementului neutru la inmultire)

(I.8) Pentru orice x € R, x # 0, exista % € R astfel ca x - % = % -x =1.
(existenta simetricului (inversului) oricdrui element nenul in raport cu
inmultirea)

(I.9) x-(y+2z) = x-y+ x-zpentru orice x,y,z € R.

(distributivitatea inmultirii fata de adunare)
(II) R este total ordonat, adica

(II.1) x < x pentru orice x € R.
(IL2) x <ysiy<x = x=y.

(II.3) x <ysiy<z = x <z
(, <" este o relatie de ordine pe RR)

(IT.4) Pentru orice x,y € R, are loc fie x < y, fiey < x.
(relatia de ordine este totald, adicd oricare doud elemente x,y se pot
compara)

(IL.5) Dacd x <y, atunci x +z < y + z pentru orice z € R.
(relatia de ordine este compatibild cu operatia de adunare)
(I.6) Daca x <yiar0 <z atuncix-z <y-z.
(relatia de ordine este compatibild cu operatia de inmultire)

Proprietatile de mai sus definesc structura algebricd a lui R. Pentru a enunta cea
de-a treia axiomd, care face posibild demonstrarea rezultatelor specifice analizei
matematice, vor fi facute mai intai cteva preparative suplimentare.

1.2.1 Minoranti, majoranti

Fie A C R, A # @. Spunem cd A este minoratid dacd existd m € R astfel cam < x
pentru orice x € A. Un astfel de element m (care nu este unic determinat) se
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va numi minorant al multimii A. Similar, spunem cd A este majorati daca exista
M € R astfel ca x < M pentru orice x € A, un astfel de element M (care de ase-
menea nu este unic determinat) numindu-se majorant al multimii A. Minorantii
si majorantii unei multimi A nu apartin neaparat acestei multimi.

A
i

® .
minorantiiluiA  infA sup A majorantii lui A

Figura 1.1: Majorantii si minorantii unei multimi A.

Exemplu. Fie A = {x = niﬂ;n S IN*}. Atunci A este majoratd, 1 fiind un
majorant al lui A, deoarece x < 1 pentru orice x € A. Se observa ca 1 nu
este element al multimii A, intrucat toate elementele lui A sunt subunitare,
iar orice y € R pentru care 1 < y este de asemenea un majorant al multimii
A.In particular, 2,3, . .. sunt majoranti ai multimii A.

Similar, A este minoratd, 0 fiind un minorant al lui A, deoarece 0 < x pen-
tru orice x € A. Se observa ca 0 nu este element al multimii A, deoarece toate
elementele lui A sunt strict pozitive, iar orice y € R pentru care y < 0 este

de asemenea un minorant al lui A. In particular, —1, —2,... sunt minoranti

ai multimii A.

Margine inferioard, margine superioara

Se observa ca dacd o multime A este minoratd, nu exista un cel mai mic mi-
norant al lui A, deoarece se pot preciza minoranti oricat de mici. Similar, daca
o multime A este majoratd, nu existd un cel mai mare majorant, intrucat se pot
preciza majoranti oricat de mari.

In schimb, dacid A este minorata si exista un cel mai mare minorant al lui A,
acesta se va numi margine inferioard a lui A, notatd inf A, iar daca A este majorata
si exista un cel mai mic majorant al lui A, acesta se va numi margine superioard a lui
A, notatd sup A. Dacd marginea inferioard, respectiv marginea superioara a unei
multimi A existd, atunci acestea sunt unice, unicitatea derivand din caracterul

acestora de a fi ,cea mai mare", respectiv ,,cea mai mica".
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Axioma de completitudine

In aceste conditii, se poate enunta cea de-a treia axiomd, numitd axioma de
completitudine, sau axioma Cantor-Dedekind.

(ITI) Orice submultime nevidd majoratd A a lui R admite o margine superioara
in R.

Se poate demonstra ca proprietdtile de mai sus definesc existenta si unicitatea
(pand la un izomorfism de corpuri total ordonate) lui R. Elementele multimii
R astfel definite se numesc numere reale. Elementele multimii R\Q se vor numi
numere irationale.

Notatii

Vom preciza in cele ce urmeaza cateva notatii utilizate in calculul cu numere
reale. Mai intdi, este utila introducerea notatiei ,,x < y" (ordonarea strictad atasata
relatiei de ordine ,,<") dacd x, y satisfac x < y si x # y. De asemenea, vom scrie
relatia x < y si sub forma y > x, iar relatia x < y si sub forma y > x.

Numerele reale a pentru care a > 0 (respectiv a < 0) vor fi numite numere
pozitive (respectiv numere negative), iar numerele reale a pentru care a > 0 (respec-
tiv a < 0) vor fi numite numere strict pozitive (respectiv strict negative). In cele ce
urmeazd, in loc de x + (—y) vom nota x — y, in loc de x - y vom nota xy, iar in loc

1 X
- = yvom nota .
de x y VO otay

Dreapta reala

Pentru ilustrarea geometrica a unor concepte ale analizei matematice, este util
ca numerele reale sd poata fi reprezentate pe o dreapta.

Fie o dreaptd d, un punct O € d si un vector director i al dreptei d. Perechea
R = (O, if) se numeste reper cartezian al dreptei d. Definim

®:R—d &k =P, unde OP = xii

(fiecdrui x € R i se asociaza punctul P de pe dreaptd pentru care OP are coordo-
nata x in raport cu reperul R). Se poate demonstra ca functia ® este bine definita
si stabileste o corespondentd bijectivd intre multimea IR a numerelor reale si mul-
timea punctelor dreptei d. Datoritd acestei corespondente (numita si bijectia lui
Descartes), multimea R va putea fi numita si dreapta (axa) reald, iar numerele reale
vor fi numite si puncte.
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u

@ @ o @
P (0) Py

_>
Figura 1.2: Bijectia lui Descartes. ®(2) = P;, unde OP; = 2ii, ®(—2) = P,, unde
%
OP, = —2ii

1.2.2 Multimi marginite

In aceste conditii, o multime nevidd A care este majoratd se va numi mdrginitd
superior, iar o multime nevida A care este minoratad se va numi mdrginitd inferior.
Dacd A este atat marginita superior cat si mdrginita inferior, ea se va numi mdirgi-
nitd. Conform acestei definitii, o multime A este marginitd daca existda m, M € R
astfel ca

m<x <M pentruorice x € A.

Caracterizari analitice pentru marginea superioard si marginea inferioara a unei
multimi

Cu notatiile de mai sus, are loc urmatoarea teoremd de caracterizare a marginii
superioare a unei multimi, care descrie caracteristica marginii superioare de a fi
cel mai mic majorant prin intermediul a doud inegalitdti, cea dintai precizand
faptul cd marginea superioard este majorant, iar cea de-a doua precizand faptul

cd niciun numadr mai mic decat marginea superioarad nu este majorant.

Teorema 1.1. Fie A # @. Un numdr o € R este margine superioard a multimii A
daci si numai dacd

1. x < a pentru orice x € A.

2. Pentru orice € > 0 existd x; € A astfel ca xe > « — e.

In mod absolut similar se obtine urmatoarea teoremi de caracterizare a marginii
inferioare a unei multimi.
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Teorema 1.2. Fie A # @. Un numdr B € R este margine inferioard a multimii A
dacd si numai dacd

1. B < x pentru orice x € A.

2. Pentru orice € > 0 existd x; € A astfel ca xe < p+e.

Proprietatea lui Arhimede si consecinte ale sale

O consecinta importantd a teoremei de caracterizare a marginii superioare este
urmadtorul rezultat, numit proprietatea lui Arhimede.

Teorema 1.3. Fie x, y numere reale fixate, cu x > 0. Existd atunci n € IN astfel ca
nx >y.

Parte intreagd, parte fractionara

Printre consecintele proprietatii lui Arhimede mentiondm urmatoarele rezul-

tate utile.
Corolar 1.3.1. Pentru orice x € R existd n € Z unic determinat astfel ca
n<x<n+l1.

Pentru x € R dat, numarul intreg n definit mai sus se numeste partea intreagi
a lui x si se noteazd [x]. Notand cu {x} = x — [x] partea fractionard a lui x, urma-
toarele proprietdti sunt adevarate pentru orice x € IR:

[x] <x<[x]+1, [x]+{x}=x 0<{x}<l

Corolar 1.3.2. Daci a, b sunt numere reale fixate, a < b, existd atunci un numdr rational
rastfelcaa <r <b.

Teorema de mai sus afirma faptul ca multimea Q este densd in IR, in sensul cd
intre orice doud numere reale se afld macar un numadr rational. Folosind notiuni
de asa-numita teorie a numerelor cardinale (vezi Capitolul 4), se poate demonstra
cd R\Q este de asemenea densi in IR, adicd intre orice doud numere reale se afl3
si un numar irational.
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Maxim, minim, signum

Pentru orice x,y € R, definim maximul elementelor x, y prin

x, dacdx >y
max(x, y) =
y, dacix <y,

respectiv minimul elementelor x, y prin

, dacdx >
min(x, y) = oAt =y
x, dacdx <uy.

Pentru orice x € IR, definim semnul sdu, notat sgn x prin
1, dacda x >0

sgnx =<0, dacax =0.

—1, dacax <0

Modulul unui numar real

Pentru orice x € R, definim modulul sau valoarea absoluti a lui x, notat |x| prin

» X, dacdx >0
x| = .
—x, dacax <0

Sunt atunci adevdrate urmatoarele proprietati de calcul:
M1 |x| > 0 pentru orice x € Rsix =0 < x = 0.

M

N

||x|| = |x| pentru orice x € R.

M

o8]

|xy| = |x||y| pentru orice x,y € R.

_ Iz
vl

x

M 1y

=

pentru orice x,y € R, y # 0.

M

6]

|x +y| < |x| + |y| pentru orice x,y € R.

M

[=))

|x —y| > ||x| — |y|| pentru orice x, y € R.

M7 |x| <M< —M < x < M pentru orice x € R.
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M7 |x| < M < —M < x < M pentru orice x € R.
Are loc si egalitatea
|x| = xsgnx pentru orice x € R.

De asemenea,

1 . 1
max(x,y) = 5 (x+y+|x—yl), min(xy) =3 (x+y—|x-yl).

Functia modul astfel definita poate fi folositd pentru a caracteriza marginirea unei
multimi.

Teorema 1.4. Fie A C R, A # @. Au loc urmitoarele afirmatii:

1. A este mirginitd < 3IM € R astfel ca |x| < M pentru orice x € A.

2. A este nemdrginitd < VM € R Jxp € A astfel ca |xp| > M.

Demonstratie. 1. ,=" Daca A este mdrginitd, existd m, M € R astfel cam < x <
M pentru orice x € A, de unde |x| < max(|m/|, |[M|).

,<"Dacd IM € R astfel ca |x| < M pentru orice x € A, atunci —M < x < M
pentru orice x € A, deci A este marginita.

2. Rezultd prin aplicarea operatorului de negare logicd primei proprietdti. W

1.3 Multimea R

In analiza matematica, pe langd numere reale, se utilizeaza si doud simboluri cu
sens aparte, +oo (plus infinit, notat prescurtat si o) si —co (minus infinit), cu
proprietatea ca

—00o < x < o0 pentruorice x € R.

Vom nota
R = RU {+00} U{ oo}

si vom numi aceastd multime dreapta reali incheiatd, observand ca ea este de ase-
menea total ordonata.
Operatiile aritmetice se extind (partial) la R in urm&torul mod:

Xx+o0o=x—(—00) =+ VxeR;
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x_|_(—oo):x—OO:—OO VxGIR,

{+oo, dacax >0
X-00 = ;

—oo, dacdax <0

400, dacéx<0’
XY g e,
o0

—o0o, dacax >0
X - (—OO) = .

respectiv

00 4 00 = o0;
(—00) + (—00) = (—00);
00+ 00 = (—0) - (—00) = +ov;

00 - (—00) = —o0.

Operatiilor 0 - (00), 00 — 00, —0c0 — (—00), % nu li se atribuie niciun sens.

1.3.1 Intervalein R si R

Intervale in R

Fie a,b € R. Numim intervale in R multimi de forma
[a,b] = {x € R;a < x < b} (interval inchis);
(a,b) = {x € R;a < x < b} (interval deschis);

(a,b] = {x € R;a < x < b}, (interval semideschis; interval inchis la dreapta si
deschis la stanga)

[a,b) = {x € R;a < x < b} (interval semideschis; interval deschis la dreapta si
inchis la stanga);

(a,40) = {x € R;a < x < oo} (interval deschis nemdrginit la dreapta; semi-
dreapta deschisa nemadrginitd la dreapta);
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(—o0,a) = {x € R; —o0 < x < a} (interval deschis nemadrginit la stinga; semi-
dreaptd deschisa nemarginitd la stanga);

[a,+0) = {x € R;a < x < oo} (semidreaptd inchisd nemarginitd la dreapta);
(—o0,a] = {x € R; —00 < x < a} (semidreaptd inchisd nemarginitd la stanga);
(—o00,+00) = IR (axa reald).

Intervale centrate

Numim intervale centrate intervalele simetrice fatd de un punct a de pe axa
reald, de forma [a —v,a +r] si (a — r,a 4 r). Acestea pot fi caracterizate cu ajutorul
functiei modul sub forma

[1—¢ea+e]l={xeR,|x—a| <e};
(@a—egat+e)={xeR, |x—a| <e}.
Intervale in R

Dacd a,b € R, putem extinde notatiile pentru intervale definite mai sus si
obtine

[0,b] = {x e Rja<x <b}, (a,b)={xecRa<x<b};
[a,b) ={x e R;a<x<b}, (abl={xeRa<x<b},

pastrand denumirile de intervale inchise, deschise, respectiv semideschise. De
asemenea
[~0co,+o0] = R (dreapta reals incheiats).

Conform proprietatilor de densitate ale lui Q si R\Q, se va observa cd nici Q nici
R\Q nu contin intervale.

Supremumul si infimumul unei multimi in R
Fie A # @. Cu aceste notatii, vom spune cd
sup A = +oco dacd A nu este majorata (este nemarginita superior)
respectiv
inf A = —oo dacd A nu este minorata (este nemdrginitd inferior).

si vom observa cd in R orice multime nevidd admite un supremum si un infi-

mum.
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Exemple. supIN = +oo,infZ = —o0, supZ = +oc;

A = {x;x = n*+1,n € N} nu este marginitd superior, deci sup A = +co.

A ={x;x = —n+2,n € N} nu este marginita inferior, deci inf A = —oo.

1.3.2 Vecinatati in R

1. Numim vecindtate a unui punct x € IR orice multime V' C R care contine un
interval deschis incluzandu-l pe x, adica pentru care exista 2, b € R astfel ca

x € (ab)CV.

2. Numim vecindtate a lui 4o orice multime V C R care contine un interval
de forma (a, 0], cua € R.

3. Numim vecindtate a lui —oo orice multime V C R care contine un interval
de forma [—o0,a),cua € R.

Exemple. Multimile (—2,4], (0,6], (—0,2], (—2,5] U (6, c0) sunt vecinatati
ale lui x = 1 deoarece contin intervalul deschis (0, 2) care-1 include pe 1.

Multimea A = {—2,—1,0,1,2,3} nu este vecindtate a lui x = 1 deoarece ea

nu contine intervale.

Multimea B = [1, 3] nu este vecinatate a lui x = 1 deoarece nu existaa, b € R
astfel cal € (a,b) C B (ar trebui ca a < 1 si atunci (a,b) € B).

Teorema 1.5. Fie x € R. Atunci V C R este o vecinditate a lui x dacii si numai
dacd ea contine un interval deschis centrat in x, adicd existd e > 0 astfel ca

xe(x—¢gx+e) CV.

Demonstratie. ,, <" Se poate lua ¢ = min(x —a,b — x).
,="Sepoatelua (a,b) = (x — ¢, x +¢). [ |
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Daca V este o vecinitate a lui x € R, notdm acest lucru prin V € V(x). Multimea
V(x) se numeste multimea tuturor vecindtitilor punctului x. Aceastd multime are
urmdtoarele proprietati:

(V1) FieV € V(x). Atuncix € V.

(V2) FieV € V(x)si W D V. Atunci W € V(x).

(V3) Fie V4, V, € V(x). Atunci V1 NV, € V(x).

(V4) Fie V € V(x). Existd atunci W € V(x) astfel ca V € V(y) pentru oricey € W.

Conform (V1), dacd V este vecindtate a lui x, atunci V il contine pe x. Datoritd
(V2), orice multime care contine o vecinatate a lui x este de asemenea o vecinatate
a lui x. Conform (V3), intersectia a doud vecinatati ale lui x este de asemenea o
vecinatate a lui x, (V4) reprezentand faptul ca dacd V este o vecindtate a lui x,
atunci V este de fapt o vecindtate nu doar pentru x, ci si pentru toate punctele
dintr-o multime W, care la randul ei este o vecinatate a lui x.

Proprietatea de separatie Hausdorff

Orice doud puncte a,b € R pot fi separate prin vecinitati. In acest sens, are
loc urmadtoarea proprietate, numita proprietatea de separatie Hausdorff.

Teorema 1.6. Fie a,b € R. Existd atunci V, € V(a) si V}, € V(b) astfel ca V, N
Vv, = @.

A fost mentionat anterior ca axioma de completitudine deosebeste R de mul-
timea Q a numerelor rationale. Acest lucru se poate observa din urmdtorul exem-
plu.

Exemplu. Fie multimea A = {x cQ;x2 < 2}. Evident, A # @, deoarece
0 € A. Ca submultime a lui R, ea este majoratd (de exemplu de 2), avand
deci, conform axiomei de completitudine, un cel mai mic majorant sup A. in
acest sens, se poate ardta cd sup A = /2. Ca submultime a lui Q, A este de
asemenea majoratd, de exemplu de 2 si de oricare altd aproximare zecimald
prin adaus a lui V/2:1.42,1.415,1.4143, s.a.m.d. Totusi, niciun numar rational
g mai mic decat v/2 nu poate fi nici macar majorant datorita definitiei mul-
timii A, care va contine o aproximare zecimala prin lipsd a lui v/2 mai buna
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decat g, iar niciun numar rational mai mare decat V2 nu poate fi cel mai mic
majorant, intrucat va exista o aproximare zecimala prin adaus a lui v/2 mai
bunad decat g.

1.4 Inegalitditi intre numere reale

Inegalitatea mediilor

Fien € N*,n > 2sifie aj, ay, ..., a, numere reale strict pozitive. Definim

ar+ay—+...+ay

An —
n
Gn - \”/ala2...an,
n
Hn —

-1, 1 1’

E _|_ E + oo + ﬁ
Ay, Gy, Hy, numindu-se respectiv media aritmeticd, media geometricd si media armo-
nicd a numerelor ay, ap, ..., a,. Are loc atunci inegalitatea

Ap > Gy > Hy,

numitd inegalitatea mediilor, egalitdtile atingdndu-se doar dacd a; = ay = ... = a,.
Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz

Fien € N*, n > 2sifieay,ay,...,a,, by,by,. .., b, numere reale. Atunci

(a1b1+a2b2+...+anbn)2 < (a%+a§+...+ai)2 <b%+b§+...—|—bn)2,

egalitatea atingandu-se doar dacd a1, a4y, ...,a, si by, by, . .., b, sunt proportionale,
adica existd k € R astfel ca a; = kby, ap = kby, ...a,, = kb,,.

Pentru by = b, = ... = b, = 1, se obtine ca

(a1 +a2+...+an)2 < n(a%—t—a%-l—...-i—a%)z,

egalitatea atingandu-se doar dacd a1 = a; = ... = ay.
Inegalitatea Bernoulli

Fiea € R, a > —1. Atunci, pentru orice n € IN,

1+a)">1++na.
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1.5 Functii

Fie X,Y # @. Numim functie definitd pe multimea X cu valori in multimea Y o
corespondentd (notatd de exemplu f) prin care oricarui element din multimea X
i se asociazd un singur element din multimea Y. In aceasti situatie, se noteazi
f: X =Y, X numindu-se domeniul de definitie al functiei f, notat si Dom f, iar Y
codomeniul acesteia. Dacd lui x € X 1i corespunde prin functia f elementul y € Y,

acest lucru se va nota y = f(x) sau x ri) y. In acest caz, y se numeste imaginea
lui x prin functia f, sau valoarea lui f in x, iar x se numeste arqumentul functiei.
Multimea tuturor functiilor definite pe X cu valori in Y se va nota (X, Y).

Egalitatea a doua functii

O functie f trebuie conceputd ca un ansamblu format din domeniul de defini-
tie X, codomeniul Y si corespondenta propriu-zisa intre argumente si imagini. In
acest sens, doud functii f : A -+ Bsig: C — D vorfiegaledacd A=Csi B =D
(domeniile, respectiv codomeniile functiilor sunt egale), iar f(x) = g(x) pentru
orice x € A, adicd oricdrui x din domeniul comun de definitie i se asociaza prin
f si g un acelasi element.

Grafic, functie identica

Im f

Dom f

Figura 1.3: Imaginea, domeniul si graficul unei functii f
Multimea
Gr={(x,y) € XxY;y = f(x)}

se va numi graficul functiei f. Fiind datd o multime A, functialy : A — A definita
prin 14(x) = x Vx € A se va numi functia identici a multimii A.
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Exemplu. Fie f : R — R, f(x) = x> — 2x + 3. Vom determina Im f. Fie
y € Rastfel cay = f(x), cu x € R, adicd y = x> — 2x + 3. Urmeazi ci
x?> —2x 4+ 3 —y = 0. Conditia de existenta a lui x este A = (—2)?> — 4(3 — y) >
0,deunde y > 2. Urmeazd cd Im f = [2, +00).

1y
Im f

1

Figura 1.4: Imaginea functiei f : R = RR, f(x) = x> —2x+3

Restrictia si prelungirea unei functii

Daca f : X — Y este o functie, iar A C X, numim restrictia functiei f la
multimea A functia notatd f|4 cu domeniul A si codomeniul Y care pastreaza pe
A corespondenta definitd de f, adica f|a(x) = f(x) Vx € A. Dacdg: A — Y este
o functie datd, iar A C X, orice functie f : X — Y pentru care f|4 = g se numeste
prelungirea lui g la X.

Exemplu. Fie f : [0,00) = R, f(x) = xs5ig: R — R, g(x) = |x|. Atunci g este
o prelungire a lui f (respectiv f este o restrictie a lui g), deoarece [0, ) C R,
iar f(x) = g(x) = x pentru orice x € [0, ).
Imagine si contraimagine
Fie functia f : X — Y. Dacd A C X, notdm

f(A) ={y € B;3x € Aastfel ca f(x) =y}

imaginea multimii A prin functia f. Multimea f(X) se va numi imaginea functiei f si
se vanota Im f.
Daca B C Y, notam

fYB) = {x € A; f(x) € B}
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ALy Ahy

A Gy . Gy

) x ’ 0 71B) ’

Figura 1.5: Imaginea f(A) a unei mul- Figura 1.6: Contraimaginea f !(B) a
timi A unei multimi B

contraimaginea (imaginea inversd, preimaginea) multimii B prin functia f. Dacd B =
{y}, se foloseste notatia f ~(y) in loc de f~'({y}). Cum multimea f~!(y) poate
s& fie multimea vida sau s& contind mai mult de un element, simbolul f~! nu
defineste in general o functie.

Functii injective, functii surjective, functii bijective

O functie f : X — Y se numeste injectivi daca

Vy,y e X,x 2y = f(x) # f(y)

(la argumente diferite x, y corespund prin f imagini diferite), ceea ce este echiva-
lent cu

Yy € X, f)=fly) = x=y
(dacd imaginile f(x) si f(y) sunt egale, atunci sunt egale si argumentele corespun-
zdtoare x si y). Aceasta conduce la faptul cd f este injectivd dacd si numai daca
f~(y) contine cel mult un element pentru orice y € B.

O functie f : X — Y se numeste surjectivi daca f(X) = Y, adicd orice element
y din codomeniul Y al functiei este imaginea cel putin a unui argument x. Aceasta
conduce la faptul c& f este surjectiva daci si numai dac f~!(y) contine cel putin
un element pentru orice y € B.

O functie f : X — Y se numeste bijectivi dacd ea este atat injectiva cat si
surjectivd. Din cele de mai sus, se observa cd f este bijectivd daca si numai daca
f~(y) contine exact un element pentru orice y € B. In aceste conditii, simbolul
f~! defineste o functie f~! : Y — X prin f}(y) = x, unde x, y sunt in asa fel
incat y = f(x). Functia f~! astfel definitd se numeste functia inversd a functiei f,
iar f se numeste inversabild.
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Compunerea a doua functii

Fie functiile f : X — Y, ¢:Y — Z. Functiago f : X — Z definitd prin g o
f(x) = g(f(x)) Vx € X se numeste compunerea functiilor g si f, in aceasta ordine.
Se poate observa ca operatia de compunere a functiilor nu este comutativa, dar
este asociativd, in sensul cd dacd f : X = Y, ¢:Y = Z, h : Z — M, atunci

(hog)o f=ho(gof).
Functii numerice

O functie f : E — F se va numi functie numericd (functie reald de variabili reali)
dacia E,F C R.

Functii pare, functii impare

Fie D C R o multime simetricd, adicd o multime pentrucarex € D <& —x € D.

O functie f : D — R se numeste pard dacd f(—x) = f(x) pentru orice x € D.
Deoarece

(a,b) € Gy & b= f(a) & b= f(—a) & (—a,b) € Gy,

urmeazd cd Gy este simetric fatd de Oy.

O functie f : D — R se numeste impard daca f(—x) = —f(x) pentru orice
x € D. Deoarece

(a,b) € Gr = b= f(a) & —b= f(—a) & (—a,-b) € Gy,

urmeazd cd Gy este simetric fatd de O.

Exemplu. Functia f : R — R, f(x) = x?" este pard, deoarece f(—x) =

2n+1

(—x)*" = x® = f(x), in timp ce functia ¢ : R — R, g(x) = «x este

impard, deoarece g(—x) = (—x)?"1 = —x2"+1 = —o(x).
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Ahy Ahy
: B
?) g 3) g

Figura 1.7: Graficul functiei f : R — R, Figura 1.8: Graficul functiei g : R —
f(x) = x*" (functie pard, grafic simetric R, g(x) = x?"*! (functie impar4, grafic
fata de Oy) simetric fata de O).

Functii periodice

Fie D C R. O functie f : D — R se numeste periodici dacd existd T € R* astfel
incat pentru orice x € D urmeazacd x +T,x — T € D, iar f(x + T) = f(x). Orice
astfel de T se numeste perioadii a functiei f. Se observa cd daca T este o perioada a
functiei f, atuncisi nT, n € Z* (adicd orice multiplu intreg al perioadei T) este de
asemenea o perioadd a functiei f. Dacd existd o cea mai mica perioadd pozitiva
Tp a functiei f, atunci aceasta se numeste perioadd principali a functiei f. Pentru
a studia comportarea unei functii periodice de perioadd T, este suficient sd se
analizeze comportarea acestei functii pe intervalul [0, T].

Exemplu. Functia f : R — R, f(x) = {x}, este periodicd, de perioada princi-
pald 1.

-

wX

3 -2 -1 (@) 1 2
Figura 1.9: Graficul functiei f : R — R, f(x) = {x}

Functii marginite

FieD CRsi f : D — R. Atunci



22 Capitolul 1 NOTIUNI GENERALE

f se numeste mdrginiti superior daca f(D) este majoratd, adicd existd M € R
astfel ca f(x) < M pentru orice x € D.

f se numeste mirginiti inferior daca f(D) este minoratd, adica existd m € R astfel

cam < f(x) pentru orice x € D.

Dacd f este atat marginita inferior cat si marginitd superior, adica exista m, M €
R astfel ca m < f(x) < M pentru orice x € D, sau, echivalent Im f este
marginitd, atunci f se numeste mdarginit.

Conform caracterizdrii multimilor marginite cu ajutorul functiei modul (Teorema
1.4), f este marginitd dacd si numai dacd existd M € R astfel ca |f(x)| < M pentru

orice x € D.

Exemple. f:[1,2] = R, f(x) = 2x + 1 este marginita, deoarece

3< f(x) <5 pentruorice x € [1,2].

f R = R, f(x) = 2 + 3sin x este marginitd, deoarece

|f(x)] <243|sinx| <5 pentru orice x € R.

Functii monotone

4y / \‘Y
f(y) £(x)

£(x) f(y)

/ O X y O x y

Figura 1.10: Graficul unei functii cres- Figura 1.11: Graficul unei functii des-

catoare crescatoare

wX

/‘rx

Fie D C Rsi f: D — R. Atunci
f se numeste crescitoare daca

x,y€D,x <y = f(x) < f(y).
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f se numeste strict crescitoare daca

x,yeD,x <y = f(x) < f(y).

f se numeste descrescitoare daca

x,y€D,x <y = f(x) > f(y).

f se numeste strict descrescitoare daca

x,ye€D,x <y = f(x)> f(y).

Se oberva cd f este crescdtoare dacd si numai dacd

(f(x) = f(W)(x —y) >0 pentruorice x,y € D,

respectiv strict crescatoare daca si numai daca

(f(x) — f()(x —y) >0 pentruorice x,y € D,x #y,

23

proprietdti analoage avand loc si pentru functii descrescatoare, respectiv strict

descrescdtoare. De asemenea, se poate observa cd dacd f este strict monotond,

atunci f este injectiva.
Vom demonstra acum o inegalitate care
prezinta un interes de sine statdtor, anume

. , T
sinx < x < tgx, pentruoricex € (0, 5)'

In acest sens, fie un cerc cu centrul in ori-

gine si de raza 1 si fie un unghi la centru AOM
de mdsura in radiani x ca in figurd. Fie de ase-
menea T intersectia dintre dreapta OM si tan-
genta in A la cerc. Atunci

aria AAOM < aria sector AOM < aria ANAOT

sinx x tgx

2 2 2

Ty

T

X

Q)

< < /7 &sinx <x < tgx.
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Graficele unor functii elementare

Ahy Ahy
0 § 0 g

Figura 1.12: Graficul functiei f : R — Figura 1.13: Graficul functiei f : R —

R, f(x) =a*,a>1 R, f(x) =a*,a€(0,1)
ALy ALy
e 2
O L4
K .
O e —— | 4

Figura 1.14: Graficul functiei f : Figura 1.15: Graficul functiei f
(0,00) = R, f(x) =log,x,a >1 (0,00) = R, f(x) = log,x,a € (0,1)

Ty
1

/\ x
A
-3n/2 - 2 O n/2 W

Figura 1.16: Graficul functiei f : R — R, f(x) = sinx
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Ty
1

-svﬂ (0] TJ\[//Z 4

Figura 1.17: Graficul functiei f : R = R, f(x) = cosx

Ty

y X

-371/2 -7t -7t/2 mi2 m 37t/2

Figura 1.18: Graficul functiei f : R\ {5 +km, k€ Z} - R, f(x) = tgx

n/2‘}y nAy

m/

X

X

-T2} -1 O 1

Figura 1.19: Graficul functiei f : Figura 1.20: Graficul functiei f
[-1,1] = [-7, 5], f(x) = arcsin x [—1,1] — [0, ], f(x) = arccos x

25
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m/21)

wX

/9.
=T~

Figura 1.21: Graficul functiei f : R — (=7, 7), f(x) = arctg x

Aplicatii
1.1. Fiea € R. Aritati ci max(a, —a) = |a|.
1.2. Daci x,y € R, |x| <1, ly| < 1, ardtati cd 1xjxyy <1

1.3. Demonstrati ci V2 + /3 este numiir irational.

1.4. Dacia,b € Q, iar a + b\/2 = 0, atuncia = b = 0.

1.5. Daci aq, a2, by, by € Q, iar a; + biV/2 = ap + by\/2, atunci ay = ay, by = by.
1.6. Rezolvati ecuatia x> — 5|x| + 6 = 0.

1.7. Rezolvati sistemul
lx=1|+[y+2[=6

x =1+ |y+2|
. . Xl +lyl=2 . y
1.8. Determinati a € R astfel ca sistemul s aibd exact patru solutii.
2t =a
1.9. Daci x,y € R, x < y + e pentru orice ¢ > 0, atunci x < y.
b d
1.10. Dacid a,b,c,d € (0, 0), atunci % + - + % + - >4,

1.11. Daci aq,ay,...,a,, by, by, ..., b, € (0,00), atunci

2 2 2 5
a_l+a—2+...—|—a_”2 (@ +ay+...+an) '
by b by = bi+by+...+by
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1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

nite.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

Daci aq,ay,...,a,,b1,by,...,b, € (0,00), atunci

{‘/(al—|—b1)(a2—|—b2)...(an—|—bn) > aray .. .a, + \/biby ... by.

Fiea,b € (0,1). Demonstrati cd
2ab 2ab
> 2.
log, —— gy +log, —— > > 2

Determinati m € R astfel ca
x> +y? 4 4x — 2y +m > 0 pentru orice x,y € R.
Daci A C R este mdrginitd, ardtati cd orice submultime a lui A este mdrginitd.

Daci A, B C R sunt mdrginite, ardtati ci AN B, AU B, A\B, B\ A sunt mdrgi-

Aridtati cid A este marginitd, unde:

A=1[0,1)U(2,5];

A={x;x=2+u*uec[-1,3]};
A={xx=2+C0 neN},

A= {x;x:nLH%—nLﬂjL...—i—ﬁ,nEN};

A = {x;x = sinu + cos(u),u € R}.

Fie A = {tg1,tg2,tg3,tg4}. Precizati min A, max A.

Fie A = {sin%F;n € N}. Precizati min A, max A.

Fie A = {gfzz;x c [—2,1]}. Determinati inf A, sup A.

Fied : R x R — R, d(x,y) = |x — y|. Aritati cid d are urmditoarele proprietiti:

Cdx,y) > 0dx,y) =0 x=1y.

d(x,y) = d(y, x).
d(x,z) < d(x,y)+d(y, z).
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1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.
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Fief:R — R, f(x) = iij Determinati f(2x), 2f(x), f(x?), f(x)%.

Determinati valorile minime ale urmdtoarelor functii:

CfiR SR, f(x) = 392543,

—x24+4x-3

fiR=R f(x)=(3) ;
f R—=R, f(x)= V/3sin x + cos x.

Fie f : R — R o functie oarecare.

. Daci f este simultan monoton crescitoare si monoton descrescitoare, atunci ea este

constantd.

Daci f este simultan pard si impard, atunci ea este functia nuld.

Fief,g: R = R.

Daci f, g sunt (strict) crescitoare, atunci f + g, f o g sunt (strict) crescitoare.

Daci f, g sunt (strict) descrescitoare, atunci f + g este (strict) descrescitoare, iar
f o g este (strict) crescitoare.

. 2
Fie f:R — R, f(x) = izﬁ

Demonstratici f este strict crescitoare pe (—oo, 0] si strict descrescitoare pe [0, 00).

Determinati f([—2, —11), f([3,4]), f([—1,1]).

. Determinati care dintre urmdtoarele functii sunt pare sau impare:

'R = R, f(x) = x° + x5

'R = R, f(x) = x>+ cos x;

‘R =R, f(x) =x*+ |x| — V22 +1;
'R =R, f(x) = x sin® x;

'R =R, f(x) = sin? 2x + cos x.

G T S

‘R = R, f(x) = In (}2).



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL 29

1.28. Determinati f o g si go f pentru f,g : R — R date prin:
1. f(x) = x2,g(x) = x+2;
2. f(x) =sinx, g(x) = x> + 1.
1.29. Determinati doud functii f,g: R — Rastfel cah = f o g, daci
1. h:R — R, h(x) = sin(x? 4 1);
2R RAx) =Vt 241
1, x€Q

1.30. Fie f : R = R, f(x) = . Ardtati cd orice numdr rational este
0 xeR\Q

perioadd a lui f, dar niciun numdr irational nu este perioadd a lui f. Are f perioadd
principald?

1.31. Fie f : R — R, f(x) = cos(x?). Demonstrati ci f nu este periodicd.

1.32. Fie f : Q — R, f(x) = 3x* + 2ax + 1. Demonstrati ci

1. f nu este injectivd pentru nicio valoare a lui a € Q.

2. f este injectivil pentru orice a € R\Q.

1.33. Demonstrati cd urmdtoarele functii sunt bijective si precizati inversele acestora
1. f:R =R, f(x) = Va3 +1;
2 f*R—=R, f(x)=In(x+VaZ+1).

Lo . ax+1, x<2 ]
1.34. Determinati a € R astfel ca functia f : R — R, f(x) = sii fie

xX+a x<2
1) injectivd; 2) surjectivd; 3) bijectivd.
1.35. Demonstrati cd graficele functiilor f, : R — R, fo(x) = ax*> +x+2 —4a,a € R,
trec printr-un punct care nu depinde de a.

1.36. Demonstrati cd urmdtoarele functii sunt mdrginite

1.f:IR—>]R,f(x)=%|x‘;

2. R =R, f(x) = 5.

1.37. Fie f : R — (—=1,1), f(x) = IJ:CIX\' Demonstrati cd f este strict crescitoare si
surjectivd, iar inversa saeste f 1 : (—1,1) = R, f 1 (y) = %y‘




