Capitolul 4

PROPRIETATI TOPOLOGICE SI DE
NUMARARE ALELUIR

In cele ce urmeazd, vom studia unele proprietati ale multimilor din R. Astfel,
vom caracteriza ,locul" unui punct in cadrul unei multimi (in limba greacd, ,to-
pos" inseamnd ,loc") sau ,,apropierea” unui punct de o multime datd, clasificind
de asemenea submultimile lui R cu un numadr infinit de elemente dupa cum

aceste elemente pot fi numadrate sau nu.

4.1 Proprietiti topologice ale lui R

4.1.1 Puncte de acumulare

Fie o multime A C R. Vom spune cd 2 € R se numeste punct de acumulare al
multimii A dacd orice vecindtate V' a lui a contine puncte ale lui A diferite de g,
adica

YV € V(a), (V\{a}) N A £ @.

Exemple. 1. a = 0 este punct de acumulare al multimii A = (0, 1) deoa-
rece orice vecinatate V a lui 0 contine un interval I = (—¢,¢), ¢ > 0, deci
si puncte ale lui (0, 1) diferite de 0. Altfel spus,

(V\{0})NAD(0¢) # 2.

122
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2. a = 3 nu este punct de acumulare al multimii A = (0,1) U {3} deoarece
vecindtatea V = (2,4) a lui 3 nu contine puncte ale lui A diferite de 3.
Altfel spus,

(V\{3})nA=0.
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3. a = +o0 este punct de acumulare al multimii A = IN deoarece orice
vecindtate V a lui +oo0 contine un interval [ = (M, +o0], M > 0, deci si
puncte ale lui IN diferite de +co. Altfel spus,

(V\ {+}) N A= {[M]+1,[M]+2,...} # 2.

{ L L *—»
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Din exemplele de mai sus se deduc cateva consecinte privind localizarea punc-

telor de acumulare. Mai intdi, un punct de acumulare al unei multimi A poate sd
nu fie element al acelei multimi (exemplul 1). De asemenea, nu orice element al
unei mulfimi A este neapdrat punct de acumulare al acelei multimi (exemplul 2).
Din cel de-al treilea exemplu, se poate observa cd punctele de acumulare ale unei
multimi pot fi si la infinit.

Multimea tuturor punctelor de acumulare ale multimii A se numeste atunci
multimea derivati a lui A si se noteazd A’, in vreme ce un element al unei multimi
A care nu este punct de acumulare al acelei multimi se numeste punct izolat al
lui A. De aici se poate observa cd a € A este punct izolat al lui A daca existd o
vecindtate V a lui A care nu contine puncte din A.

Exemple. 1. Dacd A = (0,3) U {5}, atunci A’ = [0,3], iar 5 este punct
izolat al lui A.
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2. Dacd A = {0,1,2}, atunci A’ = @, toate elementele lui A fiind puncte
izolate.

3. Dacd A = {1, %, %,. e, %, .. .}, atunci A’ = {0}, toate elementele lui A
tiind puncte izolate.

Alegand in mod potrivit in definitia unui punct de acumulare vecindtati V' din
ce In ce mai mici se obtin puncte ale lui A diferite de a care sunt din ce in ce mai
aproape de a. In acest mod se poate obtine urmatoarea caracterizare echivalenta
a unui punct de acumulare cu ajutorul sirurilor, exprimand faptul cd o multime
care are un punct de acumulare a contine elemente ,oricat de apropiate” de a si
diferite de a.

Teorema 4.1. Fie A C R. Atunci a € R este punct de acumulare al lui A dacd si

numai dacd existd un sir {an}n>0 de elemente ale lui A, diferite de a, cu limita a.

Din cele de mai sus, observand ca sirul {a,},-, poate fi ales cu termenii di-
feriti intre ei, deducem cd o multime A care are un punct de acumulare a este in
mod necesar infinitd. In particular, o multime finitd nu are puncte de acumulare,
toate elementele sale fiind deci puncte izolate.

De asemenea, din aceeasi observatie se obtine in mod imediat urmatorul re-
zultat.

Corolar 4.1.1. Un punct a € R este punct de acumulare al unei multimi A C R dacit
si numai dacd orice vecindtate V € V(a) contine o infinitate de elemente ale lui A.

Pot fi demonstrate cu ajutorul celor de mai sus urmadtoarele proprietati de
calcul.

Teorema 4.2. Fie A, B C R. Au loc urmitoarele proprietiti.
1. Daci A C B, atunci A’ C B'.

2. (AUB)Y = A'UB.

3. (AnB)Y C A'nB.

Faptul cd (A N B) si A’ N B’ nu sunt neaparat egale se poate observa conside-
rand A = (0,1) si B = (1,2). Atunci A’ = [0,1] si B’ = [1,2], deci A’ N B’ = {1}.
Totusi, ANB = @, deci (ANB) = @,iar (ANB) # A'NB.
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4.1.2 Puncte aderente

Fie o multime A C R. Vom spune cd 2 € R se numeste punct aderent al multimii
A dacd orice vecindtate V a lui a contine puncte ale lui A, adica

YV € V@), VNA £ Q.

Cum definitia unui punct aderent este mai putin restrictiva decat definitia unui
punct de acumulare (este necesar ca VN A # @, inlocde (V\{a})NA # Q,
cand cea din urma relatie este satisfacutd, fiind satisfacuta in mod evident si cea
dintdi), urmeaza cd orice punct de acumulare al unei multimi A este in acelasi
timp si punct aderent al acelei multimi.

De asemenea, deoarece 2 € V pentru orice V € V(a), urmeazacda € VN A
pentru orice a € A siorice V € V(a), deci VN A # @. De aici, orice a € A este
punct aderent al lui A.

Multimea tuturor punctelor aderente ale mulfimii A se numeste atunci ade-
renta sau inchiderea multimii A si se noteazd A. Din cele de mai sus se observa ca
ACAsiA CA.

fn mod analog Teoremei 4.1 se poate demonstra urmatorul rezultat, care afirma

faptul ca A contine, pe langa elementele din A, si limitele de siruri cu termeni din
A.

Teorema 4.3. Fie A C R. Atuncia € R este punct aderent al lui A dacd i numai
dacd existd un gir {an },,~ de elemente ale lui A, cu limita a.

Exemple. 1. Daci A= {0,1,...,n},atunci A = A.
2. Daci A = (0,1), atunci A = [0,1].

3. Dacd A = Q, atunci A = R, deoarece orice numdr real este limita unui

sir de numere rationale, +oo este limita sirului (x,),>0: X, = n € Q, iar

—oo este limita sirului (x,),>0: x» = —n € Q.

Cu ajutorul celor de mai sus se pot demonstra urmdtoarele proprietdti de cal-
cul.
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Teorema 4.4. Fie A, B C R. Au loc urmitoarele proprietiti.
1. A= AUA"
2. Dacii A C B, atunci A C B.

3. AUB=AUB.

4, ANBC ANB.

Faptul cd A N B si AN B nu sunt neapdrat egale se poate observa considerand
A =(0,1)si B=(1,2). Atunci A = [0,1], B = [1,2], deci AN B = {1}. Totusi,
ANB=@,deciANB=Q®,iar ANB # ANB.

4.1.3 Puncte interioare

Fie o multime A C R. Vom spune cd a € R se numeste punct interior al multimii
A daca A este vecindtate pentru a. Deoarece A este vecindtate pentru a, rezultd
cda € A, adica un punct interior al unei multimi apartine in mod necesar acelei
multimi.

Conform definitiei vecindtatii unui punct, urmeaza cd 2 € R este punct inte-
rior al lui A dacd existd (c,d) astfel caa € (c,d) C A, respectiv +o0 este punct
interior lui A daca exista (c, oo] astfel ca +co € (c,00] C A, iar —oo este punct in-
terior lui A daca exista [—oo,d) astfel ca —oo0 € [—o0,d) C A. De asemenea, daca
A nu contine intervale, atunci A nu are puncte interioare, neputand fi vecindtate
pentru niciun punct al siu. In cele ce urmeaza, prin ,interval deschis I" vom in-
telege un interval de tip (c,d), (¢, o0] sau [—oo,d), potrivit cu situatia in care este

utilizat.

Exemple. 1. a = } este punct interior al multimii A = [0,1) U2 deoarece
a € (0,1) C A dara = 0sia = 2nu sunt puncte interioare ale lui A, in-
trucat A nu contine intervale deschise in care se afld 0 si 2, necontindnd
nici numere negative, nici numere mai mari ca 2.

2. A = Q nu are puncte interioare deoarece nu contine intervale.

Multimea tuturor punctelor interioare ale multimii A se numeste atunci inte-

o
riorul multimii A si se noteaza A.
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Teorema 4.5. Fie A, B C R. Au loc urmitoarele proprietiti.
1. ACA.

2. Dacd A C B, atunci A C B.

)o

3. ANB= ANB.
4 AUB>S AUB.

e}
[¢]

Faptul cd A U B si AU B nu sunt neapdrat egale se poate observa considerand
A=(0,1)siB =11,2). Atunci A = (0,1), B = (1,2),deci AUB = (0,1) U(1,2).

Totusi, AUB = (0,2), deci A UB = (0,2),iar AUB # A UB.

Un alt tip de legdturd intre aderenta si interiorul unei multimi, exprimat cu
ajutorul multimilor complementare, este precizat in teorema urmaitoare. In cele
ce urmeazd, pentru o multime M data, prin cM se va intelege complementara
multimii M in raport cu R, adicd multimea R\M. De asemenea, 2 € R se va
numi punct exterior al multimii M daca cM este vecindtate pentru a.

Teorema 4.6. Fie A C R. Au loc egalitiitile
1. cA = c/;l;

o —

2. cA = cA.

Corolar 4.6.1. Fie B C R. Au loc egalitdtile

2. %zc(c_B).

Demonstratie. Demonstratiile celor doua egalitdti se obtin in mod imediat pu-
nand B = cA in Teorema 4.6, tindnd seama cd c¢(cB) = B. [ ]
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41.4 Puncte de frontiera

Fie A C R. Vom spune cd a € R se numeste punct de frontierd al lui A daca
a € ANCcA.

Din definitia de mai sus se observa c& un punct a € R este punct de frontiera
al lui A daca este limita atat a unui sir de elemente din A cat si a unui sir de
elemente din cA, adicd existd doud siruri (a,),>9 € A si (by),>9 € cA astfel ca
a, — asib, — apentrun — .

Multimea tuturor punctelor de frontierd ale lui A se numeste atunci frontiera
lui A si se noteaza Fr A sau dA.

Are loc de asemenea urmatoarea proprietate de calcul, utild in determinarea

frontierei unei multimi.

Teorema 4.7. Fie A C R. Atunci Fr A = A\ A.

Demonstratie. Au loc relatiile
FrA=ANcA=ANcA=A\A,
de unde concluzia. |

Exemple. 1. Dacda A = (0,1), atunci A =10,1], A = (0,1), deci FrA =
{0,1}.

2. Dacd A = {1,2,...,n}, atunci A = A, A = @ (deoarece A nu contine
intervale), deci Fr A = A.

3. Daci A =Q,atunciA =R, A =@, deci FrA = R.

4.1.5 Multimi deschise, multimi inchise, multimi compacte

Multimi deschise

Fie A C R. Vom spune cd A este deschisii dacd este multimea vida sau este
vecinatate pentru orice punct al sau.
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Exemple. 1. Daca A = (0, 1), atunci ea este deschisa, fiind vecindtate pen-
tru orice a € (0, 1).

2. Daca A = [0, 2), atunci A nu este deschisa, intrucit ea nu este vecinatate
pentrua = 0.

3. Dacd A = IN, atunci A nu este deschisd, intrucat ea nu este vecindtate
pentru niciun punct al sdu, necontinand intervale.

4. Dacd A = ©, ea este deschisa prin definitie. Dacd A = IR, atunci pentru
oricea € R,a € (a—1,a+1) C R, deci R este vecindtate pentru 4. Cum
a este arbitrar, R este deschisi. Daci A = R, la observatia anterioarad se
adaugs faptul cd +o0 € (0,00] C R, iar —c0 C [—00,0) C R, deci R este
de asemenea deschisa.

Are loc urmatoarea teorema de caracterizare a multimilor deschise prin inter-

mediul interiorului acestora.

Teorema 4.8. Fie A C R. Atunci A este deschisi dacii si numai daci A = A.

In particular, din rezultatul de mai sus se obtine usor faptul ca I} = (c,d),
I, = (c,+0), I3 = (c,+o0], Iy = [—00,d] si [s = (—o00,d) sunt multimi deschise
pentru orice ¢, d € R.

Se va observa in cele ce urmeaza ca interiorul unei multimi A este multime

deschisa si este cea mai mare multime deschisd inclusa in A, in sensul ca oricare

o

altda multime deschisd inclusa in A este continuta in A.

[}

~

Teorema 4.9. Fie A C R. Atunci A este o multime deschisd, iar A = A. Mai mult,

daci B C A este o altd multime deschisd, atunci B C A.

Operatii cu multimi deschise

Teorema 4.10. Au loc urmitoarele proprietati.

1. Orice reuniune de multimi deschise este multime deschisd.
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| 2. Orice intersectie finitd de multimi deschise este multime deschisd. |

Se poate observa cd o intersectie infinitd de multimi deschise nu este neaparat
multime deschisa. In acest sens, si consideram (A)i>1 1 Aj = (—%, %). Atunci A;
este deschisd pentru orice i > 1, dar () A; = {0}, care nu este multime deschisa.

i>1
Exemplu. A = (0,1) U (2,4) este deschisd, ca reuniune a multimilor deschise
(0,1) 51 (2,4).

Multimi inchise

Fie A C R. Vom spune cd A este fnchisif daca cA este deschisa.
Se poate observa imediat cd are loc urmdtoarea teoremd de caracterizare a
multimilor inchise prin intermediul aderentei acestora.

Teorema 4.11. Fie A C R. Atunci A este inchisi dacii si numai daci A = A.

Demonstratie. Au loc urmatoarele echivalente
o

A inchisi < cA deschisi < cA = c;l S cA=cAe A=A. [ ]

Din teorema de mai sus si din teorema de caracterizare a multimilor inchise cu
ajutorul limitelor de siruri (Teorema 4.3) se poate observa cd A C R este inchisd

daca si numai daca ea contine limitele tuturor sirurilor cu elemente din A.

Exemple. 1. A = [0,1] este multime inchisa, deoarece A = A. Altfel,
cA = [—00,0) U (0, 0], care este multime deschiss, fiind reuniunea mul-
timilor deschise [—o0,0) si (0, oo].

2. A = R nu este multime inchiss, decarece A = R # A. Altfel, A nu
contine +oo, care este limita sirului (x;),>0 : x, = 1 cu elemente din A.

3. A = (—00,0] nu este multime inchisa, deoarece cA = {—o0} U (0, 0],
care nu este multime deschisd, intrucat nu este vecinatate a lui +oo.
Altfel, A = [—0,0] # A, sau A nu contine —oo, care este limita sirului
(Xn)n>0 : Xx» = —n cu elemente din A.

4. @ este multime inchisa deoarece c@ = IR, care este multime deschisa.
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De asemenea, R este multime inchisd, deoarece cR = @, care este mul-
time deschisa.

Din exemplele de mai sus se poate observa cd @ si R sunt atat multimi des-
chise, cat si inchise. Se poate demonstra cd aceste multimi sunt singurele care au
simultan cele doud proprietati.

Prin analogie cu Teorema 4.9, se va observa cd aderenta unei multimi date A
este multime Inchisa si este cea mai micd multime inchisa care include pe A, in

sensul cd oricare altd multime inchisd care include pe A, contine si A.

Teorema 4.12. Fie A C R. Atunci A este o multime inchisd, iar A = A Mai
mult, dacd B D A este o altd multime inchisd, atunci B D A.

Operatii cu multimi inchise

Teorema 4.13. Au loc urmitoarele proprietiti.

1. Orice reuniune finitd de multimi inchise este multime inchisd.

2. Orice intersectie de multimi inchise este multime inchisd.

Se poate observa ca o reuniune infinitd de multimi inchise nu este neaparat
multime inchisd. In acest sens, sd considerdm (A;);>9 : A; = [—i,i]. Atunci A;

este inchisd pentru orice i > 0, dar |J A; = IR, care nu este multime inchisa.
i>0

Exemplu. A = [—1,2] U [4,5] este Inchisd, ca reuniune a multimilor inchise
[—1,2] si [4,5].

Multimi compacte

Fie A C R. Vom spune ci A este compacti dacd este inchisd si marginita.

Exemple. 1. A = [0,1] este compactd, fiind inchisd si marginita.

2. A = [0,2] U [4,6] este compactd, fiind inchisa (ca reuniune finita de

multimi inchise) si mdrginita.

3. A = [0, oo] nu este compactd, nefiind marginita.
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4. A = {1, %, ;),. ., %, .. } nu este compactd, nefiind inchisd, deoarece li-
1

mita sirului 1,1 5 3, TR

. este 0, element necontinut in multimea A.

Operatii cu multimi compacte

Teorema 4.14. Au loc urmidtoarele proprietiti.
1. Orice reuniune finitd de multimi compacte este mulfime compactd.

2. Orice intersectie de multimi compacte este multime compactd.

Teorema 4.15. Fie A C R. Atunci A este compactd dacd si numai dacd din orice

sir de elemente din A se poate extrage un subsir convergent la un element din A.

Multimi dense

Fie A,B C R. Vom spune cd A este densd in B dacd orice element al lui B este
limita unui sir cu elemente din A, adicda B C A. Daci B = R, adici orice element
al lui R este limita unui sir cu elemente din A, atunci A se numeste densd.

Din definitia de mai sus, se observa ci dacd A este densid, atunci A =

. Al Al

Intr-adevir, conform definitiei, R C A, iar cum A C R, urmeazi ci A =
De asemenea, pentru a se demonstra ca A este densa este suf1c1ent sd se arate cd
A D R. In acest sens, dacd A D R, atunci AD R, iar cum A= A, urmeaza ci
ADR

Exemple. 1. Q este densd, deoarece orice numar real este limita unui sir
de numere rationale.

2. R\Q este de asemenea densd, deoarece orice numdr real este limita
unui sir de numere irationale. Altfel,

R\Q = R\(QU {—o00, +o0}) = c(QU {—, +00})

= CQU{—OO,—H;O} =D =R,

deci R\Q este densi. S-a folosit faptul cd Q U { —oo, —1—80} = @, deoarece
Q U {—00, +0} nu contine intervale.
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3. QNJ0,1] este densa in [0, 1], deoarece QN [0,1] = Qn [0,1] = RN
[0,1] = [0,1].

4. A= {1, %, %, e, %, .. } nu este densa in [0, 1], deoarece A = AU {0} 2
[0, 1].
Denumirea de multime densa este justificatd de urmdtoarea teoremd, care

afirmd faptul cd pentru oricare doud numere reale date, o multime densa con-

tine macar un element situat intre acestea.

Teorema 4.16. Fie A C R. Atunci A este densii dacii si numai dacd pentru orice x,
yER, x <y, existia € Aastfelcax <a <y.

Exemple. 1. Z nu este densd, deoarece nu contine niciun punct situat in-
tre Osi1.

2. QN (=00, —1])U(Q N1, 00)) nu este densd, deoarece nu contine niciun

punct situat intre —1 si 1.

4.2 Proprietiti de numairare ale lui R

4.2.1 Numere cardinale

Fie A,B C R. Vom spune ci A, B au acelasi cardinal si vom nota A ~ B daci
existd o functie bijectivd f : A — B. Se observa cd relatia ,~" astfel definita intre
multimi este relatie de echivalentd, intrucat este

1. reflexivd, deoarece A ~ A,cu f: A = A, f(x) = x.
2. simetricd, deoarece daca A ~ B, cu f : A — B bijectivd, atuncisi B ~ A, cu
f~1: B — Abijectiva.
3. tranzitivd, deoarece dacda A ~ B, cu f : A — B bijectivd, iar B ~ C, cu
g : B — C bijectivd, atunci A ~ C,cugo f : A — C bijectiva.
Multimi finite
O multime A va fi numita finitd dacd este multimea vida (si atunci are cardinal

0, sau are 0 elemente) sau are acelasi cardinal cu A, = {1,2,...,n} pentru un
n € IN oarecare (si atunci se spune cd are cardinal 1, sau are n elemente).
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4.2.2 Multimi numadrabile

Fie A C R. Vom spune cd A este numirabilid daca existd o functie bijectiva f :
IN — A. In aceasti situatie, cardinalul multimii A se va nota cu ¥y (alef zero). O
multime care nu este numadrabild se va numi nenumudrabild.

Daca notam f(n) = a,, n € IN, atunci se observd ca A este numarabild daca

elementele sale pot fi puse sub forma unui sir cu termeni distincti, anume
A={ag,ay,...,an,...}.

O multime A se va numi cel mult numdrabili daca este finita sau numarabila. Se
observa atunci ca A este cel mult numadrabild daca si numai daca existd o functie
injectivd f : A — IN.

Exemple. 1. A = N este numdrabila. In acest caz, f : N — N, f(n) = n
este functia cdutata. Altfel, N = {0,1,2,...}, elementele sale putand fi
puse sub forma unui sir cu termeni distincti.

2. A = Z este numadrabild, deoarece Z = {0,1, 1,2, -2, ...}, elementele
sale putand fi puse sub forma unui sir cu termeni distincti. Altfel,

2 dacad n este par

fIN=2Z, fn)y={72 :
—241 dacd n este impar

este bijectiva.

Din Exemplul 2, in care s-a construit o functie bijectivd f : IN — Z, se observa cd
o multime infinitd poate avea acelasi cardinal ca si o submultime proprie a sa. De
asemenea,

fiiR—= (=11, A = f\XI

1

fo iR = (0,00), fo(x)={ H
1—x, dacdx € (—o0,0)

dacad x € [0, 0)

sunt bijective, deci R, (0, 00) si (—1, 1) au acelasi cardinal. De fapt, toate intervalele
deschise (a,b) au acelasi cardinal, intrucat au acelasi cardinal cu (—1,1), acest
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lucru observandu-se din faptul ca

f3:(a,b) = (=1,1), fa(x) = biax— Zfz

este bijectivd. Similar, intervalele (a, o) au acelasi cardinal cu (0, c0) intrucat

fy:(a,00) = (0,00), falx)=x—a

este bijectivd, iar intervalele (—oo, b) au acelasi cardinal cu (—oo, 0) intrucat

f5:(—00,b) = (—0,0), f5(x)=x—b

este bijectiva. Cum (0, o0) si (—o0,0) au acelasi cardinal, intrucat

f6:(0,00) = (—=00,0), fo(x) = —x

este bijectivd, urmeaza cd multimile R, (2, ), (—o0,b), (a,b) au acelasi cardinal
pentru orice a,b € R. Vom demonstra ulterior cd aceste multimi nu sunt numa-
rabile.

Operatii cu multimi numarabile

Se poate observa cd o reuniune finitd de multimi numadrabile este numarabila.
In acest sens, fie (A;)1<i<y 0 familie finitd de multimi numarabile. Atunci A; poate
ti pusd sub forma unui sir cu termeni distincti, A; = {aé, ai, a, .. } pentru orice
1 < i < n. De aidi,

n

1 2 1 2
UAZ' — {aO,ao,...,ag,al,al,...a’f,...}.
i=1

n
Eliminadnd eventualele repetdri, elementele multimii |J A; pot fi scrise sub forma
i=1

n
unui sir cu termeni distincti, iar |J A; este numarabilda. Cu un rationament asema-
i=1
ndtor, se poate demonstra cd daca F este finitd iar A este numadrabild, atunci A U F
este numarabild. De asemenea, daca A este numarabild, atunci orice submultime
a sa este finitd sau numadrabila.
Vom studia acum situatia in care se face reuniunea unei familii numarabile de

multimi numadrabile.
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Teorema 4.17. Fie (A;)icN 0 familie de multimi numdrabile. Atunci |J A; este
icN

numdrabild.

Cu ajutorul acestei teoreme se poate demonstra cd multimea numerelor ratio-
nale este numarabila.

Teorema 4.18. Q este numdrabild.

4.2.3 Multimi de puterea continuului

Vom demonstra in cele ce urmeaza cd intervalul [0, 1] ,,are mai multe elemente"
decat Q, proprietate care nu este evidentd intuitiv, in sensul cd elementele lui Q
se pot numadra, iar elementele lui [0, 1] nu, desi este evident cd ambele multimi au
un numar infinit de elemente.

Teorema 4.19. Intervalul [0, 1] nu este o multime numdrabild.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca [0, 1] este o multime nu-
madrabild. Atunci

[0,1] = {x0,x1,x2,..., Xn, ...},

intervalul [0, 1] putandu-se pune sub forma unui sir cu termeni distincti.

Notam Iy = [0, 1] si impdrtim acest interval in subintervalele [0, %], [%, %], [%, 1]
de lungimi egale; fie I; un interval dintre acestea care nu-1 contine pe xo. Impar-
tim acum I; in trei subintervale de lungimi egale si fie I un interval dintre acestea
care nu-1 contine pe x;1. Proceddnd in mod inductiv, obtinem un sir de intervale

(IH)HZOI Iy = [an, byl by —an, = 3%, astfel ca
LhohLh2DhL...OL,D...

si I, nu contine xq, x1,...x,_1. Sirul de intervale (I,),>o este descrescdtor, cu
lungimea tinzand la 0, intersectia tuturor intervalelor fiind un punct.
Urmeaza cd () I, = {x}, iar cum x € [0,1], x = x,,, pentru ny € IN oarecare,
n>0

ceea ce este o contradictie, deoarece atunci x ¢ I, 11, decix & (N I,. [
n>0
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Vom nota cardinalul intervalului [0, 1] cu ¢ (puterea continuului) , intelegand ca
o multime cu cardinal ¢ ,, are mai multe elemente" decat o multime numarabilg,

de cardinal Xy. Cum

%, daca x =0,
f: [0/1]%(0/1)/ f(x): %_0_2, dacd x = %,Tl EN*
X, in rest

este bijectivd, urmeaza ca [0,1] si (0,1) au acelasi cardinal. Cu ajutorul unei con-
structii similare se poate demonstra ca [0,1] si [0, 1) au acelasi cardinal. Din con-
sideratiile enuntate anterior se deduce ca atat multimea R cat si toate intervalele
[a,b], (a,]), (—o0,b], (—o0, D), [a, ), (a,00) au acelasi cardinal c.

Din cele ce urmeazad se va observa cd numerele irationale, fiind in numar mai
mare decat cele rationale, sunt ,,responsabile” pentru faptul ca multimea nume-

relor reale nu este numarabila.
Corolar 4.19.1. Multimea I a numerelor irationale nu este numdrabil.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca I este numadrabild. Atunci,
deoarece R = Q U I, urmeaza ca R este numarabild, ca reuniunea unui numar fi-

nit de multimi numadrabile, contradictie. |

Aplicatii

4.1. Precizati interiorul urmdtoarelor multimi:

Ar=0DURSL A =[02U@51U{6); As=[2,0); As=[-oo,5]
As = QNI[L2; As = R\Q)N[2,3], A7 = {xeR;4<x<8};, Ag = R¥
Ag ={0,1,2,...,10}.

4.2. Precizati multimea derivatd si aderenta urmdtoarelor multimi:

As = QN(-L1); As = R\QNO2; A7 = {0,3,%,....7%5,..}; As =

3 4 1
{2341, }.

4.3. Fie A = [0,1) U (1,2] U {6}. Determinati A’, A, A, Fr A. Este A deschisi? Dar
inchisd sau compacta?
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4.4. Demonstratici A = |J <2.i+1, 2-i+3> este multime deschisd.
=0 i+17 i+1
i>

10
P A 2n+1 3n+5 ; Py o s
4.5. Demonstrati ci A = 'ﬂ [ P +2] este multime tnchisd.
1=

4.6. Precizati dacd urmatoarele mulfimi sunt dense in multimile precizate:

Ay =ZinBi=R;, Ap=NinB,=27;, A3;=1[0,11in B3 =[—-1,2], Ay =
Q" inBy=R; As=1{0,1,2,...,10}inBs =[0,10, A¢={0,3,%,.... 7%, .-}
in B¢ = [0, 1].

4.7. Precizati care dintre urmdtoarele multimi sunt numdrabile:
A1 =1[0,1)U@2,3];, Ay =2Z ={x;x=2kkecZ};, A3 =NxN;, Ay =
QxZ;, As=RxQ As=R", A;=Q"



