Capitolul 3

SERII NUMERICE

Date fiind numerele reale x, x1, . .., X;;, In numar finit, sumalor xg + x1 + ...+ x,
se poate calcula fara dificultate, dupd regulile uzuale. Extinderea notiunii de
sumd pentru multimi infinite de numere nu este insd la fel de imediata. Acest

lucru se poate observa incercand s se calculeze suma
T+ (D +14+(=D+...+1+ (-1 +...
(termenii sumei sunt, alternativ, 1 si —1). Gruparea in modul
A+EE1)+A+E1)+. A+ (1)) +. .,

in care suma termenilor din fiecare grup este 0, poate conduce la ideea ca valoarea
acestei sume este 0. De asemenea, gruparea in modul

1+(-D+D+ (D +D+...+ (=D +1D+...,

poate conduce la ideea ca valoarea acestei sume este 1; desigur, asocierea a doud
valori distincte pentru o aceeasi suma de numere reale reprezinta o situatie inac-
ceptabila. In special, din cele de mai sus se observa faptul ca in cazul adunarii
unui numar infinit de numere reale nu are neapdrat loc proprietatea de asociati-
vitate.

In lipsa proprietatii de asociativitate, singura posibilitate de calcul a unei sume
infinite rdmane de a aduna termenii din suma unul cate unul. In concluzie, pen-

tru a calcula o sumd de forma
Xo+X1+Xo+...+Xp+ ...

77
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vom determina

So=x0, S1=x0+x1, S2=x0+x1+x2...,
Sy =Xxo+x1+x2+...+xy,...

si vom incerca sd extragem informatii despre comportarea sirului (S;),>0, utili-
zand aceste informatii pentru determinarea sumei.

Numim atunci serie numerici de termen general x, (sau, mai simplu, serie de
termen general x,) cuplul ((x,)n>0,(Sn)n>0) format din sirul (x;),>0 al termenilor
seriei si sirul (S,),>0 al sumelor partiale, definit dupa regula

Sy =x0+x1+x24+...4+ x4

In aceastd situatie, x, se va numi si termenul de rang n sau indice n al seriei. Vom
nota o serie de termen general x,, prin

Xo+x1+x20+...+x,+...,

sau, sub forma prescurtatd, prin
(o]
>
n=0

Daca primii k termeni xg, x1, ..., Xx_1 nu sunt definiti, vom nota seria de termen
general x;, prin
X+ X1+ X2+ .+ X0+,

respectiv prin
(o]
Y
n=k

Notatiile de mai sus sugereaza si denumirea de ,sumd infinitd" pentru o serie,
desi, conform exemplului anterior, sumele infinite de numere reale nu au nea-
pdrat aceleasi proprietdti ca si sumele finite de numere reale, aceastd denumire
nefiind deci intrutotul justificata.

Serii convergente, serii divergente

o0
Spunem ca seria Z xy este convergentd dacd sirul sumelor partiale (5;),>0
n=0

[0,]
este convergent, respectiv cd seria Z x, este divergenti dacd sirul sumelor parti-
n=0
ale (S,)n>0 este divergent. Dacd sirul sumelor partiale (S;),>0 are limitd, atunci



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL 79

o0 [0,]

limS, = S € R se va numi suma seriei Z Xy. Seriilor Z x, pentru care sirul
n—oo
n=0 n=0

sumelor partiale (S;;),>0 nu are limitd nu li se asociazd nicio suma.

[e )
. . 1 .
Exemplu. Fie seria Z TR Termenul general al acestei serii este x;, = zln Sub
n=0

formad desfdsuratd, seria se poate scrie in modul urmator

1-|—1+1-|— -|-1+
sttt
Deoarece
n+1
I +1—1_<%) =2 <1>n
" 2 22 Tt ogn 1-1 - 2)
urmeaza ca
lim S, =2,
n—,oo

oo
deci seria Z on este convergentd, iar suma sa este 2.
n=0

o0
Exemplu. Fie seria Z n. Termenul general al acestei serii este x, = n. Sub
n=0
forma desfdsuratd, seria se poate scrie in modul urmator

0+1424+...+n+....

Deoarece (14 1)
n(n
Sy =04+14+2+...+n= —

urmeaza ca

llm Sn — +OO,

n—o00
deci seria Z n este divergentd, iar suma sa este +co.

n=0

(o]
Exemplu. Fie seria Z(—l)”. Termenul general al acestei serii este x, =
n=0
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(—1)". Sub forma desfasuratd, seria se poate scrie in modul urmator
1+-D+1+CD+...+1+(=1)+...
Deoarece
So=0+C)+A+C))+...+A+(-1)+1=1,
iar
S =A+EED)+A+ED)+.. A+ (1) +F A+ (1) =0,
urmeaza ca

lim S2n = 1, lim SZn—i—l = 0,
n—00 n—00

o0
deci nu existd lim S,. Atunci seria Z (—1)" este divergentd, suma sa nepu-
n—oo
n=0

tand fi definita.

In cele ce urmeazd, vom preciza conditii pentru a stabili dacd o serie data este
sau nu convergentd, acolo unde este posibil determindndu-se explicit si suma
seriei.

Sume calculabile exact

Seria i q"

n=0

Termenul general al acestei serii este x,, = g". Dacd q # 1, atunci

qn—l—l -1
Spn=x+x1+...4+x,=14g+...+49" = qT
in vreme ce dacd g =1, atunci S, = n + 1.
Urmeaza atunci cd seria Z q" este convergentd pentrug € (—1,1), cu lgn Sy =
n—0 n—oo

—— deoarece lgn q”+1 = 0 pentru g € (—1,1). In concluzie,
n o0

ad 1
"= _—— vpentrug € (—1,1).
:()q 1-¢ p q

n
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(]

De asemenea, pentru q = 1 seria Z q" este divergentd, deoarece lim (n + 1) =
n—oo
n=0
+o00, iar
[e9)
Y q" = 400, pentru g = 1.
n=0
Dacd g € (1,+00), atunci lim S, = 400, deoarece lim q”“ = -+oo pentru
n—o00 n—o00
[0,]
g € (1,00), iar Z q" este divergenta. In concluzie,
n=0

Y " 4" = 4o, pentrug € (1, +00).

n=0
Dacd g € (—oo, —1], atunci hm 0 5, U existd, deoarece lim g"™! nu exists pentru
n—00
[o°]
g € (—oo,—1], iar Z q" este divergentd, acestei serii neputandu-i-se asocia o
n=0

sumad.

Discutia de mai sus poate fi sistematizatd sub urmdtoarea forma prescurtata

nu este definitd, dacdg < —1

Y. 9" =11, daci g € (-1,1) -
=0
! 400, dacig > 1
1)n23n
Exemplu. Fie suma 2 —————. Atunci termenul general al acestei serii
971
n—=
este
w— CU20_(CDZ)T_ (L8
! 9" 9 9/’
de unde

Lo L) st

Serii telescopice

(o] oo
Fie seria ) _ x,,. Spunem ci seria ) _ x, este o serie telescopicii daci exista girul
n=0 n=0
(an)n>0, astfel ca

Xp = &y — &yy1 pentruoricen > 0,
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adicd existd un sir pentru care termenul general al seriei se poate scrie ca diferenta
a doi termeni consecutivi ai acestui sir, primul cu acelasi indice ca si indicele

termenului general al seriei. In aceastd situatie,

n
Sp=Y x¢=(ap—a)+ (@ —a)+...4 (an — dpi1)

=40 — Ap+41,

(o]
de unde seria Z x, este convergentd daca si numai daca (a,),>0 este convergent.
n=0
In aceasta ultima situatie,

o
; Xy = lim (a0 —ay41) = a0 — 1,

unde lima, = L.
n—oo

1
Exemplu. Fie seria Z m Atunci termenul general al sumei este

X Observam ca

— 1
T (n+D(n42)

) 1 -+ 11
"T i+ Dn+2)  mtD)m+2)  n+l nt2

n—Zxk <__%>+<%_%>+m+(nil_n—lkZ>

1
n+2’

de unde

iar

IR
= n+1Dm+2) noe n+2/)

1
ovVn+14+vn+2

Exemplu. Fie seria Z . Atunci termenul general al sumei
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este x,; = \/ﬁ+ Nk Observam ca

B 1 B Vn+2—+vn+1
CVn+1l4+vVn+2 (Wnt2+Vn+DWn+2—+n+1)
=vVn+2—+vn+1

de unde

Su= Y= (V2= VD) + (V3= V2) .o+ (VAT 2= T )
k=0

n+2-—1,

iar

(ee]

2 = lim(Vn+2—1) =

- \/n—|—1+\/n—i—2 n—co

Proprietiti generale ale seriilor
Eliminarea termenilor

In Capitolul 2, a fost observat ci adiugarea sau eliminarea unui numar finit
de termeni ai unui sir nu-i modifica acestuia proprietatea de a avea sau nu avea
limitd. Cum convergenta unei serii este definitd prin intermediul sirului sumelor
partiale, este natural ca nici eliminarea unui numadr finit de termeni ai unei se-

VHA

rii date sd nu modifice natura acesteia. Prin ,natura" intelegem aici proprietatea

1A

unei serii de a fi convergentd sau divergentd, iar prin serii ,,cu aceeasi naturd" in-
telegem doua serii care sunt ambele convergente sau ambele divergente.

o
Teorema 3.1. Fie Z Xpn 0 serie datd. Dacd se adaugd sau se elimind un numdr
n=0
finit de termeni, atunci seria obtinutd are aceeasi naturi cu seria initiald, putdndu-se

modifica in schimb suma sa, dacd seria este convergentd. Dacd suma seriei este +0o0

sau —oo, aceasta nu se modificd.

Comutativitate (Schimbarea ordinii termenilor)

Este cunoscut cd o sumad finitd are proprietatea de comutativitate, in sensul
cd valoarea sumei ramane aceeasi dupd orice schimbare a ordinii termenilor. Cu
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anumite precautii (schimbarea ordinii va afecta doar un numar finit de termeni),

aceastd proprietate ramane valabild si pentru serii.

(0]
Teorema 3.2. Fie Z Xy 0 serie datd. Dacd se schimbd ordinea unui numdr finit de
n=0
termeni, atunci seria obtinutd are aceeasi naturi cu seria inifiald si aceeasi sumd.

Proprietdti generale ale seriilor convergente

Asociativitate

(o)
S-a observat deja cd pentru cazul seriei divergente ) (—1)" asocierea terme-
n=0
nilor cu ajutorul parantezelor conduce la mai multe valori posibile ale sumei sale.

Totusi, se poate demonstra cd prin gruparea termenilor unei serii convergente cu
ajutorul parantezelor se obtine tot o serie convergentd, cu aceeasi suma ca si seria
initiala.

(o]
Teorema 3.3. Fie )  x, o serie convergentil. Asocierea termenilor sili cu ajutorul
n=0
parantezelor conduce la o serie convergentd, cu aceeasi sumd ca si seria initiald.

Restul de ordin p

(o)
Data fiind seria Z X, vom numi rest de ordin p al acesteia seria
n=0

(o)
Rp: Z Xn:xn+1+xn+2+...,
n=p+1
obtinutd din seria initiald prin eliminarea termenilor x, x1, ..., X, cu indici mai
mici sau egali cu p. Se observa atunci ca

[ee]

Z Xn = Sp+ Ry, pentruoricep >0,

n=0
unde (S;,),>0 este sirul sumelor partiale asociat seriei date. Din acest motiv, daca
seria datd este convergentd, atunci sirul sumelor partiale tinde la suma seriei,
iar sirul resturilor tinde la 0, conform formulei de mai sus. Mai precis, are loc

urmatorul rezultat.
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(e )
Teorema 3.4. Seria Z xy este convergentd daci gi numai daci Ry, restul de ordin
n=0

o0

p, este o serie convergentd pentru orice p € IN. In plus, daci Z Xy este convergentd,
n=0

atunci lim Ry, =0.
p—)oo

Criteriul de convergenta Cauchy

A fost deja demonstrat in Capitolul 2 ca un sir este convergent daca si numai
dacd este sir fundamental (Cauchy). De aici, o serie datd este convergenta daca si
numai daca sirul sumelor sale partiale este sir Cauchy. Acest lucru se reflecta in

urmatorul rezultat.

o (o)
Teorema 3.5. Fie 2 Xy 0 serie datd. Atunci Z Xy, este convergentd daci i numai
) n=0 ) n=0
dacd pentru orice e > 0 existd un rang n. € IN astfel incit

|Xp1 + Xpy2 + ...+ Xuqp| < € pentruoricen > n, giorice p > 0.

oo
Demonstratie. Fie (S,),>0 sirul sumelor partiale asociate seriei Z Xp. Atunci
n=0

Sutp — Sul = [Xpn41 + Xng2 + ... + Xnyp|, pentruoricen, p > 0.

o0
Cum Z x, este convergenta dacd si numai daca (S,),>0 este sir fundamental,
n=0
adicd daca si numai dacd pentru orice € > 0 existd un rang n, € IN astfel incat

|Snu+p — Su| < € pentru orice n > n, si orice p > 0,

rezultd concluzia. [ |

o
Divergenta seriei )  —
n=1

A fost demonstrat in Capitolul 2 ca sirul

1 1
(Suhnz1 %0 =145 4. 4~
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EIH

(0.0)
nu este sir Cauchy. Cum acesta este sirul sumelor partiale asociat seriei Z

urmeaza cd seria Z — este divergentd. Seria de mai sus se numeste si seria ar-

n=1
monicd, intrucat fiecare termen al seriei este media armonica a termenilor care-1
inconjoara, adica % = % pentru orice n > 1.
Tt
=T AT

Limita termenului general

o0 (0]
Teorema 3.6. Fie Y _ x, o serie datd. Daci Y x, este convergentd, atunci
n=0 n=0
lim x, = 0.
n—oo
(0]
Demonstratie. Fie Z X O serie convergentd, cu suma /. Deoarece
n=0
Xp = Sy — Sy—1 pentru orice n > 1,
iar lim S, = lim S,,_1 = [, urmeaza concluzia. |
n—oo n—

Se observa de aici ca dacd hm n Xx; N existd, sau existd gi nu este 0, atunci seria
data nu este convergentd. Se ob’gme deci urmdtorul rezultat.

[ee]

Corolar 3.6.1. Fie Z Xy o serie datd. Dacd lim x,, nu existd, sau existd si nu este 0,
n—oo
n=0

atunci seria datd este divergenti.

Exercitiu. Demonstrati cd urmatoarele serii sunt divergente:

o 21’1_|_57Z

%) 1 3n+% %)
1 (1 + —) ; ;03 /1.
)7; 2 ) 22114—1 +5n+1 )ng()\/_

Solutie. Putem calcula limita termenului general in fiecare dintre aceste cazuri.

Cum
3n+ 3nt+y

1 3Tl+% 1 2n T2m 3

n—oo n—oo
o0 3n+
. 1 .
seria Z <1 + — este divergentd. Se observa ca

2" 4 5" 5@+ 1
B e peran i L 52 1 5 £ 0,
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[o°] 27/[ 5”
deci seria Z +
n=0

ol 5arl este divergenta. De asemenea

lim /7 = 400 # 0,

n—o00

o0
deci si seria Z v/n este divergentd.

n=0
Se poate observa de asemenea faptul cd lim x, = 0 nu este o conditie su-
n—00
(o)
ficientd pentru convergenta seriei ) _ x, (fiind doar necesard). In acest sens, se
n=0

.1 P - .
poate observa cad lim — = 0, dar totusi seria ), % este divergenta.
n—ocomn n—1

Mairginirea sirului sumelor partiale

(0,°]
Teorema 3.7. Fie Z Xn 0 serie convergentd. Atunci sirul (S,),>0 al sumelor par-
n=0
tiale asociate seriei este mdrginit.

(o]
Demonstratie. Fie Z X, O serie convergentd si fie (S,), >0 sirul sumelor partiale

n=0
o

asociate seriei. Cum Z x, este convergentd, urmeaza cd (S;,), >0 este convergent,
n=0
iar cum orice sir convergent este marginit, urmeaza ca (S;),>o este marginit. W

Reciproc, dacd sirul sumelor partiale asociate unei serii date este nemarginit,
atunci seria este divergentd. Se obtine deci urmatorul rezultat.

o0
Corolar 3.7.1. Fie Z Xp 0 serie datdl si fie (Sy)n>0 sirul sumelor partiale asociate seriei.
n=0

(o]
Dacit (Sp)n>0 este nemdrginit, atunci seria Y | x, este divergentd.
n=0

o]
Exercitiu. Demonstrati ca seria Z ——— este divergenta.
n=0 V1

Solutie. Are loc estimarea

1 1
+——>n+1) —— =Vn+1.

1 1
Sp=—4=+—=+...
" V1ooV2 vn—+1 vn+1
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Cum 1211 vn+1 = +oo, urmeaza ca (S,),>0 este nemdrginit, si atunci seria
n—oo -

00 1 . 5

) | ——— este divergenti.

n=0 V1 +1

Operatii cu serii convergente

Intrucat, asa cum s-a mentionat anterior, convergenta unei serii se defineste
prin intermediul convergentei sirului sumelor sale partiale, se va observa cd pro-
prietatea unor serii de a fi convergente se pastreazd dupa efectuarea operatiilor
uzuale de sumad, diferentd si produs cu o constanta.

o0 (0]
Teorema 3.8. Fie Z Xp §1 Z Yn doud serii convergente de numere reale astfel ca
- - n=0 n=0 -
Y xu = Asi ) yn = B. Atunci seria sumi Y _ (xn + Yu) si seria produs cu o
n=0 n=0 n=0
0 ey
constantd 2 cxy, ¢ € R, sunt convergente. In plus, au loc relatiile
n=0
(0,9] (ee) (e9)
LY %+yn=) %+ ) yu=A+B;
n=0 n=0 n=0
o0 (0]
2. ) cxp=c)_ x,=cA
n=0 n=0

Demonstratia este imediatd, utilizdnd proprietdtile operatiilor cu siruri conver-

gente.

Serii cu termeni pozitivi, serii cu termeni negativi, serii alternante, serii cu

termeni oarecare

o0 oo
Fie ) x, o serie datd. Spunem c& ) x, este o serie cu termeni pozitivi dacd
toti ter;n:ezii sdi de la un indice incolo g;%t pozitivi, adicd existd N1 € IN astfel
oo
ca x; > 0 pentru orice n > Nj. Similar, spunem ca Z X, este o serie cu termeni
negativi daca toti termenii sdi de la un indice incolon:fmt negativi, adica exista

N, € N astfel cd x, < 0 pentru orice n > Nj.

o0
Seria Z X, se va numi serie cu termeni oarecare dacd are atat o infinitate de
n=0
termeni pozitivi, cat si o infinitate de termeni negativi. Un caz particular de serii
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o0

cu termeni oarecare sunt seriile alternante. O serie Z X, se va numi alternantd
n=0

dacd termenii sdi sunt alternativ pozitivi si negativi de la un rang incolo, adica

existd N3 € IN pentru care x, = (—1)"a, pentru orice n > N3, unde (a,),>0 este

un sir de termeni nenuli cu semn constant. In concluzie, pentru o serie alternanta
[o°]

Z xn, fie x, = (—1)"a, pentru orice n > Nj, fie x, = (—1)**1g, pentru orice
n=0
n > N3, unde (4,),>0 este un sir cu termeni strict pozitivi.

In cele ce urmeazs, conform faptului ci eliminarea unui numar finit de ter-
meni ai seriei nu modificd natura acesteia, vom presupune acolo unde este nece-
sar cd proprietatea de pozitivitate (respectiv negativitate, alternantd) are loc ince-
pand cu primul termen al seriei. De asemenea, intrucat inmultirea cu un numar
negativ nu modifica natura unei serii, seriile cu termeni negativi nu vor fi tratate
separat, rezultate privind convergenta acestora putand fi deduse cu usurintd din

rezultatele corespunzatoare privind convergenta seriilor cu termeni pozitivi.

3.1 Serii cu termeni pozitivi

Monotonia sirului sumelor partiale

oo
Fie Z Xy O serie cu termeni pozitivi. Deoarece
n=0

Snt1—Sn = xp41 >0,

urmeaza cd sirul sumelor partiale (S,,),>0 este monoton crescdtor. Acest lucru are
consecinte importante asupra convergentei unei serii cu termeni pozitivi, deoa-
rece dacd (S;),>0 este monoton, o conditie necesara si suficientd pentru conver-
genta sa este ca el sd fie mdrginit superior. Obtinem deci urmatorul criteriu de
convergentd pentru serii cu termeni pozitivi.

(o] o

Teorema 3.9. Fie Z Xn 0 serie cu termeni pozitivi. Atunci Z Xy este convergenti
n=0 n=0

dacd si numai dacd sirul (S,)n>0 al sumelor partiale asociate seriei este mdrginit

superior.
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o o

In plus, daca Z xn este o serie cu termeni pozitivi cu Z x, = A, atundi,
n=0 n=0

deoarece (S;),>0 tinde monoton crescator catre limita sa A, urmeaza cd S, < A

pentru orice n > 0.

(o]
Exemplu. Fie seria Z:l —. Deoarece
n=

IA
|

1
2 nam=1) n-1 n pentru orice n > 2,

urmeaza ca

S —l+l+ l<l+1_1+1_1+ + 1 _1
T2 T2 2 =12 01 22 3 7 T n—1 n
:1+1—1§2,
n

(o]
iar sirul (S;),>1 al sumelor partiale este marginit superior, deci seria Z —
= n
n=1

este convergenta.

De asemenea, se poate observa cd pentru serii cu termeni pozitivi are loc pro-
prietatea de comutativitate, in care de aceastd datd se pot schimba locurile unui

numadr infinit de termeni.

o0

Teorema 3.10. Fie Z Xn 0 serie convergentd cu termeni pozitivi. Dacd se schimbdi

n=0
o

ordinea unor termeni din serie (chiar in numdr infinit), seria Z Yn astfel obtinutd
n=0
este convergentd si are aceeagi sumi.

3.1.1 Criteriul de condensare

Un criteriu util pentru stabilirea, intre altele, a convergentei asa-numitei serii ar-
monice generalizate, care va fi folositd ca termen de comparatie pentru alte serii,
este urmdatorul rezultat, numit criteriul de condensare.

Teorema 3.11. Fie (x,,),>0 un sir monoton descrescitor cu termeni pozitivi. Atunci



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL 91

o o
seriile Y xy i Yy 2" xon au aceeasi naturi.
n=0 n=0

oo
Exercitiu. Studiati convergenta seriei Z

= nlnn

Solutie. Deoarece (x,,);>2: X = (

> este un sir monoton descrescator de
nlnn/, <,

1

o
numere strict pozitive, urmeaza conform criteriului de condensare ca Z i
nlnn

n=2

R 1 © . ] o
si n\é:z o o = ,E 7 Au aceeasi naturd. Cum ng

este divergentd,

nin?2

o0
tiind seria armonicd multiplicatd cu o constantd, urmeaza cd si Z
n=2

este

nlnn
divergenta.

(o]
Convergenta seriei ) _

n=1 nb

oo
Dacd p < 0, atunci lim -3, = oo, iar seria Z — este divergentd, intrucat
n—yoo n=1 np

termenul sdu general nu tinde la 0. Similar, pentru p = 0, lim -3, = lim1 = 1,
n—oo’ n—oo
o0
deci seria Z — este de asemenea divergenta.
—n
n=1 o0 [0,] 1
Fie acum p > 0. Conform criteriului de condensare, seriile )~ —si )~ 2"
p . 7 n_l p § n_l (Zn)p

au aceeasi naturda. Cum

(o] " 1 _OO 1 _OO 1 n
nzzlz (zn)p—ZW—Z<2p—_1) /

n=1 n=1

w1
lar -1
[o°]
Z — este divergenta pentru p € (0, 1], respectiv convergenta pentru p > 1.

n
n=1

Discutia de mai sus poate fi sistematizata sub urmatoarea forma prescurtata

> 1 pentru p € (0,1], respectiv 2?’%1 < 1pentru p > 1, urmeaza ca seria

| divergentd, dacdp <1

Y. — este

n=1 convergentd, dacdp >1
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[0,9] o0
Reprezentand o forma mai generald a seriei Z —, seria Z — se mai numeste si
) . ) n=1" n=1""
seria armonicd generalizatd.

3.1.2 Criterii de comparatie

In cele ce urmeaza vom prezenta un set de criterii care permit analiza convergen-
tei sau divergentei unei serii cu termeni pozitivi date prin stabilirea unei relatii
intre termenii seriei si termenii unei alte serii a carei natura este cunoscuta (dese-
ori cu seria armonicd generalizatd). Revenind la faptul cd, pentru serii cu termeni
pozitivi, convergenta acestora este echivalenta cu nemarginirea sirului sumelor
partiale, interpretarea urmatorului rezultat este imediata: o serie ai cdrei termeni
sunt mai mari decat termenii unei serii ,nemarginite" (i.e., divergente) date este
de asemenea ,nemadrginita" (i.e., divergentd), in vreme ce o serie ai cdrei termeni
sunt mai mici decat termenii unei serii ,marginite" (i.e., convergente) date este de

asemenea ,madrginitd" (i.e., convergentd).

(o] (o]
Teorema 3.12. Fie Y x, i Y yn doud serii cu termeni pozitivi. Daci existi N €
n=0 n=0

N astfel ca
xn <yn pentruoricen > N,

atunci au loc urmdtoarele proprietati.

[ee] (0]
1. Dacii Yy, este convergentd, atunci si Y _ x, este convergentd.
n=0 n=0

(e) (e9)
2. Daci Z Xn este divergentd, atunci gi Z Yn este divergentd.
n=0 n=0

o0
Date fiind c € (0, c0) si o serie cu termeni pozitivi Z Zu, Se observa cd seriile
n=0

(o] o0

Z Zn i Z €z au aceeasi naturd. In aceste conditii, se poate obtine usor urma-
n=0 n=0
torul corolar al teoremei de mai sus, numit criteriul de comparatie cu inegalititi.

o0 [e0]
Corolar 3.12.1. Fie Y x, §i Yy, doud serii cu termeni pozitivi i fie ¢ € (0, 00). Daci
n=0 n=0
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existdi N € IN astfel ca
xn < cyy pentru oricen > N, (3.1)

atunci au loc urmidtoarele proprietiti.

(0] (o]
1. Dacii Y | yy este convergenti, atunci si ) | x, este convergentd.
n=0 n=0

o0 [e)
2. Dacdi Z xn este divergentd, atunci si Z Yy este divergentd.
n=0 n=0

Exercitiu Studia’gi convergenta urmadtoarelor serii:
1 = n+1 1
1) 2)) ———— 3 ), ——— b)), —F—
Liw L gy YL O L

1
T

Solutie. 1) Deoarece -

L e 1
seria Z
—on+ n

2) Deoarece

iar seria Z 2— este Convergenta urmeaza ca
n=0

este de asemenea convergenta.

1 1
W < \/ﬁ = 2’ iar seria ;;1 2 este convergenta,
urmeazi ca seria
L
1 > ntl ! iar seria ) | 1
\/n4 NCESE SN nfo”"‘l
n+1

(este acelasi lucru cu seria divergenta E —), urmeaza ca seria E Wi este
n n _|_
n=1 n=0

este de asemenea convergenta.

3) Deoarece

este divergenta

divergenta.
4) Deoarece n < 2" pentru orice n > 2, urmeaza ca {’/ﬁ < 2pentruoricen > 2,
[e )

deci

> == pentru orice n > 2. Cum seria Z — este divergentd, urmeazd

n\/_ - - =n

< 1 , N
ca si seria Z este divergenta.
= nyn

Informatii despre indeplinirea relatiei (3.1), necesard pentru utilizarea crite-

riului de comparatie, se pot obtine studiind comportarea raportului Y
n

In acest sens, sd presupunem cd y,, > 0 pentru orice n > 0. Conform Teore-

mei 2.36, dacd lim sup ’y‘—z = L < oo, iar € > 0, atunci existd un rang n}: € IN astfel
n—oo
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ca ’y‘—z < L + e pentru orice n > ng. Se obtine ca

xp < (L+¢)y, pentruoricen > nl.

Similar, dacd linL inf ;—” =1 > 0,iar ¢ € (0,]), atunci existd un rang ng €N
n [ee) n

astfel ca ;—Z > | — & pentru orice n > n2. De aici,
X, > (I —¢e)y, pentruorice n > n2.

Putem atunci obtine urmatorul rezultat, numit criteriul de comparatie cu limite

extreme.
(o] (0]
Corolar 3.12.2. Fie Y _ x, o serie cu termeni pozitivi §i Y _ yy 0 serie cu termeni strict
. n=0 n=0
pozitivl.
(o] (o)
- X, : y .
1. Daci limsup j* = L < oo, iar ) yn este convergentd, atunci si ) _ xu este
n—»00 n=0 n=0
convergentd.
(o] 0]
2. Daci liminf* =1 > 0, iar Z Yn este divergentd, atunci si Z X, este diver-
n—soco Yn
n=0 n=0
gentd.
(o]
Demonstratie. 1) Concluzia se obtine deoarece Z Yn este convergentd si exista
n=0

un rang n} € N astfel ca

xp < (L+¢)y, pentruoricen > nl.

(e
2) Concluzia se obtine deoarece Z yn este divergentd si exists un rang n2 € IN
n=0
astfel ca

X, > (I — &)y, pentru orice n > n2.

A, A e g X = U . X
In situatia in care existd lim —= = | € R, existd si liminf ==, lim sup 2 In
n—)ooyn n—o00 yn n—s00 yl’l
plus, au loc egalitatile

liminfﬁ = limsup Tn _ l.
n—oo Yy n—oo  Yn

Corolarul de mai sus se poate particulariza atunci sub forma urmatoare, numita
si criteriul de comparatie cu limitd.
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o0

Corolar 3.12.3. Fie Z Xn 0 serie cu termeni pozitivi i Z Yn 0 serie cu termeni strict
n=0 n=0
pozitivi astfel incat existd lim X = | € R. Au loc urmiitoarele proprietiti:

n—ooJn
[e0]

[o°]
1. Dacil < oo, iar Z Yy este convergentd, atunci gi Z Xy este convergentd
n=0

n=0

[e0]

(o]
2. Dacil > 0, iar 2 Yn este divergentd, atunci si Z x, este divergenti
n=0

n=0
o0

3. Dacil € (0,00), atunci seriile Z Xy S1 Z Y au aceeagi naturd
n=0 n=0
1 1

-1

zand comportarea ,aproximativd" a termenului general al ser1e1 de studiat. De
= 1
este utild comparatia cu

In multe situatii, un bun termen de comparatie este seria Z p7 p preci-
exemplu, in studiul convergentei seriei
P gent Z nd—2n+1
n=0
are comportarea ,aproximativa" a lui 3 pentrun —

este utild comparatia cu

i i Intrucat ;
= n—2n+1

, iar in studiul convergentei seriei Z
(e8]
Z Z mtrucét
nz\/— =in nz\/ﬁ —n
1

nz\/ﬁ —n+
are comportarea ,aproximativa" a

n=1
nz\/_ ny/n’
Exemplu Studia’gi convergenta seriilor:
> n+2 > 1
1 —_— 3 —
)Z 3+n )Zn2+6n+11 )n;()n—i— n?+1
> 1
4)
Lis ittt
: — 1 = 1 :
Solutie. 1) Vom compara seria datd cu seria Z —_— = Z — . Se obtine ca
n=1 nd n=1MNn2
1
=1€(0,0),
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o0 oo
de unde seriile Z Z au aceeasi naturd. Cum cea din urma este

nlvn3+n n=1

convergentd, fiind o serie armonica generalizaté cup = % > 1, urmeaza ca si
[o°]

Z ——— este convergenta.
nd+n
> 1
2) Vom compara seria datd cu seria Z — = 2 —. Se obtine ca
n=1 n? n=1 n

n+2 2
lim 22en+1l M: imH—5:1g(ooo)
n—co % n—oon? +6n + 11 naoo1_|_%_|_711_% et
de unde seriile Z nt? Z 1 au aceeasi naturd. Cum cea din urma
n2 +6n+11 gl — n 2
este divergentd, fiind o serie armonicd, urmeaza ca si Z n—+2 este diver-
5 ¥ L7 6n 11
genta.
3) Vom compara seria datd cu seria ) | ——. Se obtine c4
n=1
,/7 2
lim 2V — i ———— = lim———— =1 € (0,»),

n—»00 % ”—>°°n—|—«/n2 n—)ool+ /1_{_%

o0

de unde seriile §
nzo n+ v n2 Z

este divergentd, fiind seria armomca multlplicaté cu o constantd, urmeazd ca si
(0]

1
,E)n-l—\/nz-l—l

4) Este deja cunoscut cd lim (1 + % +...+ % —1In n) =c € (0,1). De aici,
n—00

au aceeasi naturd. Cum cea din urma

este divergentd.

1+%+...~|—%—lnn

lim =0,
n—00 lnn
iar
. |
R T ) nn 1
lim — 5+ = lim - —— T~ i LSO
n o0 —_ o] = = . AT e T —
nn n 1+2++n 1_|_llm21—”nn
n—00 nn
ad 1

de unde seriile
nzl 1+34...+2 ¥

<ﬁ> ., este un sir monoton descrescator de numere strict pozitive, urmeaza
n>

Z g 2% aceeasi naturd. Deoarece (x;),>0:
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1 &1
12”_7;2n1n2

conform criteriului de condensare ca Z —si Z
Inn
n=2
n o o n 1
easi naturd. Deoarece n < 2" pentru orice n 2 2, urmeaza cd 2 s 2 o

. . 1 . N .
deci termenul general al seriei Z 2" —— nu tinde la 0, aceasta fiind in concluzie

= nin2
= 1
divergentd. Urmeaza ca si Z T este divergentd.
P Y + +. "

Vom preciza in cele ce urmeaza un alt criteriu, numit si criteriul de comparatie
cu rapoarte, prin care convergenta sau divergenta unei serii se poate stabili prin
intermediul comparatiei cu o serie a cdrei naturd este cunoscutd, ce poate fi dedus
cu ajutorul Corolarului 3.12.1.

(e 2] (ee]
Teorema 3.13. Fie Z Xp §i Z Yn doud serii cu termeni strict pozitivi. Dacd existi
n=0 n=0
N € NN astfel ca

x ,
el Yot pentru oricen > N, (3.2)
Xn Yn
atunci au loc urmdtoarele proprietiti.
(o] (e°]
1. Daci Z Yn este convergentd, atunci gi Z Xp este convergenti.
n=0 n=0

(ee] (e e]
2. Dacdi Z Xn este divergentd, atunci gi Z Yn este divergentd.
n=0 n=0

Demonstratie. Cu ajutorul (3.2) se deduce ca

x X .
ntl o 2n pentru orice n > N,
Yn+1 Yn
de unde
x x Xy x ,
il oo o mnel o < 2N pentru orice n > N.
Yn+1 Yn Yn—1 YN

. XN % x
Cu notatia — = ¢, urmeaza ca
YN

X .
% <c pentruoricen > N,

Yn

de unde concluzia urmeaza conform Corolarului 3.12.1. [ |
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3.1.3 Criterii ale radicalului

Un dezavantaj al criteriilor de comparatie este ca utilizarea acestora necesita con-
structia unor serii ajutatoare, alegerea acestora din urma nefiind totdeauna ime-
diatd. Urmadtorul criteriu, numit si criteriul radicalului cu inegalititi, este utilizat
indeosebi pentru studierea convergentei unor serii pentru care termenul gene-

ral contine puterea de ordin # a unui alt sir si nu necesitd constructia unei serii

ajutatoare.
(09)
Teorema 3.14. Fie Z X 0 serie cu termeni pozitivi. Au loc atunci urmdtoarele
. . n:0
proprietiti:

1. Daci existdi g < 1si N € N astfel ca

Vxn < g pentruoricen > N,

(e o]
atunci Z Xy este convergentd.
n=0

2. Daci
/xy > 1 pentru o infinitate de valori ale lui n,

[oe]

atunci Z X, este divergenti.
n=0

Demonstratie. 1. Daca

Vxn <q pentruoricen > N,

urmeaza ca
x, <q" pentruoricen > N,
e 9] e 9]
. n o . [} . ~
lar cum Z g" este convergentd se obtine ca si Z Xy, este convergenta.
n=0 n=0
2. Deoarece

{/x, > 1 pentru o infinitate de valori ale lui 7,

se obtine cd x, > 1 pentru o infinitate de valori ale lui n, deci sirul termenilor

(o)
generali (x;),>0 nu este convergent la 0, iar seria Z xn este divergenta. |
n=0
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Se poate obtine atunci urmatorul criteriu al radicalului cu limite extreme.

o0
Teorema 3.15. Fie Z Xy, 0 serie cu termeni strict pozitivi. Au loc atunci urmdtoa-
. . n=0
rele proprietiti:

(0]
1. Dacii lim sup {/x, < 1, atunci Y _ x, este convergent.
n—0o0 n=0

(o]
2. Dacd limsup /x,, > 1, atunci Z xy, este divergentd.

n—oo n=0
o0
3. Daci limsup {/x, = 1, atunci natura seriei Z Xy, nu poate fi precizatd cu
n—00 n=0
ajutorul criteriului radicalului cu limite extreme (spunem ci este un caz de
dubiu).
In situatia in care existd lim {/x, = € R, exista si lim sup /xy, iar
n—00 H—300
limsup /x, = L.
n—o00

Teorema de mai sus se poate particulariza atunci sub forma urmatoare, numita si
criteriul radicalului cu limitd.

[e0]

Corolar 3.15.1. Fie Z Xp 0 serie cu termeni pozitivi astfel incit existi
n=0
lim ¥/x, =1 € R.

n—o00

Au loc urmdtoarele proprietiti:

o
1. Dacil < 1, atunci Z Xy este convergentd.
n=0

(0]
2. Dacil > 1, atunci Z xy este divergentd.
n=0
3. Daci |l =1, atunci natura seriei 2 X hu poate fi precizatd cu ajutorul criteriului

n=0
radicalului cu limitd.
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. . & (322 —1)"
Exercitiu. Studiati convergenta seriei nz_o (m) .

3n2 +2n—1

n
m) . Urmeaza ca

Solutie. 1) Termenul general al seriei este x, = (

</<3n2+2n—1>”_, 32 4om—1 . n2(3+2-1)

2n?2 +3n+1 it

im /% = 1i = —— =
1M/ Xn m nglc}ozn2+3n+1 n—004,2 (24—%4‘%)
n

n—o0 n—o0

3
==->1
2>

e (3712—1—211—1

n
deci seria ————— | este divergenta.
;;) 2n2+3n+1> vergenta

" . . e (an+1
Exercitiu. Discutati natura seriei Z ( i—Z
n

n
) ,undea > 0.
n=0
an +1

n+2

(an+1>”_hman+1 ”(”"‘%)_

n—+2 n—oco 1+ 2 n1—I>I<>lon<1_|_%>

n
Solutie. Termenul general al seriei este x,, = < ) . Urmeaza ca

lim /x, = lim ¢

n—o0 n—o0

X lan+1
De aici, (
ea1c1nZ: —

=0
a> 1.
n .
Dacd a = 1, urmeazd ca x,, = (”—H) , deci

n ~(n+2)] ~ ez
lim x,, = lim (n—l—l) = lim [(1— 1 ) ] :e_lzl.

n
) este convergentd daca a € (0, 1), respectiv divergenta daca

n—o00 n—oo \ 11 + 2

. (n+1\" .
Urmeazad cd (x,),>0 nu este convergent la 0, iar 2 <n——|—2> este divergentd.

n=0

3.1.4 Criterii ale raportului

Un alt criteriu util pentru studiul convergentei unor serii cu termeni pozitivi, in
special a acelora pentru care termenul general contine produse, este criteriul ra-
portului cu inegalititi, indicat mai jos. De asemenea, acesta nu necesita constructia
unei serii ajutdtoare.
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(0.9)
Teorema 3.16. Fie Z Xy 0 serie cu termeni strict pozitivi. Au loc atunci urmdtoa-
) ; n=0
rele proprietiti:

1. Dacdi existd q < 1si N € IN astfel ca

Xn+1 g
"Ll < g pentruoricen > N,
Xn
(ee]
atunci Y | x, este convergentd.
n=0

2. Daci existi N € IN astfel ca

Xn+1 >1
Xn o

pentru oricen > N,

(0]
atunci Y _ x, este divergentil.
n=0

Demonstratie. 1. Deoarece

x .
Zntl < g pentruoricen > N,

Xn

urmeaza ca "
Xn+1 n .
il < 7 pentru orice n > N,
X5 q"r
oo
iar deoarece ) | g" este convergentd, se obtine cu ajutorul Teoremei 3.13 (criteriul

n=0

o0
de comparatie cu rapoarte) ca si seria Z xp este convergenta.
n=0
2. Se observa ca

Xpi1 1n+l

X, — 17

pentru oricen > N,

o0
iar cum seria Z 1" este divergentd, se obtine cu ajutorul Teoremei 3.13 (criteriul
n=0

o0
de comparatie cu rapoarte) ca si seria Z x, este divergenta. |
n=0
Se poate obtine atunci urmatorul criteriu al raportului cu limite extreme.
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(0.9)
Teorema 3.17. Fie Z Xy 0 serie cu termeni strict pozitivi. Au loc atunci urmdtoa-
) ; n=0
rele proprietiti.
Xn+1 >
1. Daci limsup ~== < 1, atunci Y _ x, este convergentd.
n—o00 Xn n=0
Xpn+1 >
2. Dacid liminf ~2 > 1, atunci Y | xy este divergent.
n—o Xy =
n=0
Xn+1 Xn+1 -
3. Daci lim sup e > 1 > liminf e , atunci natura seriei E Xn hu poate
n—oo  Xn n—oo  Xp =0
fi precizati cu ajutorul criteriului raportului cu limite extreme.

&, A e 1 X = VR 4 X
In situatia in care exista lim ~t1 = | € R, exist4 si lim inf =1 il

, lim sup
n—oo Xy n—co Xy

A n—oo  Xn
In plus, au loc egalitdtile

. . X X
lim inf 2241 ntl g,

n—o Xy

= limsup
n—oo  Xn

Corolarul de mai sus se poate particulariza atunci sub forma urmatoare, numitd

si criteriul raportului cu limitd.

[e¢]

Corolar 3.17.1. Fie 2 Xy 0 serie cu termeni strict pozitivi astfel incdt existd
n=0

lim 2 — 1 e R.

n—oo Xy
Au loc urmdtoarele proprietiti:
(o]
1. Dacil < 1, atunci Z Xy este convergent.
n=0

[e0]
2. Dacil > 1, atunci Z x, este divergentd.

n=0

o0
3. Daci l = 1, atunci natura seriei 2 Xy, nu poate fi precizatd cu ajutorul criteriului
. . . nZO
raportului cu limitd.
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Exercitiu. Studiati convergenta seriilor
>, 2"n! > 2-5-8...8n+2
DY~ D135 E2n+1;'
n=0 n=0 T

nyl
. . . n: < x
Solutie. 1) Termenul general al seriei este x, = — —. Urmeazd cd
n
2”+1(1’l+1)!
. Xp41 . (n+1)nt1 . 2”*1(11 +1)! n" 3 2
n—o Xy n—eo L n—oo (n+1) n! n—00 (1 + ﬁ)
2
=-<1,
e
. 2™l
deci seria Z — este convergentd.
n
n=0

Urmeaza ca

2) Termenul general al seriei este x, = 3 '5-8...8n+2)

3-5...2n+1)

25-8...(3n+2)(31+5)

. Xn+1 . 1.35.2n+1)(2n+3
i e
o 2°5°8...Bn+2)Bn+5) 1-3:5...2n+1)
n—seol-3-5...2n+1)2n+3) 2-5-8...(3n+2)
~ lim 3n+5 _ 3 -1
n—se2n+3 27
deci seria ’;) i g ? SZ i i; este divergenta.

In ceea ce priveste relatia intre domeniile de aplicabilitate ale criteriilor rapor-
tului si radicalului, sd notam cd daca (x;),>o este un sir cu termeni strict pozitivi
atunci, asa cum reiese din Teorema 2.40, are loc inegalitatea

.. X .. . . X
lim inf 271 < liminf {/x, < limsup {/x, < limsup oy
n—o00

n—oo Xy n—00 n—s00 Xn

< s e o < 1: X . .1 . o
Se observd de aici cd dacd limsup 22 < 1 atuncdi si limsup /x, < 1, iar daca
Xn ’
n—oo n—oo

. . X e e 1. .. o ~ ..
liminf %= > 1, atunci si limsup {/x, > 1. De aici, dacd sunt indeplinite con-
n—o0
n—o00

ditiile pentru aplicarea criteriului raportului cu limite extreme, atunci sunt in-
deplinite si conditiile pentru aplicarea criteriului radicalului cu limite extreme,

obtindndu-se acelasi rezultate. De asemenea, daca existd limita lim %, atunci
n—soco *n
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existd si limita nlgrolo {/xy existd si are aceeasi valoare, deci daca sunt indeplinite
conditiile pentru aplicarea criteriului raportului cu limitd, atunci sunt indeplinite
si conditiile pentru aplicarea criteriului radicalului cu limitd, obtinandu-se acelasi
rezultat.

In plus, exista situatii in care criteriile raportului nu sunt aplicabile, fiind apli-
cabile in schimb criterii ale radicalului. Un exemplu in acest sens este seria cu

1)" 24 (—1)"
termeni pozitivi Z%) % Deoarece termenul general este x;,, = %,
e
2 -1 n+1 1
urmeaza cd Intl _ +(=1) - —, de unde
Xn 24 (=1 2
. Xp41 3 . . Xn+1 1
limsup—— == >1, liminf—— =—- <1,
n—oo  Xn 2 n—oo X 6

C . . . Ny .1 3
deci criteriul raportului cu limite extreme nu este aplicabil. Totusi, — < x, < —,
n n

3 : e .
de unde < Yxy, < — \/— ,lar lim /x;, = % < 1, conform criteriului clestelui. De
n—oo
aici, cr1ter1ul radlcalulul cu limitd (si de fapt si cel cu limite extreme) este aplica-

(— )"
bil, iar seria Z

n=0
sus-mentionatele criterii ale radicalului au o arie de aplicabilitate mai larga decat

este convergentd. Se poate deci concluziona faptul cd

criteriile corespunzatoare ale raportului.

3.1.5 Criteriul Raabe-Duhamel

Diversele variante are criteriului Raabe-Duhamel, mentionate in cele ce urmeaza,
sunt in general utilizate atunci cand aplicarea criteriul raportului conduce la un
caz de dubiu. Vom prezenta mai intai criteriul Raabe-Duhamel cu inegalititi; a se

remarca faptul cd utilizarea raportului inversat ( xxil p
n

in contrast cu raportul x;;_:l
utilizat in cadrul criteriului raportului) conduce la obtinerea unor situatii inverse
de convergenta fata de cele obtinute in criteriul raportului, respectiv ,> g > 1"
pentru convergentd (in loc de ,< g < 1" pentru criteriul raportului) si ,< 1"
pentru divergenta (in loc de ,,> 1" pentru criteriul raportului).

(0]
Teorema 3.18. Fie 2 Xy 0 serie cu termeni strict pozitivi. Au loc atunci urmdtoa-
. . n=0
rele proprietiti:
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1. Dacd existdi g > 1si N € N astfel ca

X .
n ( T 1) >q pentruoricen > N,
Xn+1

(e9)
atunci Y | x, este convergentil.
n=0

2. Daci existi N € IN astfel ca

n ( N 1) <1 pentruoricen > N,

atunci Y x, este divergentil.
n=0

Se poate obtine atunci urmadtorul criteriu Raabe-Duhamel cu limite extreme.

(0.9)

Teorema 3.19. Fie Z Xy 0 serie cu termeni strict pozitivi. Au loc atunci urmdtoa-

) ; n=0
rele proprietiti:

(0]
9 T & Xn : .
1. Dacd liminfn ( — 1) > 1, atunci Y _ x, este convergenti.
e Xn+1 n=0

Xn

(o0}
— 1) < 1, atunci Z Xy este divergentd.

2. Daci limsupn (
Xn+1 n=0

n—00

3. Daca limsupn< i —1) >1 > liminfn( o —1), atunci natura

n—00 Xn+1 B=ee Xn41
(2]
seriei Y | x, nu poate fi precizatd cu ajutorul criteriului Raabe-Duhamel cu
n=0

limite extreme.

Xn

In situatia in care existd limita lim n < — 1) = | € R, existi si limitele

liminfn ( o 1), lim sup n ( o 1). In plus, au loc egalitatile

=00 Xn41 n—00 Xn+1

hminfn( An —1) zlimsupn( An —1) =]

=00 Xn+1 n—s00 Xn+1
Corolarul de mai sus se poate particulariza atunci sub forma urmatoare, numita
si criteriul Raabe-Duhamel cu limitd.
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[e9)
Corolar 3.19.1. Fie Z Xn 0 Serie cu termeni strict pozitivi astfel incdt existi

n=0

limn< An —1>:l€ﬁ.

N

Au loc urmitoarele proprietiti:

o0

1. Dacil > 1, atunci Z Xy este convergentd.
n=0

[e9)
2. Dacidl < 1, atunci Z xn este divergentd.
n=0
o0
3. Daci | =1, atunci natura seriei Z X hu poate fi precizatd cu ajutorul criteriului
n=0
Raabe-Duhamel cu limiti.

o0

Exercitiu. Demonstrati cd seria armonica generalizatd E — este conver-
n
n=0
genta pentru p > 1, respectiv divergentd pentru p < 1.

. . 1
Solutie. Termenul general al seriei este x,, = —- Urmeazd cd
n

p 1+1)" -1
s (1) = g (141 1) = U
n ES
n

n—o0 Xn+1 n—00 n—o00

Concluzia urmeazd atunci conform criteriului Raabe-Duhamel cu limita.

o . . &1-3-5-...-2n—1)
E . Stud .
xercitiu. Studiafi convergenta seriei 1; 4.6 o
1-3-5-...2n—1
Solutie. Termenul general al seriei este x,, = 216 2n > ), de unde
1-3-5-....(2n—1)-(2n+1)
Xn+1 =~ 246-...2n-(2n+2)
X, - 1.3-5-....(2n—1)
2:4-6-...2n
_1-3-5-...~(2n—1)-(2n+1) 2:-4-6-...-2n
2:4-6-...-2n-(2n+2) 1-3-5-...-2n—1)

_2n+1
C2n+2
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VY . X . . . . .
Urmeaza cd lim =2+ = 1, deci aplicarea criteriul raportului conduce la un caz de
n—oo n

dubiu. Atunci

, Xn . 2n+2 )_ . n 1
,}gr.}o"<xnﬂ—1>—,}£&"(zn+1—1 =12 b

deci seria datd este divergenta.

3.2 Serii cu termeni oarecare

Comparativ cu situatia seriilor cu termenilor pozitivi, pentru care studiul conver-
gentei se reduce la studiul marginirii sirului sumelor partiale, deoarece monoto-
nia acestuia este asiguratd a priori, situatia seriilor cu termeni oarecare este mult
mai complicatd, intrucat aceasta cale de abordare se pierde, sirul sumelor partiale
nemaifiind monoton. In concluzie, nici criteriile de convergentd obtinute anterior
(criteriile de comparatie, ale raportului si radicalului, 5. a. m. d.) nu mai sunt
valabile.

Principala strategie de demonstrare a convergentei seriilor cu termeni oare-
care va fi acum scrierea termenului general ca un produs de doi factori, construi-
rea seriei care are ca termen general unul din factori si a sirului care are ca termen
general pe cel de-al doilea factor si determinarea unor proprietati de convergentd,
monotonie si mdrginire pentru acestea care vor conduce la convergenta seriei ini-
tiale. In situatia in care seria care are ca termen general modululul termenului
general al seriei initiale este convergentd, convergenta seriei initiale se va obtine
din convergenta acesteia din urmad; desigur, convergenta celei de-a doua serii este
mult mai simplu de obtinut, fiind vorba despre o serie cu termeni pozitivi. In fine,
pentru cazul particular al seriilor alternante, convergenta acestora se poate obtine
demonstrand monotonia sirului obtinut prin eliminarea factorului alternant.

3.2.1 Criteriul lui Dirichlet

(]
In situatia in care Z X, este o serie nu neapdrat convergentd, dar cu sirul su-
n=0
melor partiale marginit, inmultirea termenului general x,, cu termenul general y,,

al unui sir cu valori ,,mici" (monoton descrescdtor si convergent la 0) , imbuna-
o

tdteste” convergenta seriei, in sensul cd seria rezultat Z XnYn este convergenta.
n=0



108 Capitolul 3 SERII NUMERICE

Are loc atunci urmadtorul rezultat, numit criteriul lui Dirichlet.

o0
Teorema 3.20. Dacii Y x, este o serie cu sirul sumelor partiale mdrginit, iar
n=0

o
(Yn)n>0 este un sir monoton descrescitor si convergent la 0, atunci Z XnlYyn este
n=0

convergentd.

sinnx

o0
Exercitiu. Demonstrati ca seria Z este convergentd, unde x € R.

n=1

Solutie. Mai intéi, fie

[oe]

. 1 o0
2 s nx Z sinnx - E = len]/n-
n=

=1 N n=0

[e°]

Fie (5),>1 sirul sumelor partiale asociat seriei Z X,
n=1

S, =sin0x +sinx +sin2x + ... +sinnx = sinx +sin2x + ... + sinnx.

S3 observam cad

(n+1)x

X
COS 5 — COS ~—5— 2 1

~ 2|sin 3| - | sin 5|’

|sinx +sin2x 4 ...+ sinnx| =

2sin 5
dacéd sin 5 # 0 (adicd x # 2k, k € Z), respectiv

|sinx +sin2x + ... +sinnx| =[0+0+...+0| =0,

(o]
dacd sin 3 = 0 (adicd x = 2k7, k € Z), deci in orice caz Z Xy are sirul sumelor
n=1

partiale marginit . Cum (y,),>1 = (%>n>1 este monoton descrescdtor si conver-

gent la 0, urmeaza concluzia.

3.2.2 Criteriul lui Abel

(o)
Daci se porneste de aceastd datad de la o serie convergentd ) _ x,,, inmultirea ter-
n=0
menului general x,, cu termenul general v, al unui sir cu proprietdti suficient de
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bune (i.e. monoton si marginit) pastreaza convergenta seriei, in sensul cd seria re-
(o]

zultat Z XnYn este de asemenea convergentd. Are loc atunci urmatorul rezultat,

n=0
numit criteriul lui Abel.

(o)
Teorema 3.21. Daci 2 xp, este o serie convergentd, iar (), >0 este un gir monoton
n=0

(e9)
si mdrginit, atunci Y XYy este convergentd.
n=0

X sinn cos(%)

Exercitiu. Demonstrati ca seria Z este convergenta.

n=1 h
Solutie. Observam mai intai ca
ad sinncos(%) 2 sinn 1
Z — = Z cos(—).
_ n — n n
n=1 n=1

sin nx

[,]
A fost deja demonstrat ca seria Z
n=1

este convergentd, unde x € R, deci,

. . . sinnm 5 ,
pentru x = 1, urmeaza cd seria Z —— este convergentd. Cum sirul (y,),>1:
n=1 n
Yn = % este monoton descrescdtor si convergent la 0, luand valori intre 0 si 1, iar

functia cosinus este descrescatoare pe intervalul [0, 7], urmeaza ca (y,),>1 este
monoton crescitor. In plus, (yx)n>1 este marginit, deoarece functia cosinus este
madrginitd. Urmeaza cd seria din enunt este convergentd, conform criteriului lui
Abel.

3.2.3 Serii alternante. Criteriul Leibniz

Pentru cazul particular al seriilor alternante, se poate observa cu ajutorul criteriu-
[e)

lui lui Dirichlet cd pornindu-se de la seria Z (—1)", cu sirul sumelor partiale mar-
n=0
ginit, prin inmultirea termenului general (—1)" cu termenul general v, al unui sir

cu valori monoton descrescator si convergent la 0 se obtine o serie convergenta.
Mai precis, are loc urmdtorul rezultat, numit criteriul lui Leibniz.
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Teorema 3.22. Daci (y,),>0 este un sir monoton descrescitor si convergent la 0,
o0

atunci 2 (—1)"yy, este convergenti.
n=0

[e°]

Demonstratie. Fie (S;),>0 sirul sumelor partiale asociat seriei Z(—l)”. Deoa-
rece Sor = 1, Sppy1 = 0 pentru orice k € IN, urmeaza cd (5,520 este margi-
nit. Aplicand criteriul lui Dirichlet, urmeaza ca seria i(—l)”yn este conver-
genta. " |

o]
Exercitiu. Demonstrati ca seria Z:(—l)”+1

1
n=0 Vn+2

este convergentad.

Solutie. Se observa ca

o0

ERTVEE TR SN w VSTV T R S
LN s = R DD s

1

Deoarece (Yn)n>0: Yn = 5 3 este monoton descrescdtor si convergent la 0, ur-
1

[ee]

meaza ca seria Z (1"

n=0 Vn+2

Atunci si seria Z(—l)”Jrl

1
n=0 Vn+2

(o)
.. 1
rea seriel convergente Z (—1)" ——— cu constanta —1.

n=0 vi+2

Monotonia unor subsiruri ale sirului sumelor partiale

este convergentd, conform criteriului lui Leibniz.

este convergentd, fiind obtinuta prin inmulti-

o0
Sa presupunem acum ca Z(—l)”yn este o serie alternantd, in conditiile de
n=0
aplicare ale criteriului lui Leibniz, adica (i), >0 este un sir monoton descrescator

si convergent la 0. Fie deasemenea (S;),>0 sirul sumelor partiale asociat seriei
(o]

Z (—1)"yx. Se observa atunci ca (Syx)x>( este monoton descrescator iar (Syx1)k>0
n=0
este monoton crescator. In plus, are loc relatia

Sokr1 < Z(—l)”yn < Syr  pentru orice k > 0.
n=0
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Intr-adevar,

2k+1

Sos1) — Sk = (—1D)F Mg 1 + (—1)*ay p = app — agy1 <0

deci (Syk)k>0 este monoton descrescator. Similar,

_ %42 2%+3 _
Sok+1)+1 — Sok1 = (1) Tagg o + (1) Cagkysz = dopyo — a3 = 0,

deci (Spx+1)k>0 este monoton crescdtor. Deoarece orice termen al unui sir cres-
cator este mai mic sau egal cu limita sirului, respectiv orice termen al unui sir

descrescdtor este mai mare sau egal cu limita sirului, urmeaza cd

Sokt1 < Y _(=1)"yu < Sy pentru orice k > 0.
n=0

3.2.4 Serii absolut convergente

o n
Cu ajutorul criteriului lui Leibniz, se poate observa cd seria Z

n=1
(=D"
n

este con-

(e
vergentd. Totusi, seria asociatd a modulelor, Z
n=1

(o]
1 . <
=) — este divergenta.

n=1

5 o (—1)"
In acelasi timp, seria Z > — este convergentd, iar seria asociatd a modulelor,

n=1
(0]
1)y
Y. ( 2) = ) — este de asemenea convergenta.
n=1 n n=1 h

Aceste exemple sugereaza o posibild clasificare a seriilor convergente in serii

o0

pentru care seria asociatd a modulelor este convergentd, respectiv divergenta.
(e°] (]

In acest sens, o serie convergenté Z Xy pentru care Z |xn| este convergenté se

n=0 n=0
[ee]

va numi absolut convergentd, in vreme ce o serie convergenta Z X, pentru care
n=0

(0]
Z |x,| este divergentd se va numi conditionat convergentd sau semiconvergenti.
n=0

- (1)
n2

Din cele de mai sus, se observa ca seria este absolut convergentd, in

n=1
n

(o]
vreme ce seria ) _
n=1
semiconvergentd).

nu este convergenta (este conditionat convergentd, sau
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Se observa de asemenea ca pentru serii cu termeni pozitivi notiunile de con-
vergentd si absolutd convergentd coincid, deoarece modulul unui numadr pozitiv
este chiar numadrul in cauzd. In general, pentru serii cu termeni oarecare, conver-

genta nu implicd absolutd convergentd, dupd cum se poate deduce din exemplul

= (=1)"
seriei Z de mai sus. Totusi, are loc implicatia inversd, in sensul ca orice
n
n=1

serie absolut convergenta este convergenta.

(e

Teorema 3.23. Daci o serie Z Xy este absolut convergentd, atunci ea este si con-
n=0

vergenti.

(o]
Deoarece seria modulelor Z |x,| este o serie cu termeni pozitivi, pentru stu-
n=0
dierea convergentei acesteia se pot utiliza criteriile de convergenta pentru serii cu
termeni pozitivi stabilite anterior. Acest lucru sugereaza faptul cd se poate obtine
convergenta unei serii cu termeni oarecare demonstrand mai intai convergenta
seriei modulelor cu ajutorul unui criteriu oarecare de convergentd, convergenta

seriei date fiind atunci o consecintd a absolutei ei convergente.

X cosnx

Exercitiu. Studiati absoluta convergenta a seriei ,x € R

2
n=1 n

Solutie. Cum
)cosnx

<
n?2 ‘—

1
n2’
(o]
iar Z — este convergentd, fiind o serie armonicd generalizatd cu p =2 > 1, ur-
n=1"
cos nx

> ‘ este convergentd, conform criteriului de comparatie
n

(0]
meazd cd si seria 2 ‘
n=1

. s .. . & cosnx 5
cu inegalitati. De aici, seria ) —— este absolut convergenta.
n
n=1

o0 _1 n
Exercitiu. Studiati absoluta convergenta a seriei Z =D .

n=1 \/E
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Solutie. Deoarece

i G i 1
n=1 \/ﬁ n=1 \/ﬁ
oo
iar Z —— este divergent3, fiind o serie armonicd generalizatd cu p = 3 < 1, ur-

n=1

meaza cd seria
= Vn

conform criteriului lui Leibniz.

nu este absolut convergentd. Ea este doar convergentd,

3.2.5 Produsul dupd Cauchy a doua serii

o0 (e 9)
Fie seriile cu termeni oarecare Z Xp Sl Z Yn. Vom numi seria produs dupi Cauchy
n=0 n=0

o
a celor doua serii seria Z ¢y definitd prin
n=0

n
Cn = X0Yn + X1Yn—1+ ...+ XnYo = Z XkYn—ks
k=0

pentru care c,, termenul de ordin 1, contine suma tuturor produselor de forma
xxy; in care suma indicilor celor doi factori x; si y; este n.

(e 9)
Se observa cd, definitd in acest mod, seria produs dupd Cauchy Z cn contine
n=0
intr-adevar toate produsele de forma x;y;, k,I € IN, cate o singurd datd, un astfel
de produs fiind un termen al sumei prin care este definit ¢, ; si numai al acesteia.

Totusi, acest procedeu de sumare nu asigurd proprietatea de pdstrare a con-
(o] (e°]

vergentei a doud serii. Mai precis, daca Z Xp Sl Z yn sunt doud serii conver-
n=0 n=0

[o°]
gente, seria produs dupa Cauchy Z cp nu este neapdrat convergentd. In acest
n=0
sens, sd consideram exemplul seriilor

o [e ) o0 1
Z Xn, Z Yn, CUXy = Yn = Z(_l)n—, n>0.
n=0 n=0 n=0 Vn+1

In primul rand, se observa cu ajutorul criteriului lui Leibniz cd aceste serii sunt
convergente. In plus,

_ . _ 1\k 1 _1\n—k 1 — (_1\" 3 1
cn—k:ZO( Ry L e s kgo\/(kJrl)(nJrl—k)'
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Cum

VE+Dm+1-k <o+ Dmn+1)=n+1,

urmeaza ca

! 1 1
cn| = [(—=1)" > =1,
enf = 1) ,;0\/(k+1)(n+1—k) —,;Onﬂ
deci seria Z cy este divergentd, intrucat termenul general ¢, nu tinde la 0.
n=0

Totusi, convergenta seriei produs dupd Cauchy este asiguratd dacd macar una

o0 o0
dintre cele doua serii Z Xy Si Z yn este absolut convergentd. In acest sens, are
n=0 n=0 )
loc urmatorul rezultat, numit teorema lui Mertens.

(0,9] (0,9]
Teorema 3.24. Dacii seriile Y | X $i Y yn sunt convergente, micar una dintre ele
n=0 n=0
fiind si absolut convergentd, atunci seria produs dupd Cauchy a celor doud serii este

si ea convergentd, suma ei fiind produsul sumelor celor doud serii, adici

Lo (E0) (£r)

In situatia In care se imbundtateste convergenta seriilor Z Xy Si Z Y, In sen-
n=0 n=0
sul cd ambele serii sunt asumate a fi absolut convergente, se imbunatateste si

convergenta seriei produs dupa Cauchy, in sensul ca seria produs devine si ea
absolut convergentd. Mai precis, are loc urmatorul rezultat, numit teorema Ilui
Cauchy.

(0] (ee)
Teorema 3.25. Dacil seriile Y | x, §i Y yn sunt absolut convergente, atunci seria
n=0 n=>0
produs dupd Cauchy a celor doud serii este si ea absolut convergentd, suma ei fiind

produsul sumelor celor doud serii.

Cum pentru cazul seriilor cu termeni pozitivi proprietdtile de convergentd si ab-
solutd convergenta coincid, are loc urmatoarea consecinta.
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o0 [e)
Corolar 3.25.1. Dacii seriile cu termeni pozitivi Z Xp §i Z Yy sunt convergente, atunci
n=0 n=0
si seria produs dupd Cauchy a celor doud serii este convergentd, suma ei fiind produsul

sumelor celor doud serii.

o0 (o)
In fine, in situatia in care 2 Xn, Z Yn si seria produs dupd Cauchy a celor
n=0 n=0

(0]
doua serii Z ¢y sunt toate convergente, acest lucru este suficient pentru a ardta
n=0
cd suma seriei produs este produsul sumelor celor doud serii. Mai precis, are loc

urmatorul rezultat, numit teorema lui Abel.

(0] o0 o0 o0
Teorema 3.26. Dacii seriile Y x, Y yy sunt convergente,cu Y x, = A, Y yp =
n=0 n=0 n=0 n=0

(ee]
B, iar seria produs dupi Cauchy a celor doud serii Y _ ¢, este de asemenea conver-
n=0

o
gentd, cu E ¢y = C, atunci C = AB.
n=0

3.3 Estimarea restului de ordin p

Din punct de vedere practic, pentru calculul aproximativ al sumei unei serii con-
vergente, este important sa se cunoasca o estimare a restului de ordin p al seriei,
aceastd estimare reprezintand de fapt o estimare a erorii cu care S,, suma partiala
de ordin p, aproximeaza suma S a seriei.

Pentru serii cu termeni pozitivi, se poate stabili o estimare a restului de ordin
p in conditiile de aplicare ale criteriului radicalului, respectiv criteriului raportu-
lui.

(0]
Teorema 3.27. Fie Y | x, 0 serie cu termeni pozitivi. Dacii
n=0

Vxn < g <1 pentruoricen > N,
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atunci
qp+1
o< Rp < 1

pentru orice p > N.

Demonstratie. Se observa ca
Ry = Xpt1+ Xpy2+ ... 2 0 pentru orice p > 0.

Deoarece {/x, < q pentru orice n > N, urmeazd cd x, < g" pentru orice n > N.

Atunci
Rp = xp+1+xp+2—i—...
<qr gt
< A4ttt
qp+1
< , pentruorice p > N,
1—¢q
de unde concluzia. [ |
o
Teorema 3.28. Fie Z Xn 0 serie cu termeni strict pozitivi. Dacd
n=0
X .
;—H <g <1 pentruoriccn > N,
n
atunci
p—N+1
0<Ry,<uxn 1 pentru orice p > N.

Pentru serii alternante, se poate stabili o estimare a restului de ordin p in con-
ditiile de aplicare ale criteriului lui Leibniz.

(ee)
Teorema 3.29. Fie Z (—1)"yy o serie alternantd, unde () >0 este un sir monoton
n=0
descrescitor si convergent la 0. Atunci

IRp| <ypy1  pentruorice p > 0.
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Aplicatii

3.1. Determinati sumele urmdtoarelor serii folosind formula de sumare a progresiei geo-
metrzce
(— 1)n+1

3"+4” (—1)" 2+ (=1)"
1) Z ’ Z 2311 Z 3) Z 22n+1 Z ZT’

00 2n+( 1)n+1
5) Z 32n+1 2wl 6) Z [3_|_( 1)n

3.2. Tindnd seama de relatia

n n+1-1
- 7 > 0/
D e’ 7
determinati suma seriei telescopice
3.3. Tindnd seama de relatia
n(n + 2) n—+2 n—+1
— =1 —lo >1
Bl r1e  Biur1 BT, eV
2
determinati suma seriei telescopice HZ: log1 1(17(11:'_1)2)
3.4. Tindnd seama de relatia
1 1 n+2—n
- 5 7 n Z 1/
nn+1)(n+2) 2 nn+1)n+2)
determinati suma seriei telescopice i !
P n(n+ 1)(n +2)

3.5. Tindnd seama de relatia

n 1 2n+1-1
= 5" s nzll
1.3-...-2n+t1) 2 1-3-...-@ut1)

o0

L .. . n
determinati suma seriei telescopice Z

c@2n+1)

3.6. Demonstrati cid urmdtoarele serii sunt divergente analiziand comportarea termenului
general
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I)Z%; 2)2”—“; )22 37, 4y (V2+¥5-1)
n=1

+2 1437

> lne —i—2) d
5) 6) ;7)) In(Inn).
ZV”"‘ \/_ ngl ’;n(nn)

3.7. Fie (xn)n>0: Xp+1 = Xn(1 — x4), x0 € (0,1).
1. Demonstrati cd x,, € (0, 1) pentru orice n > 0.
2. Demonstrati ci (x,)n>0 este strict descrescitor.

3. Demonstrati ci lim x, = 0.
n—oo

[ee]
4. Demonstrati ci seria y_, x5 este convergenti.

n=0
(o)
3.8. Demonstrati cil nu existil siruri (x,)y>o astfel ca seria Y_ (|xy — 2| 4 |3 — x,|) si
. n=0
fie convergentd.
oo
3.9. Fie ) x, 0 serie cu termeni pozitivi.
n=0
(o)
1. Demonstrati, folosind eventual criteriul de convergentd Cauchy, cd dacd Z xp este
n=0
o0
convergentd, atunci gi E xfl este convergentd.
n=0
[,] [,°]
2. Daca Z x% este convergentd, rezultd neapdrat ci Z X, este convergenti?
n=0 n=0
(e9)
3.10. Fie Z X 0 serie convergentd cu termeni strict pozitivi. Demonstrati cd seriile
n=0
X —I— Xpt1 =

Z ol Z VXnXni1 §i Z ————— sunt de asemenea convergente.
n=0 n=0 x_ xn+1

3.11. Studiati convergenta urmidtoarelor serii cu ajutorul criteriului de condensare
2 Inn > 1 > In(lnn)
1 — 2 - . 3 7
),;1 nz’ )nz—z ninnin(lnn)’ ) n(In )2

n=1
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[ee]

3.12. Demonstrati cu ajutorul criteriului de condensare cd seria Z m este con-

vergentd dacd p > 1, respectiv divergenti dacid p < 1.

1+vV24+V3+4...4+/n,
n 4

3.13. 1. Determinati lim

n—o00

2. Studiati convergenta seriei Z

olosind eventual un
11+v2+ \/_ 3+...+ n g

criteriu de comparatie.

3.14. Studiati convergenta urmﬁtoarelor serii cu ajutorul unui criteriu de comparatie
54 (—-1)" 3+sinn > 1
1)2¥, 2)27; S)Zlnn Yy

=1 n=1 n—2 (In n)ln";
DLt n+( 1

. 1 ] n?+n+1
)Z n+3 )n;oznz+3n+4’ )Zn3—|—n—|—2
2 ”*2); 10)2 S 11)2 _,,' 12)2(%—1);
n=1

n+vn2+1

n=1 n=1 1’1 n

2"+ 1 i | ( 1) s 1( 1 1 1>
13 — 14 —Inl1+~=]); 15 R e P
)1;)22”4—1 )n;n“ +n )nz‘l n+1+n+2+ +211

3.15. Studia;i convergen;a urmdtoarelor serii cu ajutorul unui criteriu al mportului
n? 1 > (n!)? n! 2”

1 . 2 .
¥4 )20(2 v YL e Yy YL

n=1
o n+1 1-3-5- (2n—1) > n' .
6)2 n+2n 22-5-8-...-(311—1)’ 8),;1-3-5-...-(%—%1)'

9) Z(\/§— V3)(V3 = V3)...(vV3— V3.
n=1

3.16. Studiati convergenta urmdtoarelor seriizcu ajutorul unui criteriu al radicalului
(o] n

3 (G52) 8GR Y hme Y h

00 nlnn 00 n? 00 n?
;(52123) 0% () 7@( D o8 )
(e 0] 2 (e¢] (e ]

Z ( > 10)22”2;1" ”)Z( 1)”’ )2(3 +5)”

2nn+1 15)

=1 n=0
13) i 3)n, 14) i}(vn—l— —/n)"; Z (x/(n+1)(n+2)—n>n.
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3.17. Studia;i convergen;a urmdtoarelor serii cu ajutorul criteriului Raabe-Duhamel

~(4n—1)' 2) 0 Vn!

1 ; ;

)nz co.dn ,121(3+f)(3+f (3+f)

® 1. 3 (2n—1) 3n+2 - 2n—1) 1
32 .2n 3n+1 4)2( . 2n ) 2n+1

i 6-12-...-6n 1

2.5-...-Bn—1) 2"+1

3.18. Discutati convergenta urmditoarelor serii in functie de valorile parametrilor a > 0
sipeR
= a” —n + 2
), —i 2 ;3) — |
Z1 np Z 11ttty Z ( )

1 n!
)Z ‘n(l+a+a?+.. +a”) 5)1§1a(a+1)...(a—|—n)’

6) Z (a+1)(2a+1)...(na+1); 7) Za\/ﬁ; 8) Zuh‘”.

nn

3.19. Discutati convergenta urmdtoarelor serii in functie de valorile parametrilor a,b > 0

I)Za(a+1)(a+2) (a+n—1)) Z)i 1

‘b + 1) H+2)...(b+ (1 —1)) =+ b
3.20. Discutati convergenta seriei Z < ni—Z)" in functie de valorile parametrilor
a,b,c,d > 0.
3.21. Studiati convergenta urmdtoarelor serii cu ajutorul criteriului Dirichlet
1)21 Cozznx,x ER: 2) i IC(OSi”D 3) i 1C°S+22)- 4) ni(w—nsinzn,-

5) i (—1)" Sinnl_ 6) Z cosnsmll 7) Z smnln(l + = )/ %) Z sin nx cos x
n=1 \/ﬁ n=1

I

0 . . 2 2 00 . n
sinnsinn cosnsinn Zn ® (—1)"sin’n
9) —_— 10) — 11) —; 12) "
1 1
13)2(1+2+ +——lnn>smnxcosnx ncR;

n 0

14) Z In (1 — %) sin(n + 5).

n=1

3.22. Studiati convergenta urmidtoarelor serii cu ajutorul criteriului Abel
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> cosn ., 1 >, sinn 1 > cosn > (=1)"
1) Z sin—; 2) Z cos —=; 3) Z 3 Vn; 4) Z - arctg n;
n n=1 n=1 n=1
d (—1)”( ( 1)”) 2 sinn . 1 >, cosn 1
5 ) e—(1+=) ), 6)) —=sin—; 7)) In(1+=);
n=1 n n=1 n+2 n=1
ad s1n(n+%

3.23. Studiati convergen;‘a urmdtoarelor serii cu ajutorul criteriului Leibniz

3 0 9P 0T S Ty 0 ey
n=1 n=1
00 n o n+1 00 n
5 ¥ 1>"2”+3, )z‘ “f; N e i

i’l_ n=0 ( + 3 1 -+ 11’1 n
3n + 2
9) (— )n+3 ( ) )
HZ%) 6n+1
3.24. Demonstrati ci urmﬁtoarele serii sunt divergente
= (=1 2 In(2" +3) - n2:5-...-Bn+2)
1 ; 1 -1 ;
)ZZ—I—C osn’ Z’( )1(3”—|-2) 3)72)( )4-6-...-(2n—|—4)'

o0

)Y (-1)"2+ (-1

3.25. Studia;‘i convergenta absolutd a urmdtoarelor serii

1 00
sinnx sin# cos + sinn! (— 1)”
UZW ); v Y LAy 4)2 ;
n(nJrl) N 1)11 "

1) (—1)
)Z2n2+smn Z n2 (=1

3.26. Dzscutatz convergenta urmatoarelor serii in functie de valorile parametrului a € R.
1)2 i’ Z:1+ +. +1’ 3)El+2ﬂ’ 4)Za2”+1’

" N a+3 ”. 2 (=1)"
pECrET - o f (1)) 0 E Y

o0
3.27. Demonstrati cd seria 2(—1)”xn, unde
n=0

1

1 <
) 733, daci n este par
Xy =
5i,  dacd n este impar

este divergentd.



