Capitolul 2

SIRURI DE NUMERE REALE

2.1 Proprietidti generale

Fie A # @ o multime datd. Se numeste sir de elemente din A o functie f : N — A.
Dacd A = R, sirul respectiv se va numi sir de numere reale, sir numeric sau, mai
simplu, sir. Fiind dat un sir f : N — R, se vor numi termeni ai sirului numerele
£(0), f(1), f(2),..., notate de obicei cu ajutorul unui indice sub forma

f)=x, f(1)=x1, fQ) =2x2, ..., f(N) =xy4, ...,

x, numindu-se termenul general al sirului, sau termenul de rang n. Un sir cu terme-
nul general x,, se va nota si (x;),>0. Dacd primii k termeni xo, x1, . . ., Xx_1 nu sunt
definiti (ceea ce corespunde unei functii f : {k,k+1,...} — R), vom nota sirul

sub forma (x;,);>x-

2.1.1 Moduri de definire a unui sir

Un sir poate fi definit precizand formula termenului general, prin intermediul

unei recurente sau in mod descriptiv.

Exemple. Siruri definite prin formula termenului general:
(X0 xp=3n+1, xo=Lx1=4x=7,...

1, dacdn par
(Xn)n>0 : Xn = o ;0 xo=1lLx1=0x=1,...
0, dacd nimpar

Siruri definite prin intermediul unei recurente

30
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Dacd pentru un sir (x;), >0 se cunosc primii k termeni xo, x1, . . ., xx_1, fiind
datd de asemenea o relatie prin care termenul general x,, se exprimad in functie
de x,,_1, X4,—2,...,X,_ pentru orice n > k, se spune ca (x,),>0 este definit
printr-o recurentd de ordinul k.

Siruri definite in mod descriptiv.

Sirul (x,)n>1, Xn=aproximarea prin lipsa cu n zecimale exacte a lui \/2 este

definit In mod descriptiv. Se obtine cd x; = 1.4, x, = 141, x3 = 1.414,

s.a.m.d.

Progresii aritmetice

Sirul (x,),>0 definit prin recurenta de ordinul intai data de
Xo=a8ix,11 =x,+71, 1n>0,

asir € R fiind date, se numeste progresie aritmeticid, r numindu-se ratia progre-
siei (din orice termen al sirului se obtine termenul care-1 succede prin addugirea
ratiei). Se obtine cd formula termenului general este x, = a+ nr, n > 0, iar
Xm = Xn + (m —n)r, m,n > 0. De asemenea, suma primilor n + 1 termeni este

Spy=xp+x1+...+x,
=a+@+r)+...4+(@a+nr)
=m+Da+Fr+2r+...4+nr

n(n+1)r

= 1
(n+1)a+ >

Din cele de mai sus, se observa si ca

_ n(ag + an)

Progresii geometrice

Sirul (x;,),>0 definit prin recurenta de ordinul intai data de
xo=bsix,11 =xq9, n>0,

b sig € R fiind date, se numeste progresie geometrici,  numindu-se ratia progresiei
(din orice termen al sirului se obtine termenul care-1 succede prin inmultirea cu
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ratia). Se obtine cd formula termenului general este x, = bg", n > 0, iar x;,, =
x,q" ", m,n > 0. De asemenea, suma primilor n 4 1 termeni este

Spy=xp+x1+...+x,

=b+bg+...bq"

=bl+qg+...+4"
qn+1_

:b——l , dacdg #1,

q

in vreme ce dacd g = 1, atunci S, = (n + 1)b.

Exercitiu. Determinati termenul general al sirului (x,),>0 dat prin
Dxpi1=2x,—1,n2>0, xo =2, 2)x,4.1=V3x,,n2>0, x0 =1.

Solutie. 1) Relatia de recurentd este asemanatoare celei care defineste o progresie
geometricd, diferenta fiind datd de prezenta termenului liber —1. Acest termen
liber va fi eliminat prin scdderea a doud relatii de recurentd scrise pentru indici
succesivi.

Pundnd n = 0 in relatia de recurenta se obtine ca x; = 3. Scriind relatia de
recurentd pentru n = k + 1, respectiv n = k, si scdzand cele doua relatii obtinute
se deduce cd xy 2 — xp11 = 2(xg41 — x¢). Notand y, = x,,41 — x5, observam ca
Yk+1 = 2Yk, deci (yi)k>o este o progresie geometricd cu ratie 2. Deoarece yy =
x1 — xp = 1, se deduce cd y,, = yp2" = 2".

Cum yx = Xj41 — Xk, urmeaza cad Xx 1 — X = 2K, Punand succesiv k = 0,k =
1,...,k = n —1si sumand relatiile obtinute deducem ca

2" -1

Xp—x9g=1+2+...+2" = 51 =2"-1,

decix, = xog+2"—1=2"+1.

Similar, putem determina ¢ € IR astfel ca (x, + ¢),>0 sd fie progresie geome-
trica. In acest scop, adunam mai intdi ¢ iIn ambii membri ai relatiei de recurenta.
Obtinem ca

c—1
xn+1+c:2xn—1—|—c:2(xn—|—T).

In concluzie, pentru ¢ = %, adicd pentru ¢ = —1, urmeaza ca (x, + ¢), >0 este
progresie geometrica de ratie 2. De aici,

xp—1=2%xy—1) =2",
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de unde x,, = 2" + 1.
2) Punand n = 0 in relatia de recurenta se obtine ci x; = /3. Prin logaritma-
rea relatiei de recurenta se obtine ca

1 1
Inx, 1 = §1n3 + Elnxnﬂ.

Cu notatia z, = Inx,, se obtine ca z,,1 = %zn + %ln3, z1 = Inx; = %1113,
Zy — In Xp = 0.

Scriind relatia de recurentd pentru n = k + 1, respectiv n = k, si scdzand
cele doua relatii obtinute se deduce ca zx 1y — zx11 = %(Zk+1 — zx). Notand v, =
Zn41 — Zn, Observam ca yy,q = %yk, deci (yx)r>0 este o progresie geometrica cu
ratie % Deoarece yg = z1 — 29 = %111 3, se deduce ca y, = }/ozln = 2,1% In 3.

Cum yy = z41 — 2k, Urmeaza ca zy,q — zx = 2,}? In 3. Punand succesiv k =

0,k=1,...,k=n—1si sumand relatiile obtinute deducem ca

zn—zoz11n3+lln3+...+lln3:11n3<1+1+...+i>

2 22 on 2 2 on—1
1— 5
:11n3 2 :(1—l>1n3.
2 1-1 on

deciz,;, = z9 + <1 — 2%) In3 = (1 — zl") In3. Cum z, = Inx,,, urmeaza ca

1
x, = e = o(1=3r)n3 _ eln3(1727") — 3l

2.1.2 Subsiruri ale unui sir dat

Numim subsir al sirului (x;),>0 un sir (xx, ),>0 ai cdrui termeni sunt elemente ale
multimii termenilor sirului (x,),>0, A = {x0,X1,...,%n,...}, cuky < kg < kp <
e < ky

Cum un subsir (x, ),>0 nu contine neapdrat toti termenii sirului initial (x;,),, >0,
urmeaza cd k, > n pentru orice n € IN.

Exemple. Fie sirul (x,),>0. Atunci subsirul (x2,),>0: X0, X2, X4,...,X24, ... S€
numeste subsirul termenilor de rang par ai sirului. Subsirul (x2,,41)n>0: X1, X3, X5, . .

X3, X4, X5, . . ., obtinut prin eliminarea primilor trei termeni ai sirului.

o X2n4lse -
se numeste subsirul termenilor de rang impar ai sirului. Un alt subsir este (x,,43),,>0:

Cum pentru orice k € IN* putem construi sirul (x4;,),>0: X0, Xk, X2k, - - - » Xk - - -
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al termenilor de rang divizibil cu k, urmeaza cd orice sir are o infinitate de su-
bsiruri.

2.1.3 Siruri marginite

Fie un sir (x,),>0 de numere reale si A = {xg, x1,..., Xy, ...} multimea termenilor
sdi. Vom spune cd (x,),>0 se numeste mdarginit dacd A este marginitd, respectiv
cd (xn)n>0 este mdrginit superior (respectiv mdrginit inferior) dacd A este majorata
(respectiv minoratd). Un sir care nu este marginit (respectiv nu este marginit
superior sau nu este marginit inferior) se numeste nemdrginit (respectiv nemdrginit
superior sau nemdrginit inferior).

Conform caracterizarii multimilor marginite, aplicatd multimii A a termenilor
sirului, se obtin urmadtoarele proprietati.

Teorema 2.1. Fie sirul de numere reale (x,,),>0.

1. (xn)n>0 este midrginit superior dacd si numai dacd existi b € R astfel ca x, <
b pentru orice n € IN.

2. (xn)n>0 este marginit inferior dacd si numai dacd existd a € R astfel caa < xy,
pentru orice n € IN.

3. (Xn)n>0 este marginit dacd si numai dacd existd a,b € Rastfelcaa < x, <b
pentru orice n > 0, ceea ce este echivalent cu faptul ci existd M > 0 astfel ca

|| < M pentru oricen € IN.

Exemple. 1. (xn)n>0, Xn = sin% este madrginit, deoarece —1 < x, < 1
pentru orice n € IN.

2. (Xn)n>0, Xn = 2+ (;Pln este marginit, deoarece |x,| < 3 pentru orice

n € IN.

3. (Xu)n>0, Xn = v este marginit, deoarece conform inegalitatii lui Berno-
ulli, 3" = (1+2)" > 1+ 2n, deci 57 < % Se obtine ca 0 < x, < %pentru
oricen € IN.

4. (xn)n>0, xn = (—1)"n nu este mdrginit, nefiind nici marginit inferior,
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| nici marginit superior.

Aplicand operatorul de negatie logica afirmatiilor din teorema de mai sus ob-
tinem urmdtoarea teorema de caracterizare a sirurilor nemarginite.

Teorema 2.2. Fie sirul de numere reale (x,),>0.

1. (xn)n>0 este nemdrginit superior dacd si numai daci pentru orice b € R existd
un rang ny, € N astfel ca x,, > b.

2. (xn)n>0 este nemdrginit inferior dacd si numai dacd pentru orice a € R existd

un rang n, € N astfel ca x,, < a.

214 Siruri monotone

Fie un sir de numere reale (x,),>0. Spunem ca (x;),>o este crescitor (respectiv
strict crescitor) dacd x, < x,41 pentru orice n > 0 (respectiv x, < x,41 pentru
orice n > 0), adicd orice termen al sirului este mai mic (respectiv strict mai mic)
decat termenul care-i succede.

De asemenea, spunem cd (x,), >0 este descrescitor (respectiv strict descrescitor)
dacd x, > x,41 pentru orice n > 0 (respectiv x, > x,,41 pentru orice n > 0), adica
orice termen al sirului este mai mare (respectiv strict mai mare) decat termenul
care-i succede.

Un sir (x,),>0 crescator sau descrescdtor se va numi sir monoton, iar un sir
(xn)n>0 strict crescdtor sau strict descrescdtor se va numi sir strict monoton. Desi-
gur, orice sir strict monoton este si monoton; nu si reciproc.

Pentru a preciza monotonia unui sir (x,),>o se pot folosi urmatoarele metode.
Studierea semnului diferentei x, 11 — Xp.

® Dacd x,,11 — x5 > 0 pentru orice n > 0, atunci (x,),>¢ este crescator.

* Dacd x,+1 — x;, < 0pentruorice n > 0, atunci (x;),,>0 este descrescdtor.
Compararea raportului x;—:l cu 1, dacd (x,),>0 este un gir cu termeni strict pozitivi.

e Daca x’;c—:l > 1 pentru orice n > 0, atunci (x,), >0 este crescator.

e Daca x’;c—:l < 1 pentru orice n > 0, atunci (x;),>o este descrescator.
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Folosind inegalitati stricte in locul inegalitdtilor nestricte se obtin criteriile cores-

punzdtoare de monotonie stricta.
Legatura intre monotonia si marginirea unui sir

Daca (x,),>0 este un sir crescdtor, atunci

X< x1 < <...<x, <

— — 7

deci x9 < x, pentru orice n € N, iar (x;),>0 este marginit inferior de primul
termen xg.

Similar, daca (x;),>0 este un sir descrescator, atunci

Xo 2 X1 2 X2 2> ... 2 Xy =

e ey

deci xo > x, pentru orice n € IN, iar (x,),>0 este mdrginit superior de primul
termen xp. Au loc atunci urmatoarele proprietati.

Teorema 2.3. Fie (x;,),>0 un sir.
1. Dacd (xy)n>0 este crescitor, atunci el este mdrginit inferior.

2. Dacii (x,)n>0 este descrescitor, atunci el este mdrginit superior.

2.2 Siruri cu limita

Notiunea de limita a unui sir este unul dintre cele mai importante concepte ale
analizei matematice, precizand tendinta termenilor unui sir de a se apropia de
un anumit numar (cazul sirurilor cu limita finita), sau de a deveni oricat de mari,
respectiv oricat de mici (cazul sirurilor cu limitd infinita).

Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Spunem ca (x,),>o are limita | € R daca
orice vecinatate V € V(I) lasa in afara ei cel mult un numar finit de termeni ai
sirului, adicd existd un rang ny € IN astfel ca x,, € V pentru orice n > ny (altfel
spus, vecindtatea V contine toti termenii sirului de la rangul ny incolo). In acest
caz, vom nota x, — [ pentru n — oo sau nh_r}go x, = I, spunandu-se si cd sirul
(Xn)n>0 (sau termenul sdu general x,) tindela I.

Se poate observa cd addugarea sau eliminarea unui numar finit de termeni

ai sirului nu-i schimba acestuia natura de a avea sau nu limita si nici limita, daca
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aceasta exista, putandu-se modifica doar rangul incepand cu care termenii sirului

apartin unei vecindtati date.

Exemple. 1. Un sir constant (x,),>0: x» = ¢, ¢ € R, este convergent la c,
intrucat orice vecindtate V € V(c) contine toti termenii sirului.

2. Girul (x,)y>0: xn = n are limita +oc0. Pentru a demonstra acest lucru,
observam ca orice vecindtate V' € V(+o00) contine un interval de forma
(My, +c0]. Fie ny = [My] + 1. Atunci ny > M, deci x,,, € (M, +00] C
V. Analog, x, € V pentru orice n > ny, deci (x,,),>0 are limita +oo.

3. In mod asemdnadtor se poate demonstra ca sirul (x,),>0: X, = —n are

limita —oo.
Unicitatea limitei unui sir

In cele ce urmeaza, se va observa mai intai ca limita unui sir, daca existd, este
unica.

Teorema 2.4. Fie (xn)n>0 un sir. Dacd lim x, = I € R si lim x, = I, € R,
— n (ee] n o0

atunci l; = Ip.

Subsiruri ale unui sir cu limita

Este usor de observat ca proprietitile de monotonie si marginire se transmit
de la un sir cdtre subsirurile sale. Astfel, daca un sir este monoton, orice subsir
al sdau este de asemenea monoton, cu acelasi sens de monotonie, iar daca un sir
este marginit, orice subsir al sdu este de asemenea marginit, multimea termenilor
subsirului fiind inclusd in multimea (marginitd) a termenilor sirului. Pe aceeasi
linie de gandire, proprietatea unui sir de a avea limitd se transmite de asemenea
cdtre subsirurile sale.

Teorema 2.5. Fie (x,,),>0 un sir de numere reale. Dacd lim x, = | € R, atunci
— n—o0

orice subgir (xi,)n>0 al siu are aceeasi limitd.

Conditie suficienta ca un sir sa nu aiba limita

Conform teoremei de mai sus, se observa ca dacd un sir (x;),>0 are doud su-
bsiruri care tind la limite diferite, atunci el nu are limitd, deoarece daca (x;), >0 ar

avea limita /, atunci si cele doua subsiruri ar avea aceeasi limita .
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Exemplu. Sirul (x,),>0: X, = (—1)" nu are limitd, deoarece subsirul terme-
nilor de rang par (x2,)n>0: X2n = 1 si subsirul termenilor de rang impar
(X274+1)n>0t X2n+1 = —1 au limitele diferite [; = 1, respectiv I, = —1.

2.2.1 Siruri convergente

Un sir (x,,),>0 cu limita finitad / se numeste sir convergent, spunandu-se si ca (x,),>0
este convergent citre |. Orice sir care nu este convergent se numeste divergent.

In acest sens, sirurile divergente pot fi deci siruri cu limitd infinitd sau siruri
fara limita. In plus, orice subsir al unui sir convergent este convergent la aceeasi
limitd ca si sirul initial, conform Teoremei 2.5. De aici, dacd un sir (x;),>0 contine
un subsir cu limita infinitd, sau doud subsiruri cu limite diferite, atunci el este
divergent.

1+(=1"
2

Exemplu. Sirul (x,),>0: xn = n este divergent, deoarece subsirul ter-

menilor de rang par (x2,),>0: X2, = 21 are limita +-co.

Caracterizarea analiticd a limitei unui sir

Definitia cu vecinatati a limitei unui sir, desi utila teoretic, este greu de veri-
ficat sau folosit in aplicatii. Vom prezenta in cele ce urmeaza cateva caracterizari
echivalente cu un pronuntat aspect numeric, utile pentru demonstrarea unor pro-
prietati verificabile practic. Mai intai, este abordata situatia sirurilor convergente.

Teorema 2.6. Fie (x,),>0 un sir de numere reale si | € R. Atunci (x,),>0 este
convergent citre | daci si numai dacd pentru orice e > 0 existd un rang ne € IN

astfel incdt |x, — 1| < € pentru orice n > ne.

De fapt, proprietatea din enuntul Teoremei 2.6 este echivalenta cu proprieta-
tea de definitie a sirurilor convergente, putand fi folositd in locul acesteia pentru
definirea notiunii de sir convergent.

Exercitiu. Fie (x,),>0: Xy = Z:j; Aratati cd nh_r>rolo Xp = 2.
Solutie. Fie ¢ > 0 arbitrar. Au loc relatiile
1
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cu conditia ca
1

1
<s<:>n+2>g<:>n>g—2.

n—+2
Atunci
1 1
ne=[--21+1=[-]-1,
€ €

iar pentrun > ng, |x, — 2| < ¢, de unde lim x, = 2.
n—oo

Exercitiu. Fie (x,),>0 un sir convergent de numere intregi. Ardtati cd (x,),>0
este constant de la un rang incolo.

Solutie. Fie lgn x, =1 € R. Pentru e = }I, existd ne € N astfel ca |x, — | < }1
n o0

pentru orice n > ng, deci x, € (I — }L,l + 411) pentru orice n > n.. Cum intervalul

I —1 74 1yarelungime 1, el nu poate contine decat un singur numair intreg, deci
1 1 8 2 p g g

Xn)n>0 este constant incepand cu rangul 7., termenii sdi fiind egali cu numarul
> P g g

intreg respectiv.

Siruri cu limita infinita (1)
In continuare, este abordata situatia sirurilor cu limitd infinitd, observandu-se

cd sirurile cu limita +oo au termeni ,,oricat de mari" de la un rang incolo, respectiv
sirurile cu limita —oo au termeni ,,oricat de mici" de la un rang incolo.

Teorema 2.7. Fie (x,,),>0 un sir de numere reale. Atunci

1. (x4)n>0 are limita 4-oo dacd si numai dacd pentru orice M > 0 existd un rang
ny; € IN astfel ca x, > M pentru orice n > npy.

2. (xn)n>0 are limita —oo dacd si numai dacd pentru orice M > 0 existid un rang
ny; € IN astfel ca x, < —M pentru orice n > ny,.

2
.ye . . _ n"+2n+3
Exercitiu. Fie (xn)u>0: Xxn = 57

. Aratati ca lim x,, = +o0.
n—oo
Solutie. Fie M > 0 arbitrar. Au loc relatiile

2
—n+l4+——>M
Xp =n+ +n—i—1>
cu conditia ca

n+l>M<sn>M-—-1.
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Atunciny; = [M — 1] + 1 = [M], iar pentru n > ny, x, > M, de unde lijn Xy =
n—oo
—+00.

Siruri cu limita 0

In aceste conditii, studiul sirurilor convergente cirora le este cunoscuti limita
poate fi redus la studiul unor siruri convergente la 0, observandu-se cd un sir
(xn)n>0 are limita | € R dacd si numai daca diferenta dintre sir si limita sa tinde
la O; acesta este doar un alt fel de a spune cd termenii unui sir convergent devin
,apropiati” de limita sirului de la un rang incolo.

Teorema 2.8. Fie (x;),>0 un sir de numere reale sil € R. Atunci li_r)n X, = l dacd
= n—oo

si numai dacd lim (x,, — ) = 0.
n—oo

Demonstratie. Conform teoremei de caracterizare a sirurilor convergente (Teo-
rema 2.6),

lim x, = | < Ve > 0 3n, astfel incat |x, —I| < e Vn > n,

n—o00

& Ve > 0 dn, astfel incat |(x, — 1) — 0] < e Vn > n,

& lim (x, — 1) = 0.
n—oo

Proprietatea de pastrare a semnului

Se poate observa cd termenii unui sir cu limitd au, cu exceptia eventuala a
unui numar finit dintre ei, acelasi semn cu limita sirului.

Teorema 2.9. Fie (x;,),>0 un sir de numere reale cu limita | € R.

1. Dacid I > 0, atunci toti termenii sirului sunt strict pozitivi de la un rang
incolo.

2. Daci | < 0, atunci toti termenii sirului sunt strict negativi de la un rang
incolo.

3. Daci |l # 0, atunci toti termenii sirului sunt nenuli de la un rang incolo.
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Siruri cu limita infinita (2)

Teorema 2.10. Fie (x,),>0 un sir de numere reale.

1. Dacd lim x,, = +oo (respectiv lim x,, = —o0), atunci lim L = 0.
n—oo n—o0 n—o00 Xn
2. Dacdi h_r)n xn = 0, iar x, > 0 (respectiv x,, < 0) de la un rang incolo, atunci
Tl (ee]
lim L = 400 (respectiv 11m — = —00).
n—oo Xn Xn

Rezulatele teoremei de mai sus pot fi prezentate sub forma prescurtata

1 1 1 1
=0, — =0, — =400, — = —co.

+_oo —00 0+ 0—

Cu ajutorul Teoremei 2.6, se poate acum obtine urmatorul rezultat frecvent
folosit in aplicatii.

Teorema 2.11. Fie (xy),>0 un sir monoton crescator de numere reale care este ne-
mdrginit superior. Atunci

. o1
lim x, = 400, lim — =0.
n—»00 n—00 Xy,

Cu un rationament asemandtor, se poate demonstra si urmdtoarea teoremd

complementara celei de mai sus.

Teorema 2.12. Fie (x),>0 un gir monoton descrescitor de numere reale care este
nemdrginit inferior. Atunci
1

limx,;, = —0c0, lim— =0.
n—oo n—00 Xy

k 2 _

= o0, lim l = 0. De exemplu, lim n

Exemple. Pentruk € (0, ), hrnn s o0

, Iim — = 0.

n—>oo \/—

1
Pentrug > 1, hmq = 00, lim — = 0. De exemplu, hm 5" = 00, lim — =
n—soo n%ooq” " 10 2N
0.
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Pentrug € (0,1), nlglgoq = 0 (deoarece p = e 1, iar nh_rggo p”( nlglgoq ) =0).

hm v +n+1=+oo, lim -ree =0

n—00

Criterii de majorare-minorare

Conform teoremei anterioare, pentru a ardta cd limita unui sir (x,),>0 este
I € R, poate fi studiatd diferenta dintre termenii sirului si limita acestuia. Teo-
rema urmatoare afirma faptul ca daca aceasta diferenta poate fi estimata potrivit,
cu valori din ce In ce mai mici (x,, de mai jos poate fi inteles ca o eroare de apro-
ximare), atunci intr-adevar sirul (x,), >0 are limita /.

Teorema 2.13. Fie (x;),>0 un sir de numere reale si | € R. Dacd existid un gir
(an)n>0 de numere reale pozitive si un rang oarecare ny € IN astfel ca

|xn — 1| < &y, pentru orice n > ny, iar nli_r>roloocn =0

atunci lim x,, = L.
n—o00

Demonstratie. Fie ¢ > 0 arbitrar. Cum («,),>0 este convergent la 0, urmeaza ca
existd n, € IN astfel ca |a, — 0| < € pentru orice n > n,. De aici, |x, — | < ap < ¢

pentru orice n > max(no, n¢), iar lim x,, = [. [ |
n—oo
. C v _ 2143 Stati ox 1 _
Exercitiu. Fie sirul (xn),>0: X, = 555 Ardtati cd nlgl;lo Xy = 2.
Solutie. Are loc relatia
. . 1
|x, —2| = , lar lim =0,

1 n—oony + 1

deoarece (y,),>0: Yn = n + 1 este un sir crescdtor si nemarginit superior. De aici,
llm xn — 2.

n—o00

Exercitiu. Fie sirul (x,),>1: x, = *5"*. Demonstrati cd lim x, = 0.
- n—oo

Solutie. Au loc relatiile

1 1
—O‘ < —,jar lim—-— =0
n n—oon

sinn

n

deci lim x,, = 0.
n—oo
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Se va observa acum cd daca termenii unui sir (x;), >0 pot fi minorati cu termeni
,oricat de mari" ai unui sir (a,),>0 (i.e. (44)n>0 are limita +o0), atunci ei sunt de
asemenea ,oricat de mari" (i.e. (x;),>0 are tot limita +c0). De asemenea, daca
termenii unui sir (x,),>0 pot fi majorati cu termeni ,oricat de mici" ai unui sir
(bu)n>o0 (i.e. (by)y>0 are limita —o0), atunci ei sunt de asemenea ,,oricat de mici"
(i.e. (xn)n>0 are tot limita —o0).

Teorema 2.14. Fie (x;,),>0 un sir de numere reale.

1. Dacd existd un sir de numere reale (a,,), >0 cu proprietatea ci lim a,, = 400 si
- n—,oo
unrang n, € N astfel ca a, < x, pentru orice n > ng, atunci lim x,, = +oo.

n—oo
2. Daci existd un sir de numere reale (by,),>0 cu proprietatea ci lim b, = —oo si
- n—oo
un rang n, € N astfel ca x, < by, pentru orice n > ny, atunci lim x,, = —oo.
n—oo

Demonstratie. 1. Fie (a2,),>0 cu proprietatea ca nlglc}o ay = +oosifie M > 0 arbi-
trar. Existd atunci un rang ny, astfel ca a, > M pentru orice n > ny;. De aici,
Xn > ap > M pentru orice n > max(n,, 1)), de unde nl1_r>ro10 X; = +o00. Demonstra-
tia celei de-a doud proprietdti este asemanatoare. n

| Exercitiu. Fie sirul (x,),>0: x, = n 4+ (—1)". Demonstrati ca li_r>n Xy = oo.
- n—oo

Solutie. Are loc inegalitatea x, > n — 1 pentru orice n > 0, iar lim (n — 1) = oo,
n—oo

de unde concluzia.

Exercitiu. Fiesirul (x,),>0: x4 = % + % +...+ \/Lﬁ Demonstrati cd li_r>n Xy =
- n—oo

00,

Solutie. Mai intai, sa observam ca

1 2
_>—
VE o VE+VEk+1

deci, prin sumare dupd k dela1lan,

=2(vk+1— k) pentru orice k > 1,

xp > 2(vn+1—1)pentru oricen > 1,

iar cum lim 2(v/n + 1 — 1) = oo, urmeaza concluzia.
n—oo
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Siruri continand functia modul

Prezentam in continuare cateva consecinte ale Teoremei 2.13, exprimand fap-
tul cd functia modul pastreaza convergenta sirurilor.

Teorema 2.15. Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Atunci

1. Dacd lim x, =1, iar | € R, atunci hm |xn| = 1|
n—o0

2. Daci lim x,, = 0, atunci hm |xn| =0.
n—00

3. Daci lim |x,| = 0, atunci lim x,, = 0.
n—r00 n—00

Se va observa ci reciproca primei afirmatii nu este adevarati. In acest sens, fie
(xXn)n>0: Xn = (—1)". Atunci |x,| — 1 pentru n — oo, dar (x,,),>0 nu are limita. In
plus, afirmatiile 2. si 3. pot fi cumulate sub forma

limx, =0« hm |xn| = 0.
n—oo

De asemenea, dacd (x,),>0 este un sir de numere reale astfel ca lim x, = —oo,
n—oo

atunci lim |x,| = 400, cu un rationament asemanitor celui de mai sus.
n—o00

Limita sirului (§"),>0
Din cele de mai sus, se obtine ca
nh_r)r.}oq = O pentru g € (—1,1).
Acest lucru a fost observat deja pentru g € (0, 1), conform Teoremei 2.11. Pentru
g € (—1,0), |4"| = |q|", iar |g| € (0,1), deci 11m|q | = 0, de unde limg" = 0,

n—o0
conform celei de-a treia proprietati de mai sus. In fine, proprietatea este evidenta

pentrug = 0.

Fie acum g € (—o0, —1). Cum g?* — oo iar g?"*1 — —co, urmeaza ca nu exista
lim g". Se observa in mod analog ca nu exista lim 4" nici pentru g = —1.
n—o0 n—00

Discutia de mai sus poate fi sistematizata sub urmatoarea forma prescurtata

(hu existd, dacdg < —1

0, dacdg € (—1,1)
lim g" .
e 1, dacdg =1

+o0, dacdg > 1

\
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2.2.2 Proprietiti ale sirurilor cu limita

Teorema ce urmeazd, numita si teorema de trecere la limitd in inegalitdti exprimad
faptul cd inegalitatile (nestricte) dintre termenii a doud siruri se pastreaza prin
trecere la limita.

Teorema 2.16. Fie doud siruri (x,)n>0 $i (Yn)n>0 CU proprietitile
1. Existd un rang ng astfel ca x, < y, pentrun > ny.

2. limx, =x€R, limy, =y e R
n—o0 n—00

Atunci x < y.

Inegalitatile nestricte dintre termenii a doud siruri nu se pdstreazd neaparat

prin trecere la limita. Aceasta se poate observa considerand sirurile (x),>0: X =

n%rz Si (Yn)n>0t Yn = HLH, pentru care x,, < Yy, pentru orice n > 0, dar limx, =
- n—oo
llm yn — O.
n—o o . P . . . o o . .
Teorema de mai jos, numitd si teorema clestelui, ne permite sa calculam limita

unui sir care poate fi incadrat intre alte doud siruri avand aceeasi limita.

Teorema 2.17. Fie trei siruri de numere reale (a,)n>0, (Xn)n>0, (bn)n>0 cu proprie-
tatile

1. Existd un rang ng astfel ca a,, < x, < by, pentru n > ny.

2. lima, = limb, =1 € R.
n—oo n—oo

Atunci existd 1im x,,, iar lim x,, = [.
n—o0 n—,oo

e .. . 1 1 1 vy gs w1 .
Exercitiu. Fiesirul (x;,),>1: xy, = pro S v s, e P vy Ardtati ca nlgr;oxn =

0.

Solutie. Observam ca dintre cei n termeni continuti in suma care defineste x,,,

%ﬂ este cel mai mic, iar —L_ este cel mai mare. Urmeazd cd 1 - —+— < X, <

n24 n2+1 n24n —
n'nz—_’_l,deCI
1 < < n <1
X —
n+1-"""n24+1 " n
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iar deoarece lim Ll = lim 1 = 0, urmeazi ci de asemenea lim x,, = 0, (x,);>1
n—oo’ n—oo’t n—so0 =

fiind incadrat intre sirurile (%ﬂ)nzlf (%)nzl cu limita 0.

2.2.3 Relatii intre convergenta, monotonie si marginire

In cele ce urmeazd, vom studia relatiile dintre proprietdtile de monotonie, margi-
nire si convergenta.

Teorema 2.18. Orice sir convergent este mdrginit.

Demonstratie. Fie (x;),>0 astfel ca r}l_l)lgo X, =1 € R. Punand ¢ = 1 in Teorema
2.6, obtinem c& existd n; € N astfel incat |x, — I| < 1 pentru orice n > ny, sau
I —1 < x; < 1+ 1 pentru orice n > ny. Pentru a obtine inegalitdti valabile si
pentru xo, X1, ..., Xp, -1, observam cd, pentru orice n > 0,

min(xg, x1,...,X5,—1,1 —1) < xy < max(xo, x1,..., X 1,1 +1)

deci (x;,),>0 este marginit. |

Teorema 2.19. Orice sir nemdirginit este divergent.

Demonstratie. Se aplicd operatorul de negatie logicd propozitiei de mai sus. W

Exemple. 1. Nu orice sir mirginit este convergent.
Sirul (x,,),>0: x» = (—1)" nu este convergent, deoarece subsirul terme-
nilor de rang par (x2,),>0: X2, = 1 si subsirul termenilor de rang impar
(X2n41)n>0° X2n4+1 = —1 au limitele diferite [; = 1, respectiv l, = —1.
In schimb, (Xn)n>0 este marginit, deoarece —1 < x;, < 1 pentru orice
n > 0.

2. Nu orice gir convergent este monoton.
1
n’

lim % = 0, dar nu este monoton, ludnd alternativ atat valori pozitive,
n—oo

cat si negative.

. —_ n .
Sirul (x,)n>0: xn = % este convergent la 0, deoarece |x,| = iar

3. Nu orice sir monoton este mirginit.
Sirul (x,)n>0: xn = 2n + 1 este monoton, dar nu este marginit, fiind
nemarginit superior.
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4. Nu orice sir mdrginit este monoton.
Sirul (x)n>0: xn = (—1)" este marginit, dar nu este monoton, luand

alternativ atat valori pozitive, cat si negative.

Teorema 2.20. Orice sir monoton si mdrginit este convergent.

Din cele de mai sus, se observa de asemenea ca toti termenii unui sir mono-
ton crescdtor si marginit superior (x;),>0 sunt mai mici sau egali cu valoarea /
a limitei sirului. Similar, toti termenii unui sir monoton descrescator si marginit

inferior (x;),>0 sunt mai mari sau egali cu valoarea limitei sirului.

Exercitiu. Fie sirul (x,,),>1: x4 = 1% + 2% +...+ % Ardtati cd (x,),>1 este
convergent.

Solutie. Vom arata ca (x;),>1 este monoton si marginit. In acest scop, sa obser-

vam ca, deoarece x, 1 — X, = ﬁ > 0, sirul (x,),>1 este strict crescator, deci si
Co e el . 1 1 _ 1 1 . .
madrginit inferior. De asemenea, 1 < PSRl pentru orice n > 2, deci

x<1+(1—1>+<1—1)+ +< 1 _1><1+1_2
12 \1 2 2 3) "7 \n—-1 n) 12 1 7

iar (x,),>1 este si marginit superior. Fiind monoton si marginit, (x,),>1 este con-
vergent.

Combinand Teorema 2.11, Teorema 2.12 si Teorema 2.20, obtinem urmatorul

rezultat, care precizeazd existenta limitei unui sir monoton.

Teorema 2.21. Orice sir monoton (x,),>o are limitd, finitd sau nu.

2.2.4 Operatii cu siruri convergente

In cele ce urmeaza, se va observa ci proprietatea unor siruri de a fi convergente
se pdstreazd dupa efectuarea operatiilor uzuale de suma, diferentd, produs cu o
constantd, produs termen cu termen, iar in anumite conditii se pastreaza si dupa
efectuarea inverselor sau a raportului termen cu termen.
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Teorema 2.22. Fie (x,,),>0 Si (Yn)n>0 doud siruri convergente de numere reale astfel
ca nh_r)r.}o Xn = X, nl1_r>rolo Yn = y. Atunci sirul sumid (X, + Yn)n>o0, sirul produs cu o
constantd (cxn)n>0, ¢ € R, si sirul produs (x,Yn)n>0 sunt convergente, iar dacd x #
0si x, # 0 pentru orice n > 0, atunci si sirul inverselor (xl_n)nzo este convergent.

In plus, au loc relatiile
T Yo) = i i = XY
(limita sumei este egald cu suma limitelor).
2. lim (cx,) = clim x,, = cx
n%m . n_)oo- . . . .
(operatia de inmultire cu o constanti comutd cu operatia de calculare a limitei).
3 i (enn) = Jim 5o - Yo = xy

— 00

(limita produsului este egald cu produsul limitelor).

1 1 1 “ 9
4, nh_{{}oxn = T %, daci nh_r%xn #0

— 0
(limita inverselor este egali cu inversa limitei).

Exercitiu. Fie sirul (x;),>0 definit prin x,,1; = %xn —1,n >0, x9g = 1. De-

monstrati cd (x,),>0 este convergent.

Solutie. Mai intdi, se observa ca x1 = —% < xp. In plus,
1 1 1
Xn+l — Xn = Exn —1- Exn—l +1= E (xXn — Xp—1),
deci
sgn(x,+1 — Xp) = sgn (x, — x,—1) = ... = sgn(xy — Xp)-

Cum x; < xp, urmeazd cd sirul (x,),>0 este strict descrescator, deci si marginit
superior de xp = 1.

Deoarece x,,+1 < x,;, urmeaza cd x,, > %xn —1, deci x, > —2,iar (x),>0 este
si mdrginit inferior. Cum (x,),>0 este monoton si marginit, el este convergent.
Fie [ limita sa; atunci sirul (%xn)nzo are limita %l, iar sirul (x,,41),>0 are tot limita
I. Trecand la limitd in relatia de recurentd, obtinem cd | = %l —1,decil = -2.

Proprietdtile de mai sus se pot extinde in mod asemadndtor la operatii cu un
numar mai mare (dar constant) de siruri. De exemplu, daca (x}),>0, (x2)n>0,-- -,
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(xlfl)nzo sunt siruri convergente, cu limitele respectiv [y, I, . . ., [, atunci sirul suma
(x}Z + xfl 4.+ xﬁ)nzo este convergent, iar

lim (x,ll—i—x%+...+x’,‘l>—hmx —i—hmx + ...+ lim xk.

n—oo n—o00 n—o00

Cazul operatiilor cu un numar variabil de siruri trebuie tratat cu atentie, asa cum
se observa din urmadtorul exemplu

1 1 1 1 1 1
1zlim<—+—+...+—>7é11m + lim—+...4 lim—- =0,
n—oo \ 1 n n n—oon n—oon n—ool

diferenta provenind din faptul cd paranteza ( —|— +. ) contine un numar de
n siruri, n fiind variabil.

Teorema 2.23. Fie (Xy,)n>0 i (Yn)n>0 doud siruri convergente de numere reale astfel
ca nh—l;lgo Xn = X, nlglgo Yn = Y. Atunci sirul diferentd (x, — Yn)n>0 este convergent,
iar dacdi y # 0 siy, # 0 pentru orice n > 0, atunci si sirul raport (%)nzo este
convergent. [n plus, au loc relatiile

1. ;}E%o(x” Yn) = 11_1)1(}035,1— hmyn =x—y

(limita diferentei este egalil cu dlferen;a limitelor).

lim x,
__ n—o0 _ X < 13
2. e} = Sy, = i doct limyn 0

(limita mportuluz este egald cu raportul limitelor).

Demonstratie. 1. Deoarece x, — v, = x, + (—1)yy, iar ((=1)y»)n>0 este conver-
gent cu limita —y (din Teorema 2.22), urmeaza ca

Jim (o = ) = Jim i (D) = Jim, = Jim

2. Ca mai sus, sirul (;—”) este bine definit, cu exceptia eventuald a unui numar
n

finit de termeni. Deoarece ( yln)nZO este convergent cu limita %, urmeazd ca

1 lim x,,
. Xp . . . N—s00
im — = limx, - — = limx, - lim — =
n—eol, N0 Yn noo0 - n—ooly, nlgr.}oyn

Se poate demonstra de asemenea urmatorul rezultat.
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Teorema 2.24. Fie (x,),>0 i (Yn)n>0 doud siruri convergente de numere reale astfel

ca limx, = x > 0, x, > 0 pentru oricen > 0, limy,, = y. Atunci sirul putere
n—oo " n—oo

(x>0 este convergent. In plus, are loc relatia

lim y,
lim (x3") = ( lim xn) " (limita puterii se distribuie atdt bazei si exponentului).
n—oo n—00

Alegand sirurile constante (y,),>0: ¥n = k, k € IN*, respectiv (Yn)n>0: Yn = %,
p € IN*, p > 2, se obtine urmdtoarea consecinta a teoremei de mai sus.

Corolar 2.24.1. Fie (x,,),>0 un sir convergent de numere reale astfel ca lgn Xp=x>0,
- n—oo
xp > 0 pentruoricen > 0,k € IN*, p € IN*, p > 2. Atunci

k
1. 1311 xk = (lim xn> = x* (limita puterii este egalii cu puterea limitei).
n—o0 n—oo

2. lim ¢/x, = C/nlgn xy = {/x (limita radicalului este egalii cu radicalul limitei).

n—o0o

Analizdm acum cazul in care (x;),>0 are limita 0.

Teorema 2.25. Fie (x;),>0 un sir convergent de numere reale strict pozitive astfel
ca nh_r)rolo xn = 01 fie (Yn)n>0 un sir convergent de numere reale astfel ca 7111—1;];10 Yn =
y # 0. Atunci

1. Daciy > 0, atunci lim (x3") = 0.
n—00

2. Daciy < 0, atunci 1i_r>n (x3") = +oo0.
n—oo

Consideratii asemdndtoare se pot formula in cazul in care (x,),>0 este un sir

convergent de numere reale strict negative cu limita 0, sau mdcar contine termeni

negativi, cu rezerva ca (x%”)nzo trebuie mai Intai sa fie bine definit. De exemplu,
pentru x, = —% Siyy = %, Xt =%/ —% nu este definit pentru nicio valoare a lui
n.

Totusi, dacd (x,),>0 $i (¥n)n>0 au ambele limita 0, nu se poate afirma nimic
despre convergenta sau divergenta sirului (x;"),>0, spunandu-se cd 0° este un
caz de nedeterminare. Acest lucru se poate observa din urmadtoarele exemple.

Yn _

e Daca x,, = zl"/ Yn = %, n > 1, atunci x;, —

N[—
N[—
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e Dacad x, = 2%, Yn = —%, n > 1, atunci x;;" = 2" — 4-o0.
e Dacid xy = &, yn = — L, n > 1, atunci 2" = 20" nici ma
n = i, Yn = -—,n > 1, atunci x;," = nici madcar nu are
limita.

2.2.5 Operatii cu siruri cu limita infinita

Teorema 2.26. Fie (x,),>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale.

1. Daci lim x, = +oo i limy, =y € R\ {—oo}, atunci lim (x, + yn) =

n—00
—+00.
2. Daci lim x, = —oo i limy, =y € R\ {+oo}, atunci Jim (x + yn) =
— 00,

Rezutatul Teoremei 2.26 poate fi prezentat si sub forma prescurtata

0+ Cc=00, 00400 =0,

_oo_|_C:—OO, —OO—|—(—OO):—OO,CER

Teorema 2.27. Fie (x,)n>0 i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale.

1. Daci im x, = +cogi limy, =y € R,y > 0, atunci lim x,y, = +o0.

2. Daci lim x, = +ooi limy, =y € R, y < 0, atunci lim x,y, = —co.
3. Daci nh_r)rc}oxn = —00si nh_r)rc}oyn =y € R,y > 0, atunci nli_r)rc}oxnyn = —c0.
4. Daci lim x, = —cosi limy, =y € R, y < 0, atunci lim x;,y, = +oo.

Rezutatul Teoremei 2.27 poate fi prezentat si sub forma prescurtata

C.p.- +00 = +00, cn.-+00 = —00,

Cp.-—0 = —00, CN.:—00 = +00,

i

unde prin c.p. si c.p. intelegem ,,constantd reala strict pozitiva" si respectiv ,,con-
stanta reald strict negativa".
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Teorema 2.28. Fie (x,)y>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale.

1. Dacdi 11m 0 Xy = +00 si hmyn =y c R,y > 0,atunci hmy— = +o00.

n=sooYn
2. Dacdnli_{roloxn = 4ocogi hmy,1 =yeR y <O, atuncznlg{}o% = —o0.
5 Dacdnli_{r.}oxn = —ocogi hmyn =yeR y>0, atuncznll_r)rgo—n = —o0.
4. Daco‘ir}gl;oxn = —00§1nlglc}oyn =yecR,y<0, atuncznh_r&y—n = +o0.

Rezutatul Teoremei 2.28 poate fi prezentat si sub forma prescurtata

S S
- — OO, - — _OO/
c.p. c.n.

— 00 —00

— = —00, —— = 0

c.p. c.n.

Teorema 2.29. Fie (x,),>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale.
Daci lim x, = x € Rgi hmyn =y € {—o00,+o0}, atunci lim ;" = 0.

n—oo n—ooJn

Rezutatul Teoremei 2.29 poate fi prezentat si sub forma prescurtata

C C
— =0, —=0,ceR.
(e8] (0,0)

Teorema 2.30. Fie (x,),>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale.

1. Dacii lim x, = +o0 i limy, =y € R, y > 0, atunci lim x4 = o0

2. Dacit lim x, = +oo i limy, =y € R, y < 0, atunci lim x;" = 0.
n—00 n— o0 n—o0

Rezutatul Teoremei 2.30 poate fi prezentat si sub forma prescurtata
0oCP — o0, 0ot — (.

Daca (x,),>0 are limita co iar (y,,),>0 are limita 0, nu se poate afirma nimic despre
convergenta sau divergenta sirului (x%”)nzo, spunandu-se ci oo este un caz de
nedeterminare. Acest lucru se poate observa din urmadtoarele exemple.
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* Daciax, =2",y, = %, n > 1, atunci x%” =2 2.

< 2 .
e Dacd x, =2",y, = %, n > 1, atunci x%” =2" 5 +oo.

(="

. _1\n . . o . i
-—,n > 1,atunci X = 26" hici micar nu are limit.

* Dacix, =2",y, =

In general, nu se poate afirma nimic despre convergenta sau divergenta pro-
dusului dintre un sir convergent si un alt sir care nu are neaparat limita. Totusi,
sub ipoteze aditionale, are loc urmatorul rezultat.

Teorema 2.31. Produsul dintre un sir marginit (x,),>0 i un sir (Yu)y>0 conver-

gent la 0 este un sir convergent la 0.

Demonstratie. Fie ¢ > 0 arbitrar. Cum (x;),>0 este mdrginit, existd M > 0 astfel
cd |x,| < M pentru orice n € IN. Deoarece (1,),>0 este un sir convergent la 0,
existd un rang n, € IN astfel ca

€ .
lyn — 0] < — pentru orice n > n,.

M
Atunci
€ .
|XnYn — 0] = |xul|yn| < MM = ¢ pentru orice 1 > 7.
Cum ¢ era arbitrar, urmeaza ca (x,Y,),>0 este convergent la 0. |

Exemplu. Daca (y,),>0 este convergent la 0, atunci ((—1)"y,),>0 este de ase-

menea convergent la 0.

Demonstratie. Este suficient sd alegem (x;),>0: X, = (—1)", care este marginit.
[ |

2.2.6 Calculul unor limite fundamentale

Limitele functiilor polinomiale
Fie P o functie polinomiald de grad k > 1,
P:R = R,P(x) =ax* + a1 x 1+ . 4 ax+ay, a #0.

Consideram sirul (x,),>0, X, = P(n). Pentru calculul limitei sirului (x,),>0 se va
scoate factor comun fortat n* (k = grad P). Se obtine ca

lim x,, = lim aknk + ak_lnk*1 +...+an+ag
n—o00 n—o0
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— limn*(a +a 1+ +a thal
- k k—1 ” e 1 leil Ol’lk

n—oo

400, dacaap >0

—o0o, dacda; <0
Sd observam cd limita termenului de grad maxim al lui P este de asemenea

lim aknk = 00-q; = lim xy,
n—oo n—oo

de unde se poate remarca faptul ca limita lui P(n) este egald cu limita termenului de
grad maxim al lui P.

Exemple. 1. lim (n® —2n? + n — 1) = oo, deoarece coeficientul terme-
n—oo

nului de erad maxim n° este pozitiv.
g P

2. li_r>n (—n* +3n® — \/2n 4 5) = —oo, deoarece coeficientul termenului de
n—oo

grad maxim n* este negativ

Limitele functiilor rationale

Fie P, Q douad functii polinomiale de grad k, respectiv [, unde k,I > 1,

P:R — R,P(x) = akxk +ak_1xk*1 +...+ax+ay, a#0O,
Q:R—R,Qx)=bx'+b_1x T4+, . +byx+by, b #0.

Consideram sirul (x,)y>0, Xn = %, presupundnd cd Q(n) # 0 pentru orice

n > 0. Pentru calculul limitei sirului (x,),>0 se va scoate factor comun fortat nk
de la numarator (k = grad P), respectiv n! de la numitor (I = grad Q). Se obtine
ca
k k—1
lim x, — lim aknl + ak_lnl +...+mn—+ap
n—co n—oo byn! +b;_yn!=1 4+ ...+ bin + by
k 1 1 1
_ hm n (ﬂk +ﬂk_1ﬁ —+ ... +H1F +ﬂ0g)

150l (b + bk 4.+ b+ bo)

0, daci k < I
=% dacik=1.
1

+oo”l;—’1‘, dacd k > |

= lim nk*lﬂ
n—00 I
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Sd observam ca limita raportului termenilor de grad maxim este de asemenea

k
an a
lim - = lim n*~ l—k,
n—eo hin 1—00 b!

de unde se poate remarca faptul ca limita lui P(:ll)) este egalid cu limita raportului

termenilor de grad maxim ai lui P gi Q.
P(n) _

De asemenea, dacd grad P < grad Q, atunci hm 0 Oy = 0, deci dacid gradul
numitorului este mai mare decdt gradul numamtoruluz atuncz limita lui g((”)) este 0.

Dacd grad P = grad Q, atunci lmgo S((’Z) = b , deci daci gradul numitorului este

egal cu gradul numdrdtorului, atunci limita lui Tn)) este raportul coeficientilor termeni-

lor dominanti.
Dacd grad P > grad Q, atunci hm 5((’;)) = +oo , deci daci gradul numdratorului

este mai mare decit gradul numztoruluz atunci lzmzta lui g((’:l)) este +oo dacd coeficientii

termenilor dominanti au acelasi semn, respectiv —oo dacd coeficientii termenilor domi-
nanti au semne opuse.

Exemple. 1.
o 22305 L nM2-35 455) 2
n>03n2 +6n—1 n—x p2(3 4 61 — _) T3
2.
nd 4+ 4n? —n 42 n(14 45 — 5 +2%) 1
1 p— i n n n = . —
e 2n2 —3n+7 s n2(2 - 3L +7%) ooy = A
3. 2 -
2 — 5+3,
hmw:y i )_0.5:0,
n—oo 10 +4n +1 n—)oon3(1_+_4 +n3)

Subsiruri ale sirurilor marginite si nemarginite

A fost deja observat ca nu orice sir monoton este convergent. Totusi, cu aju-
torul teoremei de convergenta a sirurilor monotone, putem aradta ca din orice sir
marginit se poate extrage un subsir convergent, acest lucru reprezentand obiectul
urmatorului rezultat, numit si Lema lui Césaro.



56 Capitolul 2 SIRURI DE NUMERE REALE

Teorema 2.32. Orice sir marginit (x,),>0 contine un subsir convergent.

In mod asemdnadtor, putem observa ca sirurile nemadrginite contin subsiruri cu
limitd infinita.

Teorema 2.33. Fie (x),>0 un gir.

1. Dacd (xn)n>0 este nemdrginit superior, atunci el contine un subsir cu limita
—+00.

2. Daci (xn)n>0 este nemdrginit inferior, atunci el contine un subsir cu limita

— 00,

2.2.7 Puncte limita ale unui sir

Fie (x,)y>0 un sir dat. Vom numi multimea punctelor limitd ale sirului (x,),>0,
notatd LIM x,, multimea tuturor limitelor de subsiruri ale lui (x,,),>0.

Maini?lioéi se observd cd multimea punctelor limitd ale unui sir (x;),>0 dat
este totdeauna nevidd. Mai precis, dacd sirul este marginit, atunci el contine
un subsir convergent (Teorema 2.32), cu o limitd oarecare /, iar in aceastd situ-
atie | € I,;% xn. Dacd sirul este nemarginit superior (respectiv superior), atunci
400 € %E\é[o xy (respectiv —oco € I;I_IXIO Xy), conform Teoremei 2.33.

Exemplu. Fie (x,),>0: xy» = (—1)". Atunci I;ZI_IXIQ x, = {—1,1}. In acest scop,
se observd ca orice subsir cu limitd (care este in mod necesar finita, deoarece
(X1)n>0 este marginit) (xx, ),>0 al lui (x,,),>0 este constant de la un rang incolo,
tiind un sir convergent de numere intregi. Fiind constant de la un rang incolo,

termenii sdi sunt toti egali cu 1 sau —1 incepand cu acel rang, iar (xx, );>0

poate avea fie limita 1, fie limita —1.

Conform definitiei, se pot observa urmatoarele proprietati.

1. Daca o infinitate de termeni ai unui sir (x,),>0 sunt egali cu un acelasi nu-
mar real x, atunci putem construi un subsir convergent la x cu termenii in

cauzd, deci x € LIM x,,.
n—oo

2. Daca un sir (x;),>0 are limita /, finitd sau nu, atunci / € LE\/I Xy, pe post de
- n—,oo
subsir convergent la / putand lua chiar sirul (x;),>0.
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3. Existd siruri care au o infinitate de puncte limitd. De exemplu, pentru
(Xn)n>0:1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...,1,2,3,..n,...,

orice numadr natural este punct limitd, intrucat (x,),>o contine toate nume-
rele naturale, repetate de o infinitate de ori.

4. Dacd | € LIM xy,, atunci orice vecindtate V a lui I contine o infinitate de
termeni ai gﬁ'ilolui (x1)n>0, deoarece existd un subsir (xi, ),>0 al lui (x,),>0
care este convergent la [ si deci V contine toti termenii subsirului (xx, ;>0
de la un rang incolo.

Teorema 2.34. Fie (x,,),>0 un sir de numere reale. Atunci (x,),>0 are limitd daci

si numai dacd LIM x,, se reduce la un singur element.
n—oo

Limita superioara si limita inferioara a unui sir
Fie (x,),>0 un sir de numere reale si fie sirurile (a,),>0 si (bn)n>0 definite prin
ap = inf xp = inf {x,, x;41,...}
k>n
by, = sup xx = sup {xu, Xp41,...}-
k>n

Cum {x,41,...} € {xn, Xy41,...}, urmeazd cd a, < a,1sib, > b, 1 pentru orice
n > 0, deci (a,),>0 este monoton crescator, iar (b,),>0 este monoton descrescdtor.
Cum (a,),>0 si (bn)n>0 sunt monotone, ele admit limite. De asemenea, se observa
ca ay < by, pentru orice n > 0.

Vom numi atunci limitd superioard a sirului (x,),, >0, notatd lim supx, sau lim x;,
- n—o00 n—oo
limita sirului (b,),>0. Similar, vom numi limitd inferioard a sirului (x,),>o, notata

liminfx, sau lim x,, limita sirului (a,),>0. Deoarece a, < b, pentru orice n > 0,
n—oo 00 =
urmeaza cd
lim infx,, < limsupx.
=00 n—co

Exemplu. Fie (xy),>0: X, = 2sin 5t + (—1)". Pentru n = 6k, k > 0, urmeaza

ca Xek — Sin(ZkTC) +1=1 Sirnilar, Xek4+1 = @ —1, Xek42 = @ +1, Xek4+3 =

—1, Xgp14 = —@ +1, xx15 = _\/Té — 1. Cum fiecare dintre aceste subsiruri
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este convergent, fiind constant, urmeaza cd

V3 . V3

liminfx, = —— —1, limsupx, = — + 1.
n—eo 2 naoop " 2
Daca (x,),>0 este marginit superior, existd M € R astfel ca x, < M pen-
tru orice n > 0. Urmeazd cd de asemenea b, < M pentru orice n > 0, deci

lim supx, (= hm by) este finitd. Similar, dacd (x,),>0 este mdrginit inferior, atunci
n—oo

liminfx, este f1n1ta. De asemenea, conform Teoremei 2.33, daca (x;,),,>0 este ne-
n—oo -

marginit superior, atunci lim supx, = +oo, iar daca (x;), >0 este nemdrginit infe-
n—oo
rior, atunci lim infxn = —o0.
Fie acum l E LIM x,,. Exista atunci un subsir (xx, ),>0 astfel ca 11m N Xg, = L.
n—oo
Cum

inf x; < x;, < sup x; pentru orice k, > 0,
1>k, 1>k,

urmeaza ca

ax, < x, < by, pentru orice k, > 0,

iar trecand la limitd in aceste inegalitdti obtinem ca

liminfx, <[ < limsupx,.
n—oo n—00

Mai mult, se poate demonstra cd limsupx, € LIM X si limsupx, este cel mai
n—o0 n—o00

mare punct limita al sirului (x;),>0. Similar, hm mfxn € LIM Xp Si 11m mfxn este
n—oo

cel mai mic punct limit4 al sirului (x,),>0. In plus, deoarece

a, = inf x; > 1nf xk, by, = sup xx < sup xy,
urmeaza ca

inf x; <liminfx, <limsupx, < sup xg,
k=0 n—reo n—oco k>0

deci LIM x,, este cuprinsa intre marginea inferioard si marginea superioara a ter-
%

menilor sirului. Teorema 2.34 se poate reformula atunci sub forma urmatoare.

Teorema 2.35. Fie (x,,),>0 un sir de numere reale. Atunci (x,),>0 are limitd dacd
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si numai dacd lim infx,, = lim supx,,. [n aceastd situatie,
n—rco n—00

lim x, = liminfx, = lim supx;,.
n—00 n—00 s

Exemplul urmator indica faptul cd, dat fiind un sir (x,),>0, nu trebuie con-
fundatd lim supx, cu supx, si nici liminfx, cu ir>1fO X,. Acest lucru este dealtfel
n—oo n>

n—oo n>0
evident din faptul ca lim supx;, si liminfx,, fiind puncte limitd, nu sunt influen-
n—00 n—00
ate de valorile primilor termeni ai sirului (x,),>0, pe cAnd supx, si infx, sunt.
p $ 0P PXp 1 1
B n>0 n=
Exemplu. Fie (x,),>0: Xn = (=1)"2E2. Atunci xp, = 2212, care este strict
p >0 n+1 2n+1
descrescator cu limita 1, iar xp, 11 = — %, care este strict crescator, cu limita
—1. Atunci
. .. . 3
limsupx, =1, liminfx, = -1, supx;, =x90=2, infx, =x = —3.
n—s00 n—oo >0 n>0 2

Totusi, lim supx;, silim infx;, retin unele proprietdti de marginire caracteristice
n—00 n—oo
supx;, si ing xn, chiar dacd intr-o formd mai slaba. Aceste proprietdti sunt cuprinse
n>0 n=
in urmadtorul rezultat. Reamintim ca

xp < supx, pentruoricen >0, x, > ingxn pentru orice n > 0.
n>0 nz

Teorema 2.36. Fie (x,,),>0 un sir mdrginit si fie e > 0. Atunci

1. Existid n} € N astfel ci x,, < lim supx,, + € pentru orice n > n}.
n—oo

2. Existi n? € N astfel ci x, > lim infx, — € pentru orice n > n?.
n—oo

Cu un rationament asemanator, folosind teoremele de caracterizare analitica
a marginii superioare si marginii inferioare a unei multimi, se poate demonstra
cd marginea superioard si marginea inferioard a unei multimi marginite se pot
obtine ca limite de siruri cu elemente din acea multime.
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Teorema 2.37. Fie A C R o multime mdrginitd. Existd atunci doud siruri (x,)n>0

si (Yn)n>0 de elemente din A astfel ca li_r>n Xp = sup A, li_r>n yn = inf A.
B n—oo n—oo

2.2.8 Siruri fundamentale (Cauchy)

In cazurile in care limita unui sir este dificit de intuit sau determinat numeric,
poate fi util un criteriu de convergenta care sd nu facd apel la determinarea limitei
sirului. Consideratiile de mai jos permit demonstrarea convergentei unui sir fara
determinarea limitei acestuia.

Fie (x),>0 un sir. Spunem cd (x,), >0 este sir fundamental, sau sir Cauchy, dacd
pentru orice € > 0 existd un rang n, € IN astfel incat |x, — x,,| < & pentru orice
m,n > ne.

Echivalent, (x,),>0 este sir Cauchy daca pentru orice ¢ > 0 exista un rang
ne € IN astfel incat |x, — xn+p\ < e pentru orice n > n, siorice p > 0. Intuitiv, intr-
un sir Cauchy toti termenii sunt apropiati unul de celdlalt de la un rang incolo.

Teorema 2.38. Fie (xy),>0 un sir Cauchy. Atunci (x,),>0 este marginit.

In particular, fiind marginit, orice sir Cauchy (x,),>0 admite un subsir conver-
gent.

Teorema 2.39. Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Atunci (x,),>0 este sir Cauchy

dacd i numai dacd este convergent.

Exercitiu. Fie (x;),>1: x4 = 1+ % + % +... 4+ % Demonstrati ca (x,),>1 nu

este convergent.

Solutie. Vom ardta ca (x;),>1 nu este sir Cauchy. Sd presupunem prin reducere
la absurd ca (x,),>1 este sir Cauchy. Conform definitiei sirului Cauchy, aplicatd
pentrue = %, existd unrangn; € IN astfel ca |xn — x| < % pentru orice m, n > njy.
In particular, pentru m = 2n, urmeaza ca

1 .
X — X0, | < 3 pentru orice n > nj.
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De asemenea,

|x—x|—1+1++l>ni—1
meEm T T T2 T o T o 2

contradictie. Urmeazd cd (x,),>1 nu este sir Cauchy, deci nu este nici convergent.

Exercitiu. Fie (x,);>1: x, = <5~ + “’25—22" +...+ <57+, Demonstrati ca (x,),>1

este convergent.

Solutie. Vom ardta cd (x;),>1 este sir Cauchy. Mai intai, observam cd au loc ine-

galitatile
cos(n+1)x  cos(n+ 2)x cos(n + p)x
[nsp = xnl = | =5 TEE R T s vEr

cos(n + 1)x cos(n + 2)x cos(n + p)x

= on+1 on+2 +..t on+p

< 1 1 11 1 1 1

_W+W+"'+Z”—+P_W +§+...+F
1 1-—% 1 1

~ ontl 1-1 < Sutd '2:27'

Fie ¢ > 0. Deoarece lim & = 0, existi un rang ne € IN astfel ca L o<¢ pentru
o« nﬁ)ooz 2
n > n.. De aici,

|xn+p — x| <e pentru orice n > n, si orice p > 0.
Urmeazad cad (x,),>1 este sir Cauchy, deci este convergent.

Xn+1

2.2.9 Criterii de convergentd utilizand raportul ”
n

Prezentam mai intdi o inegalitate intre limitele unor siruri de radicali, respectiv

rapoarte, asociate unui sir cu termeni strict pozitivi.

Teorema 2.40. Fie (xy,),>0 un sir cu termeni strict pozitivi. Are loc inegalitatea

.. X .. . . X
lim inf="*1 < liminf{/x, < limsup/x, < lim supn—H.
n—oo xl’l n—,oo n—s00 n—s00 xn
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Conform Teoremei 2.35, din rezultatul de mai sus se poate deduce imediat
urmitorul criteriu de existentd a limitei radicalului de ordin 7 al unui sir dat. In
acest mod se poate reduce calculul unor limite care contin radicali de ordin 7 la
calculul unor limite de rapoarte, care pot fi mai simple decat cele dintai.

Teorema 2.41. Fie (x;),>0 un sir cu termeni strict pozitivi. Dacd existd 1im % =
- n—o00

n

I € R, atunci existi si nh_r}r.}o Y, = 1.

Exercitiu. Demonstrati ca

1. lim /a = 1,unde a > 0.

n—oo
2. nlgr.}o\/ﬁ =1

Solutie. 1. Fie (x,);,>2: x, = a. Atunci lim % = lim 2 = 1, deci de asemenea
- n—oo

n—oo n
lim /x,, = lim /a = 1.
n—oo ¥ N n%oo\/_
2. Fie (X;)p>2: Xp = n. Atunci lim 21 = lim £l = 1, deci de asemenea
= n—oo *n n—oo
Iim /x,, = lim /n = 1.
n I’l*)OO\/_

n—00

. 1 . . a
Convergenta si divergenta sirului (a,),>0: 4, = ", pentru care raportul —ntd

an
are valoarea constanta [ € [0,0), a fost discutatd anterior. In cele ce urmeazs,
Xn+1

vom observa ca un sir cu termeni strict pozitivi (x;), >0 pentru care raportul

n
are limita /, fard a fi neapdrat constant, are aceeasi convergenta sau divergenta cu
(an)n>0, cu exceptia eventuald a cazului in care | = 1.

Teorema 2.42. Fie (xy),>0 un sir cu termeni strict pozitivi. Dacd existd 1im x;—:l =
- n—o00

| € R, atunci
1. Dacil € [0,1), atunci lim x,, = 0.
n—,oo
2. Dacil € (1, 00], atunci 1i_r>n X, = +o00.
n o0

3. Daci | = 1, atunci li_r>n Xn hu poate fi precizatd a priori cu ajutorul limitei
n—o00

raportului (spunem cd este un caz de dubiu).
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Exercitiu. Demonstrati ca

1. lim & = 0, undea > 0.
n—oo '

2. lim % = 0,undea > 1,k > 0.

n—oo

Solutie. 1. Fie (x;,),>0: xn = ’:Z—’: Atunci

g+l
. Xntl . (D! . a
lim 2L — fim YD iy =0,
n— Xy n—s00 % n—oon + 1
deci de asemenea lim x,, = 0.
n—o00
. k .
2. Fie (xp)n>0: Xp = Iy. Atunci
(n+1)F
. Xpai . =N ..o n+1 1 1
lim 2 = lim 2" = lim = =-¢€(0,1),
n—oo x?’l n—oo 7’1_” n—oo n a a
a

deci lim x,, = 0.
n—o00

Cea de-a doua proprietate poate fi exprimatd prescurtat prin faptul cd functia
exponentiald creste mai rapid cdtre +oo decat functia putere.

Exercitiu. Determinati

limZ-4-6-...'(2n—i—2)
n—el-4.-7-...-Bn+1)

Solutie. Fie (x,),>0: X = %m Atunci

2-4-6-...-(2n+2)-(2n+4)

lim Sy DA Onr DG g 204

n—eo Xy S0 2:4:6-..-(2n+2) =
T47.-3n+1)

2
= €(0,1),
S€0OD

deci lim x;,, = 0.
n—oo

2.2.10 Teoremele Stolz-Césaro

Teoremele urmatoare, numite si Teoremele Stolz-Césaro, sunt aplicabile limitelor de

rapoarte de siruri de forma lgn 5, care pot fi reduse la calculul unor limite de ra-
n—oon

poarte de siruri de forma lim Z”E—:Z’;, posibil mai simple, mai ales daca (a,),>0 si
n—oon et
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(bn)n>0 sunt definite cu ajutorul unor sume. Ele sunt denumite respectiv Teorema
Stolz-Césaro pentru cazul de nedeterminare 8 si Teorema Stolz-Césaro pentru cazul de
nedeterminare 2, pentru a indica situatiile uzuale de aplicabilitate, desi pentru ca-
zul de nedeterminare & numai limita numitorului este ceruta in mod explicit a fi
—+00.

Teorema Stolz-Césaro pentru cazul de nedeterminare

Teorema 2.43. Fie (a,),>0 si (bn)n>0 doud siruri de numere reale astfel incit

1. (by),>0 este strict crescitor si lim b, = +oo.
— n—oo

2. Existd lim 72— =] € R,
n—oo¥n+1 n

Atunci existd gi lim % = 1.
n—oo¥n

Exercitiu. Determinati

y 14+V2+34...+n
m .
n—=01 4243 +...+/n

Solutie. Fie

(@n)n>0:an =14+ V2+V3+...+n
(br)n0: by =1+ V2+ V34 ...+ /1

Deoarece b, 11 — b, = /n > 0, urmeazd ca (b,),>( este strict crescitor. Cum
lim /7 = 400, urmeaza ca lim b, = +oo. In plus,
n—r00 n—00

fim 21 = O VAL

n—00 bn+1 — by n—o0 \/7’1——1—1 '

deoarece lim {/n = 1. Urmeazi ci de asemenea lim 7* = 0, deci valoarea limitei
n—oo n—oon

din enunt este 0.

Exercitiu. Fie g € (0,1). Demonstrati cad nlglgo ng" = 0.
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Solutie. Mai intai, se observa ca

. n_ . n
A _nlgiloG)"'
q
Fie (an)yz0 : n = 1, (B0 : by = (). D LS {dar by — by =
Wn>0 © A , (bn)n>0 © bn ;) - Deoarece | iar by,.q "
N* (1 _ < % . x 1\
(5) <§ 1) > 0, urmeaza ca (b,),>0 este strict crescdtor. Cum nlgx(}o ( q) = 400,
urmeaza cd 1i_r>n b, = +co. In plus,
n [ee)
lim 1~ An lim; -0
n—oob —b, nseo(1\"(1 _ B
n+1 n (q) (q 1)

Urmeaza ca de asemenea lim 3* = 0, deci valoarea limitei din enunt este 0.
n—soon

Teorema Stolz-Césaro pentru cazul de nedeterminare 8

Teorema 2.44. Fie (a,),>0 si (bn)n>0 doud siruri de numere reale astfel incit

1. lima, =0.
n—oo

2. (by)n>0 este strict descrescitor si lim b, = 0.
— n—oo

3. Existid lim &1=% — ] ¢ R.
—00bnt1—bn

Atunci existd gi lim ¢* = 1.
n—o0n

2.2.11 Siruri cu limita numarul e

. A . . n 9 . Ae
Vom considera in continuare sirul (x,),>0 : Xp = (1 + %) , caruia 1i vom demon-

stra convergenta.

Teorema 2.45. Fie (X)y>0: Xn = (1 + %)n Atunci (x,),>0 este strict crescitor si

mdrginit.

Demonstratie. Monotonie

Folosind formula binomials, observam ca

1\" n L 1 k n L 1 k
A < +n> k;OC” <n> +). G <n>

k=1
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& -1)..n—(k—-1 1
:Hk;nm ol =1) 1

:1+i(1_%> <1—%)...(1_k;1>%

Cu acelasi rationament,

ntl 1 2 k—1\ 1
_1 (1_ )(1_ )...(1_ )_.
Yn+l +k; n-+1 n+1 n+1/ k!

Comparand factor cu factor, obtinem ca

(=) 0= 0=557) < (-55) (-555) - 0 =553)

pentru orice 1 < k < n, deci x,, < x;,41, iar (x,),>0 este strict crescator.

Mirginire

Observdm ca

iar cum
1-2-...-k>1-2...-2 =21 pentru k > 2,

obtinem ca

noq nooq 11 1
xn§1+1+zﬁ§1+1+zzk—_1:1+ I+5+5+F o
k=2"" k=2
1
_ 14l g
— T < 3,
1=3

Cum (xy), >0 este monoton crescdtor, x,, > x; = 2 pentru orice n > 1. In concluzie
2 < x, < 3pentruoricen > 1,

deci (x;),>0 este marginit.
Fiind monoton si mdrginit, (x,),>0 este convergent. Prin conventie, se noteaza
cu e limita sa, unde e = 2.71828.... [ |
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Din teorema de mai sus se obtine urmatoarea egalitate importanta

1 n
lim (1 + —) =e.
n

n—oo

De asemenea, se observa ca

n

—n n n—17 n—1
lim <1 — 1) = lim ! - = lim ( " ) = lim (1—!— ! >
n—o00 n n—o00 (n—l) n—oco \71 — 1 n—co n—1

deci

: +1 ] g
Teorema 2.46. Sirul (Yn)n>0: Yn = (1 + %)n este strict descrescitor si conver-

gent la e.

Demonstratie. Monotonie
Pentru a demonstra ca (y,),>0 este strict descrescator, observam ca

1>n+1 ( 1 )TH-Z <n+1>n—l—1 <n+2)1’l+2
(1+E > 1+1’l+1 ~ , > P

- n+1 . <n(n+2)>”+1© s n+1 . n(n+2)

n+2" \(n+1)? n+2" (n+1)2

Aplicand inegalitatea dintre media geometricd si media armonica numerelor 1,

1,...,1, Z—i;, obtinem ca

’”\1/1 , n+1 n+1 (n+1)?

> = .
n+2" 14+14...+1+22  n2+2n+2

Ramane deci sa demonstram ca

(n+1)>2 S n(n 4+ 2)
n24+2n+2 = (n+1)2’

ceea ce este imediat, deoarece

>4+ 2n+2nmn+2)=[n+17>+1[n+1)%-11=n+1* -1 < (n+ 1~
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Deoarece (1,,),>1 este strict descrescator, el este marginit superior de y;. Conform
inegalitdtii lui Bernoulli,

1 n+1 1
<1+—> >14+Mn+1)- >2,
n n

deci (y,)n>1 este si mdrginit inferior. Cum (y,),>1 este monoton si marginit, el

este convergent. In plus

n+1 1 n 1
lim (1 + —) = lim (1 + —) lim <1 + —> =e,
n—oo n n—oo n n—o00 n
deci limy, =e. |
n—oo
Cum termenii unui sir strict crescator sunt strict mai mici decat valoarea li-

mitei, respectiv termenii unui sir strict descrescdtor sunt strict mai mari decat
valoarea limitei, obtinem din cele de mai sus ca

1 n 1 n+1
(1+—> <e<<1+—> ,
n n

de unde, prin logaritmare
1 1 1
IR AT
] <In{1l+ . < "

Cateva consecinte importante ale convergentei sirurilor de mai sus, motivate
de egalitatile deja obtinute, sunt indicate in cele ce urmeaza.

Teorema 2.47. Au loc urmiitoarele proprietiti.

1. Fie (pn)n>0 un sir de numere reale strict pozitive cu li_r>n pn = +oo. Atunci
- n—o00

lim (1 + pl—n)pn =e.

n—o00
2. Fie (my)y>0 un gir de numere reale strict negative cu lim m, = —oo. Atunci
— n—o00
. m
lim (1—1—%) "—e.
n—00 n

1
3. Fie(zy)n>0 un sir de numere reale nenule cu lim z,, = 0. Atunci lim (1 + z,)
= n—00 n—00

e.
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Exemple.
o 41\ 5\t ot 52 (n+1)
J%(Zn—l) :nlg{}o<1+2n_1> = lim (1+2n—1>
5\ 2l Jim 23
= i, <1+2n—1> ] -
Alidi,
2
(Zn)n>1:2Zn = T 0 pentru n — oo.
2n2 —n+1 nt2 n n+2
lim (27 MED) < im (1)
ngroIO(ananqu) Fiavs 212 +n+1
[ 202441 Zn{f:+1 (n+2)
= lim (1 )T
n—roo 2n2+n+1
] ] 3 — 7127 n
[ 202401 ] ngrc}oﬁ
= lim (1 — 2—7’1 -
n—eo 2n2+n+1
- _
= e_l = —,
e
Aici,
2n
(Zn)n>1:2n = sl — 0 pentrun — oo.

Din Teorema 2.47 se pot deduce de asemenea si urmadtoarele proprietati.

Teorema 2.48. Fie (x,),>0 un sir de numere reale nenule cu lim x, = 0. Atunci

n—o0
1. lim In(l + %) =1.
n—00 Xn
aXn —
2. lim = Ina pentru orice a > 0.

n—oo xl’l
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k_
3. hmw

= k pentru orice k € R.
n—00 Xn

Exercitiu. Demonstrati ca

1
lim — =0, k>0.
n—oo n

Solutie. Deoarece k > 0, sirul (by),>0, by = nk, este strict crescitor cu limita +oo.
Aplicand atunci Teorema 2.43 obtinem

_Inn . I+l —Inn  W(1+1) 1 1
lim — = lim Ik — = lim 1 z =
n—eo 1 n=eo (n+1)F —n e g (1+%) -1
In(1+1 1 1 1
= lim (1 ) ————=1-2-0=0.
n—o0 - I (1+1)'—1 limn k
L

Proprietatea poate fi exprimata prescurtat prin faptul ca functia putere creste mai
rapid cdtre 4-co decat functia logaritmica.

Exemple. 1.
1
. n . 2E - 1
lim n(\/i —1) = lim —— =In2.
n—oo n—oo E
2.
(V2B Y2+ 3/3-2\"
lm |( ——— | =lm |14+ ———
n—o0 2 n—00 2

_ Na+ ’\’/5—2n
2

B 2
. C/§+C/§_2 Wt 32
:111’1’1 1+—
n—00 2
] L S
i (14 V23 -2) Ttz T
i e

-1

1 1
Y 7 1
_ e(naoo L Tuse 1 )2 _ e(ln2+ln3)% — eln\/2-3 — \/6
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Un alt sir cu limita e
Fie acum sirul (e;;),>1 definit prin

1 1 1 1
ey = +ﬁ+i+...+m.

Teorema 2.49. Sirul (e,),>0 este convergent cu limita e.

Demonstratie. Cum ¢,,.1 — e, = ﬁ, (en)n>0 este strict crescdtor, deci e, >
e; = 2 pentru orice n > 1, iar conform inegalitdtilor obtinute in Teorema 2.45,
ep < 3 pentru orice n > 1. In concluzie, (en)n>0 este mdrginit. Fiind si monoton,
(en)n>0 este convergent; sd notdm cu ¢’ limita sa. S& notdim de asemenea (xy,);>1:
Xy = (1 + %)n Deoarece x,, < e;, obtinem prin trecere la limitd pentru n — oo ca
e<e.

Fie acum 1 < m < n fixat. Atunci

=12 () (D) () g

k=1
u 1 2 k—1\ 1
(- (-2) (-
<t k_Zl n n n J k!
Trecand la limitd pentru n — oo in relatia de mai sus, obtinem cd
21
e S 1 + k_zl HI

adicd e < e;;,. Cum aceastd egalitate este valabild in fapt pentru orice m (restrictia
m < n se elimind prin alegerea de la inceput a unui n suficient de mare), prin
trecere la limitd se obtine cd e < ¢/. Cum si ¢’ < ¢, urmeazd cd e = ¢, iar (e,),>0
este convergent tot la e. |

Din cele de mai sus, se obtine urmatoarea egalitate

I (1+1+1+ +1)—

Irationalitatea lui e
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Teorema 2.50. Numdrul e este irational.

Constanta lui Euler
Fie acum sirul (c;;),,>1 definit prin

c—l—i—l—i—l—l— —|—1 Inn
n_ 2 3 . o e n .

Teorema 2.51. Sirul (c,),>0 este convergent.

Demonstratie. Vom demonstra cd (c;),>0 este monoton si marginit.
Monotonie
Observam ca

1 1 1
Cn+1—Cn—n—_i_l—ln(n—i—l)—i—lnn—n—_i_l—ln(l—i_E) <O,

deci (c;)n>0 este strict descrescator.
Mirginire
Cum (cy)n>0 este strict descrescator, el este marginit superior. Observam ca

1 1
— = = — > 1.
In(k +1) — Ink 1n<1—|—k> > k+1,pentruk_1

Sumand inegalitatile obtinute pentruk =1,k =2, ..., k = n — 1 obtinem ca

1 1
lnn>§+...—|—E<:>cn<1pentrun22,

Cum (c,)n>0 este monoton si marginit, el este convergent. Prin conventie, se no-
teazd cu < limita sa, unde ¢ = 0.57721.... Numarul -y astfel definit se numeste
constanta lui Euler. [

Exercitiu. Determinati

lim( ! + ! + +l>
nseo\n+1 n+2 ~~ 2n/)

Solutie. Au loc relatiile

1 + L + +1—<1+1+1+ +1—ln(2n)>
n+1 n+2 7 2n 2 3 7 2nm
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1 1 1

—(1+—+—+...+——lnn>+1n2n—lnn
2 3 n

=Cyp — Cp +In2.

Cum lim ¢y, = 11m Ny =, urmeaza cd limita din enunt este In 2.
n—oo

Aplicatii
2.1. Fie (Xn)n>0: Xn = 5% +5 Precizati valorile lui n pentru care |x, — % < %.
2.2. Fie (xu)n>0: Xpt1 = X2 —2x, +2,x0 = %.

1. Demonstrati ci x, 41 — 1 = (x, — 1)%.

2. Determinati expresia termenului general x,,.

3. Determinati 1115130 Xy.

2.3. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:
1) lim 2040’ +3n2—nt5. ) lim (In(n? + 21+ 3) — In(3n? + n — 6));
n—oo

nseo 3n3—2n2+4+n—6 '

In(n24+n+1)
3) ,}g{}oln(nuznﬁ)

2.4. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:
. V5 n 1\7+1 2\2n+3 . onign
D Jﬂ((?) +(1) +(3) P 2) im g
3) lim Ar’4n-1 (3)”. 4) lim L5052, 405", 5y 1) (VEHVI)' (V5 vt

oo 32 A8 e 135 e e (VA —(/5a)

2.5. Daci (x,)n>0 este un sir cu proprietatea ci lim Xy, = +oo, determinati
— 0

Xp+2 . X242 xn+3
1) 111rn2 pnc¥ 2) hm 3x =y 3) i T}%manrZ

2.6. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:
: ) . 3nH(=1)" Vn+2—/n+1,
D Jim (Vo Vi == )i 2) lim 2 3) lim e
4) lim (\3/113 +n— n).

n—o0

2.7. Folosind eventual un criteriu de majorare-minorare, demonstrati ci

1) lim sinls2sinZb.fnsinn — 0; 2) lim (2n 4 nsinj) = +oo;
n—oo n—oo

3) nh—l;];lo( n +[n]cos7) = —oo.
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2.8. Fie sirul (x,)p>1: Xn = 132‘16—(2’;1) Demonstrati ci 0 < x, <

1
WeTES] pentru
orice n > 1 si determinati de aici lim x,,.

n—00
2.9. Fie sirul (xp)y>2: Xn = /2" + 3". Demonstrati ci 3 < x, < 32 pentru orice
n > 2 si determinati de aici lim x,,.
n—,oo

2.10. Fie girul (x,)y>2: Xn = /n. Se noteazi x, = 1+ a,, n > 2. Demonstrati cii
2 . . . . . .
0<a, < \/; si determinati de aici 1111_1}1010 Xp.

2.11. Fie girul (xp)p>2: Xy = {1/1 +V24+ ...+ V. Demonstrati cdi 1 < x, < C/ﬁz
pentru orice n > 2 si determinati de aici lgn Xp.
n o

2.12. Determinati

5{2714—1 2n—|—5] 6{2714—1 2n+5]
B 3n+2"3n+11" - 3n+2"3n+1J1

ﬂ {3n+4 3n+8] ﬁ 3n+4 3n+8}
i 4n+5"4n+9 M 4n+5"4n+9)1

2.13. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:

1) lim ( n?+n )”*ﬁ; 2) h (2"+3>”+1“”; 3) lim <2n+3\/ﬁ+5>\/ﬁ.

00 \n2+n+1 21 +1 00 2n+5

2.14. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:

l)hm\/l—i— e+ L 2) lim {/27 37§ 5",

n—oo

2.15. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:
n+1
1) lim 2, 2) Jim V0D

n—oo n—oo \/T?

2.16. Folosind eventual una dintre teoremele Stolz-Césaro, determinati valorile urmitoa-

relor limite de siruri:
. 1.2.342-3-4+...4+n-(n+1)- (n+2) 1 1 1.

H—00 n?(n+1)* n—sooll
VItVat.
3) S
2.17. Determinati lim supx,, si hm 1nfxn in urmdtoarele situatii:
n—r00
1, D7

1. (Xn)n>0" Xn = S R
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3. (Xu)nz0 T = arcsin(—1)" + arccos(—1)" ! + arctg(—1)"*2;

n

4 (tusor xn = (2)" T 4 (V230 12— VnZ +2n+3)

2.18. Fie (xp)n>0: Xn = 2+ 34 cos "5, Determinati Iﬁ% Xp.

2.19. Fie(xn)n>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere pozitive astfel incit lgn xp=1%#0.
> > v

Atunci lim supx,y, = [ - limsupyy,.
n—o0 n—o0

2.20. Determinati valoarea limitei:

1.2

Loetem L.
lim
n—oo n

.en

2
2.21. Fie girul (xp)n>0' Xn41 = 1745, 1 > 05ixg = L.

1. Studiati monotonia si marginirea sirului (x,),>0.

2. Demonstrati ci sirul (x,),>0 este convergent gi precizati-i limita.

3. Folosind eventual una dintre teoremele Stolz-Césaro, determinati nl1_r>ro10 nXxy.
2.22. Fie girul (x)y>0: Xns1 = V/3xn — 2,1 > 0si xg € (1,2).

1. Demonstrati ci 1 < x, < 2 pentru orice n > 0.

2. Demonstrati ci (x,)n>0 este strict crescitor.

3. Demonstrati ci (x,)n>0 este convergent si precizati-i limita.

2.23. Fie sirul (Xy)n>0: Xn = \/2 +V2+...+ V2.

TV
n radicali

1. Determinati o relatie de recurentd verificati de termenii sirului (x,),>0.
2. Demonstrati ci 0 < x, < 2 pentru oricen > 1.

3. Demonstrati ci (x,)n>0 este strict crescitor.

4. Demonstrati ci (x,),>0 este convergent si precizati-i limita.

2.24. Fie sirul (x)n>0: Xp41 = Xn — X2 + x5, 1 > 08i xg € (0,1).
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1. Demonstrati ci 0 < x, < 1 pentru orice n > 0.

2. Demonstrati cd (x,),>0 este strict descrescitor.

3. Demonstrati ci (x,)n>0 este convergent si precizati-i limita.
2.25. Fie sirul (Xy)n>0: Xpt1 = Xn + xl—%, n>0sixg>0.

1. Demonstrati ci x, > 0 pentru orice n > 0.

2. Demonstrati ci (x,)n>0 este strict crescitor.

3. Demonstrati cd nl1_r>r010 Xy = +oo.

2.26. Determinati

nm<1_1+1+ +L—i)
n—00 2 3 7 2n—1 2n/)°

2.27. Dacd un sir monoton (x,),>0 are un subsir convergent, atunci (x,),>o este de
asemenea convergent.

2.28. Dacd un sir (x,),>0 are o infinitate de subgiruri convergente, rezultd cd acesta este
convergent?

2.29. Fie (xn)n>0 un sir si | € R. Dacd orice vecindtate V a lui I contine o infinitate de
termeni ai sirului (x,),>0, rezultd cd sirul are limita 1?

2.30. Determinati a,b € R astfel ca

lim (\/4n2—|—4n+3—an—b) = 2.

n—oo



