Capitolul 8

SIRURI SI SERII DE FUNCTII

8.1 Siruri de functii

Fie D C R, D # Osi fie fy, f1, f2,-.. functii reale definite pe multimea D. Sirul
fo, fi, f2, ... se numeste sir de functii si se noteaza cu (f,),>o0. La fel ca si in cazul
sirurilor numerice, dorim sa studiem proprietitile de convergenta ale sirurilor de
functii, investigand posibilele moduri in care se poate defini notiunea de conver-
gentd, si sa cercetdm dacad tipurile de convergenta astfel definite realizeazd sau
nu transmiterea unor proprietati uzuale ale functiilor de la termenii unui sir de

functii la functia limita.

8.1.1 Punct de convergenta. Multime de de convergentd. Limita
unui sir de functii
Marginire uniforma

Fie (fu)n>0 un sir de functii definite pe multimea D. Vom spune cd (f),>0 este
uniform mdrginit dacd existd M > 0 astfel incat |f,(x)| < M pentru orice n € N si
x € D.

Exemplu. Fie (fi)n>0, fn : R = R, fu(x) = sinnx. Atunci |f,(x)| < 1 pentru
oricen € Nsi x € IR, deci (f;),>0 este uniform marginit.

264
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Punct de convergenta. Multime de de convergenta

Fie (f1)n>0 un sir de functii definite pe multimea D. Vom spune cd a € D este
un punct de convergenti al sirului de functii (f,),>0 dacd sirul numeric (f,(a)),>0
al valorilor functiilor in a este convergent. Multimea tuturor punctelor de con-
vergentd ale sirului de functii (f,),>0 se va numi atunci multimea de convergenti a
acestui sir.

Functia limita a unui sir de functii

Fie (fu)n>0 un sir de functii definite pe multimea D si fie E C D multimea de
convergentd a sirului de functii (f,;),>0. Functia f : E — R definita prin

fAE=R,f() = lim f(x),

se numeste functia limitd a sirului de functii (f,),>o0.

Exemplu. Fie (fu)u>0, fu : [0,1] = R, fu(x) = ;357 Atunci

. ) 1
nlgl;ofn(x) = 7}51301 n nl—x =1, pentru x € (0,1],

iar
rllgr.}ofn(x) = nlg{}oo =0, pentru x = 0.
Urmeaza cd multimea de convergenta a sirului de functii (f,),>0 este [0, 1],

iar functia limita este

1, x€(0,1]
0, x=0

f:101] = R, f(x) = {

8.1.2 Convergenta punctuala a unui sir de functii

Fie (fu)n>0 un sir de functii definite pe multimea D si fie de asemenea f : D — RR.
Vom spune c& (fy)n>0 converge punctual sau simplu la f si vom nota f, —> f pentru
n — oo dacd pentru orice x € D sirul numeric (f,(x)),>0 este convergent la f(x).
In aceste conditii, pentru orice x € D si orice & > 0 exista un rang 1., € IN astfel
ca

|fu(x) — f(x)| <&  pentruorice n > ngy. (8.1)
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Din exemplul anterior se observa insa cd acest tip de convergentd nu asigura
transferul unor proprietdti cum ar fi continuitatea si derivabilitatea de la terme-
nii sirului de functii citre functia limits. In acest sens, desi toti termenii sirului
(fn)n>0 sunt functii derivabile pe [0, 1], functia limitd f nu este nici macar continud
pe acest interval, fiind discontinud in xo = 0. Este naturald atunci introducerea

unui concept mai puternic de convergenta.

8.1.3 Convergenta uniforma a unui sir de functii

Fie (fu)n>0 un sir de functii definite pe multimea D si fie de asemenea f : D — RR.
Vom spune ca (f,)n>0 converge uniform la f si vom nota f, — f pentru n — oo
dacd pentru orice ¢ > 0 existd un rang n, € IN astfel ca

|fu(x) — f(x)| <&  pentruorice n > n, siorice x € D,

adicd rangul 1, introdus in (8.1) nu mai depinde de x, iar diferenta | f,(x) — f(x)|
poate fi facutd suficient de mica de la un rang n, incolo indiferent de valoarea lui
x € D.

Conform definitiei, se observa atunci ca daca f, L f pentru n — oo, atunci
si fu — f pentrun — co. Implicatia inversa nu este insa adevarats, in acest sens
putandu-se considera urmatorul exemplu.

Exemplu. Fie (fu)n>0, fn 1 [0,1] = R, fu(x) = x™"(1 — x™). Atunci, deoarece
0<x"(1—x")<x",

iar liﬁm x" = 0 pentru x € [0,1), urmeaza ca li_r>n fu(x) = 0 pentru x € [0,1).
n (o) n o0

Deoarece f;(1) = 0 pentru n > 0, urmeazd ca nh_r>r010 fu(1) = 0, deci fy N f
pentrun — oo, unde f : [0,1] — R, f(x) = 0.

Fie ¢ = }1 si sd presupunem ca f, 5 f pentru n — oco. Atunci existd un
rang n. € IN astfel ca

1
| fu(x)] < 7 pentru orice n > n, si orice x € [0, 1].

Insa f, ( {l/g ) = }L pentru orice n > 1, ceea ce contrazice inegalitatea de mai

2 . u
sus. In concluzie, f, - f pentrun — co.



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL 267

8.1.4 Criterii de convergentd uniforma

Se poate obtine in mod imediat urmatorul criteriu de convergenta uniforma, util
atunci cand limita sirului este cunoscuta de la bun inceput, sau poate fi usor de-
terminata.

Teorema 8.1. Fie (f,),>0 un sir de functii definite pe multimea D si fie de asemenea
f:D — R. Atunci f, = f pentrun — co dacd si numai dacd

nli_r>r.}0<sup | fn(x) —f(x)|) =
xeD

Exemplu. Fie (fu)n>0, fn : R = R, fu(x) = 15
n — oo, unde f : R = R, f(x) = 0. In acest sens, conform celor de mai sus,

Sa aratim ci f, — f pentru

este suficient s demonstram ca

nlgr;o(wP fu@)]) =
Deoarece f, este impard pentru orice n > 0, iar f,(x) > 0 pentru x > 0,
urmeaza cd

sup | fu(x)| = sup | fu(x)| = sup fu(x)

x€R x>0 x>0

Intrucat

1+ nx? — 2nx? 1 — nx?

fil0) = et = G

urmeaza ca x, = % este unicul punct de maxim local al 1ui f;, pe [0, o), iar

cum fu(x,) = 5 f’ urmeaza cd

pentru orice x > 0,

1
n(X) < o—=,
Fult) < 5
iar
sup fu(x) = —= — 0, pentrun — oo,

x>0 2vf_

deci f, = f pentru n — .

Vom preciza in cele ce urmeaza un criteriu care constituie o adaptare a crite-

riului de convergentd Cauchy pentru siruri, mentionand in esenta faptul ca daca
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sirurile numerice (f,(x)),>0 sunt fundamentale in mod uniform, in sensul cd ran-
gul indicat in conditia Cauchy depinde doar de ¢, nu si de x, atunci (f,),>0 este
uniform convergent. La fel ca si in cazul sirurilor numerice, nu este necesar sa
tie cunoscutd limita sirului de functii, asa cum s-a intdmplat in cazul criteriului
anterior.

Teorema 8.2. Fie (fy,),>0 un sir de functii definite pe multimea D. Atunci (fn)n>0
este uniform convergent citre o functie f : D — R dacd si numai dacd pentru orice
e > 0 existd un rang ne € IN astfel incat

|fu(x) — fu(x)| < e, pentruorice m,n > n, siorice x € D.

Rezultatul se poate exprima si sub urmdtoarea formd echivalenta.

Teorema 8.3. Fie (f,),>0 un sir de functii definite pe multimea D. Atunci (fu)n>0
este uniform convergent citre o functie f : D — R dacdi si numai dacd pentru orice
e > 0 existd n. € IN astfel incit

| futrp(x) = fu(x)| <&,  pentruoricen > ng, orice p > 0 si orice x € D.

n

. sinkx . .. .
Exemplu. Fie (fu),>1, fn : R = R, fu(x) = Z ket D Sd ardtam cd (fy);>1

este uniform convergent.
Fie e > 0. Atunci

"P sinkx sin kx
\fn+p(x)—fn(x)\=(k_2 kk+1)| = Z ‘kk+1) = Z k(k+1)

Deoarece
nep P 1 1 1 1
)3 Y (-—=)= - < <e
kn+1kk—|—1) kn+1k k+1 n+1l n+p+1 n+1

pentrun > n, = [H, urmeaza ca

| futp(x) — fu(x)| <&  pentru orice n > n,, orice p > 0 si orice x € D.

Conform teoremei de mai sus, urmeazad cd (f;),>o este uniform convergent.

Urmadtorul rezultat poartd numele de criteriul majordrii si indica faptul cd o
conditie suficientd pentru convergenta uniforma a unui sir de functii cdtre o func-
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tie datd este ca modulul diferentei dintre termenii sirului si acea functie sa poata

fi majorat, indiferent de valoarea argumentului, de termenii unui sir cu limita 0.

Teorema 8.4. Fie (f,),>0 un sir de functii definite pe multimea D si fie de aseme-
nea f : D — R. Dacd existd (xy),>0 un sir de numere reale pozitive astfel incat

lima, =0si
n—oo

|fu(x) — f(x)| < apn, pentruoricen € Ngix € D,

atunci f, = f pentrun — oo,

Demonstratie. Deoarece

sup |fu(x) — f(x)| < an, pentruoricen € N,
xeD

concluzia urmeaza in mod imediat cu ajutorul Teoremei 8.1. n

Exemplu. Fie (fu)n>0, fn : [0,1] = R, fu(x) = S Atunci

| cos nx| 1

| fu(x) — 0| = 211 St pentru orice n € N six € [0,1],
iar
ARSI

deci (fu)n>0 converge uniform catre functia f : [0,1] — R, f(x) = 0 pentru
x € [0,1].

Pentru studierea convergentei uniforme a unui sir de functii a carei limitd
nu este cunoscutd de la inceput, este utild mai intai determinarea functiei limita
,punct cu punct”, tinand seama de faptul cd orice sir de functii uniform con-
vergent este in mod necesar si convergent punctual, dupd care diferenta dintre

termenii sirului si functia limita astfel obtinuta se estimeazd in mod uniform.

Exercitiu. Studiati convergenta sirului de functii (f,)n>0, fn : [1,2] = R,
ful) = 122
n nx

Solutie. Mai intdi, se observa ca

2
2 2
lim nxt + = lim(x+ —) =x, pentruoricex € [1,2],
n—»00 nx n—o0 nx
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deci (f»)n>0 converge, deocamdata punctual, cdtre functia
fI,2] = R, f(x)=n~x.

Sd ardtdm cd aceasta convergentd este uniforma. Observam ca

2
nx

<

N

|fu(x) — f(x)| = , pentru orice x € [1,2],
iar deoarece lim 2 = 0, urmeazi conform criteriului majorarii c& f, — f pentru
n—oo’

n — 090,

In fine, in prezenta proprietdtii de monotonie, convergenta punctuald se poate
transforma in convergentd uniformd, asa cum va fi observat din rezultatul urma-

tor, numit teorema lui Dini.

Teorema 8.5. Fie (f,),>0 un sir de functii continue definit pe multimea compacti D
sie de asemenea o functie constantd f : D — R. Daci sunt indeplinite urmditoarele
conditii:

1. fu > fpentrun — co,

2. (fn(x))n>0 este monoton pentru orice x € D,

atunci f, = f pentrun — oo.

8.1.5 Transmiterea unor proprietati prin convergentd uniforma

S-a observat anterior cd prin convergentd punctuald proprietdtile de continuitate
si derivabilitate nu se transmit neapdrat de la termenii sirului cdtre functia limita.
Vom observa in cele ce urmeaza ca vehiculul potrivit de transmitere a proprieta-
tilor uzuale este convergenta uniforma.

Marginire

Teorema 8.6. Fie (f,),>0 un sir de functii definite pe multimea D si marginite pe
D, astfel incat f, = f pentrun — oo, unde f : D — R. Atunci f este de asemenea
mdrginiti pe D.
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Continuitate

Teorema 8.7. Fie (fy)n,>0 un sir de functii definite pe multimea D si continue in

a € D, astfel incat f, = f pentrun — oo, unde f : D — R. Atunci f este de
asemenea continud in a.

Conform definitiei continuitdtii pe o multime, teorema de mai sus conduce la
urmatorul corolar.

Corolar 8.7.1. Fie (fn)n>0 un sir de functii definite pe multimea D si continue pe D,
fu = f pentrun — co. Atunci f este de asemenea continud pe D.

Exemplu. Fie (f,)n>0, fn : [0,1] = R, fu(x) = x". Atunci
s 0, x€[0,1)
fun = f pentrun — oo, unde f : [0,1] = R, f(x) = .

1, x=1

Totusi, f, nu converge si uniform la aceasta functie, deoarece in caz contrar ar

trebui ca f sd fie continud, fiind limita uniforma a unui sir de functii continue,
iar f este discontinud in xyp = 1.

Derivabilitate

Prin analogie cu transmiterea proprietatilor de marginire si continuitate de
la termenii unui sir uniform convergent cdtre functia limitd, s-ar putea crede ca
si proprietatea de derivabilitate se transmite prin convergenta uniforma. Acest

lucru nu este insd adevarat, asa cum se poate observa din urmatorul exemplu.
Exemplu. Fie (f,);>1, fn : R = R,

1
_x_ﬂl

fn(x) — n.,2

2X%,

=
IA
NI

=

=
AVARNQ
=

—~

=
N

R

A

1
x—i—ﬂ,
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Atunci
-1, x< —%
fa@) = {nx, x € (=37
1, x> %
In plus,
/ 1 fn(x)_fi’l(_%) _x_%
(”)s<__): im = lim =1
n x——1 x—(—%) x—s—1 x4
x<—1 x<—1
y 1 ) fn(x)_fn(_%) %xz—%
(fn), (——) = lim = lim A= 1,
x——L (—%) x—s—1 x4
x>—1 x>-1
deci f, este derivabild in x; = —1, iar fj(—1) = —1. Similar, f, este deriva-

bildin x, = 1, iar f;(1) = 1. In concluzie, f, este derivabil pe R pentru orice
n>1.

Fieacum f : R — R, f(x) = |x|. Vom estima |f,(x) — f(x)|, pentru x € R,
cu scopul de a demonstra ca f, - f pentru n — co.

Avem ca
1 1 1
[fu(x) — f(x)| = |_E = 5 pentru x < —
11
20— ] = 120~ el < BP x| < o, pentruxe (—
1 1 1
| fu(x) = f()] |2n| o pentrux > —

In concluzie,

3
|fn(x) — f(x)] < 5, pentru orice x € R,

. . . . RVEET v v u .
iar conform criteriului majordrii urmeaza ca f, — f pentru n — oo. Totusi,
functia limitd f nu este derivabild in x = 0, deci proprietatea de derivabilitate
nu se transmite neapdrat prin convergenta uniforma.

Exemplul, totusi, nu este surprinzator. Convergenta uniformd a unui sir de func-

tii este o proprietate globald, masurand, intr-un anumit sens, cat de ,aproape"
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sunt termenii acestui sir de functia limitd, in vreme ce derivabilitatea unei func-
tii este o proprietate locald, masurand viteza de variatie a acelei functii. In acest
sens, doud functii pot avea valori ,apropiate"”, dar valorile uneia dintre ele pot
varia cu mult mai repede decat valorile celeilalte, fie si doar local, caz in care
derivatele celor doud functii nu vor fi ,apropiate” una de alta.

O altd intrebare naturald este daca uniforma convergentd a unui sir (f,),>0
atrage uniforma convergentd a sirului derivatelor sale (f}),>0. Rispunsul la aceasta
intrebare este de asemenea negativ, din aceleasi motive enuntate mai sus, asa cum

se poate observa din urmatorul exemplu.
Exemplu. Fie (fu)n>0, fn : R = R, fu(x) = 1 sinnx. Deoarece

1
| fu(x)] < —,  pentru orice x € R,

urmeazi conform criteriului majorarii ci f, — f,unde f : R — R, f(x) = 0.
Totusi, deoarece f;(x) = cosnx, iar f;(5) = (—1)", urmeaza ca (f,,(5))n>0
nu este convergent, iar (f;,),>0 nu poate fi uniform convergent pe R, intrucat

multimea sa de convergentd nu este intreg IR.

Se va observa insd cd transferul de derivabilitate se produce in conditiile in
care sunt asigurate atat convergenta uniformad a sirului functiilor, cat si conver-

genta uniformad a sirului derivatelor.

Teorema 8.8. Fie (fy),>0 un sir de functii derivabile definite pe un interval I i fie
f,g: I = Rastfel incit

1. (fu)n>0 este uniform convergent, fy, LN f pentrun — .
2. (f})n>0 este uniform convergent, f;, LN g pentru n — oo.

Atunci f este derivabild, iar f' = g.

Egalitatea f' = g de mai sus se poate pune si sub forma
(lim fu) = lim (fy),

spunandu-se cd, in conditiile teoremei, limita derivatelor este derivata limitei.
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Dacd intervalul I este marginit, atunci este suficient ca (f;;),>0 sd fie conver-
gent intr-un singur punct, restul ipotezelor implicand convergenta uniforma a

acestui sir.

Teorema 8.9. Fie (fy,),>0 un sir de functii derivabile definite pe un interval marginit
Isifie f,g: I — R astfel incit

1. (fu)n>0 este convergent intr-un punct a € 1.
2. (f))n>o este uniform convergent, f1 = ¢ pentru n — co.

Atunci (fn)n>0 este uniform convergent catre o functie f : I — R, f este derivabild,
iar f' = g.

Integrabilitate

Pentru conformitate, mentionam aici cd si proprietatea unei functii de a fi in-
tegrabild Riemann, care va fi studiatd ulterior, se transmite la randul ei de la ter-
menii unui sir uniform convergent citre functia limita.

Teorema 8.10. Fie (f,),>0 un sir de functii integrabile Riemann definite pe un
interval [a, b] astfel tncat f, ~ f pentru n — oo, unde f : [a,b] — R. Atunci f
este de asemenea integrabilid Riemann pe [a, b], iar

lim [ ' fudx = / ’ lim f()dx — / ' Foyd

Observam atunci cd, in conditiile teoremei, limita integralelor este integrala limitei.

8.2 Serii de functii

Fiind dat un sir de functii (f,),>0, vom numi serie de functii de termen general f,
cuplul ((fn)n>0,(Sn)n>0) format din sirul (f,),>0 al termenilor seriei si sirul de
functii (5,),>0 al sumelor partiale, definit dupa regula

Sy :f0+f1+f2+---+fn-

In aceastd situatie, f; se va numi si termenul de rang n sau indice n al seriei. Vom
nota o serie de functii de termen general f,, prin

fo+rfitfot.itfut...,
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sau, sub forma prescurtatd, prin
(o]
L fn
n=0

Daca primii k termeni fy, f1, ..., fr_1 nu sunt definiti, vom nota seria de functii de
termen general f, prin

fe+ ferit feo ot fatn
respectiv prin

Y. fu
n=k

8.2.1 Punctde convergentd. Multime de convergentd. Suma unei
serii de functii

Pentru a studia convergenta seriilor de functii, vom utiliza notiunile si rezultatele

mentionate anterior pentru siruri de functii si serii numerice.

Punct de convergentd. Multimea de convergenta

o0

Fie Z fn o serie de functii definite pe multimea D. Vom spune cd a € D este
n=0

oo o0
un punct de convergentd al seriei de functii ) f, daci sirul numeric } | f,(a) este
n=0 n=0
convergent, adicd a este punct de convergenta pentru sirul de functii (5,),>0 al

sumelor partiale. Multimea tuturor punctelor de convergenta ale seriei de functii
(0]

Y fu se va numi atunci multimea de convergentil a acestei serii.
n=0

ol n

Exemplu. Fie seria de functii Z
n=0

convergentd a seriei numerice obtinute. Urmeaza ca

T si fie x € RR fixat. Studiem absoluta

o " : 1
b= e = M

Pentru x € (—1,1), L = |x| < 1, deci seria obtinuta pentru acest x este absolut
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convergentd, conform criteriului radicalului. Pentru x € (—oco, —1) U (1, +00),

L= x| fim—— !

’H""xzw”/xlﬁ +1 EY

deci seria obtinutd pentru acest x este absolut convergentd, conform criteriu-

<1,

(0]

lui radicalului. Pentru x = —1, seria initiala devine Z —, care este diver-
n=0

gentd, deoarece termenul general nu tinde la 0. Pentru x = 1, seria initiald

o (_1\n
devine Z (=D
n=0

la 0. In concluzie, multimea de convergentd a seriei date este R\ {—1,1}.

, care este divergentd, deoarece termenul general nu tinde

Suma unei serii de functii

Fie Z fn o serie de functii definite pe multimea D si fie E C D multimea sa
n=0
de convergentd. Functia S : E — IR definita prin

&EﬁR,ﬂ@:iﬁm:hm&m,
=0 n—oo

o0
se va numi suma seriei de functii Z fn-
n=0

8.2.2 Convergenta punctuala a unei serii de functii

o0 (o)
Fie )  fu o serie de functii definite pe multimea D. Seria ) _ f, se va numi conver-
n=0 n=0
gentd punctual sau simplu cdtre f : D — R dacd sirul sumelor partiale (S;), >0 este
oo

convergent punctual citre f, adicd pentru orice a € D seria numericd ) _ f,(a)
n=0
este convergentd cdtre f(a).
(o] oo
Fie )  fu o serie de functii definite pe multimea D. Seria ) _ f, se va numi con-
n=0 n=0

(o]
vergentd absolut dacd seria Z | fu| este convergentd punctual, adicd pentru orice
n=0

(0]
a € D seria numericd Y _ |f.(a)| este convergenta.
n=0



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL 277

Sad remarcam c4, la fel ca si in cazul seriilor numerice, daca o serie de functii
o0

Y fu este absolut convergents, atunci ea este si convergentd. In plus, deoarece
n=0
pentru seriile numerice cu termeni pozitivi convergenta este echivalentd cu mar-

(o] (o]

ginirea, Z fn este absolut convergentd daca si numai daca Z | fu(a)| este margi-
n=0 n=0
nitd pentru oricea € D.

8.2.3 Convergenta uniforma a unei serii de functii

o0 (o)
Fie Z fn o serie de functii definite pe multimea D. Seria Z fn se vanumi conver-
n=0 n=0
gentd uniform cdtre f : D — R daca sirul sumelor partiale (S,),>0 este convergent

uniform cdtre f.

ad 1
Exemplu. Fie seria de functii . S48 demonstrdm cé seria
P WY e n D)

este convergentd uniform pe (0, o).

Intr-adevar,

Su0) =) 1 —f( 1 1 >_1_;
T A e+ k)(x+k+1) x+k x+k+1) x x+n+1

k=0 k=0
Atunci
lim S, (x) = lim <1 — L ) _! entru orice x € (0, 00)
n—)oon _n—>oo x x+n+1 _xr P 7 7
deci i ! este convergentd, deocamdatd punctual, la f :
= ()t n £ 1) B P S

(0,00) = R, f(x) = % Deoarece

1 1
< ,
x+n+1"n+1

|Su(x) = f()] =

urmeaza conform criteriului majorarii ca (S,),>0 este convergent uniform la

= 1
deci seri
f, deci seria n;) T e

este convergentd uniform pe (0, 00).
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8.2.4 Criterii de convergentd uniforma

Conform Teoremei 8.3 si definitiei convergentei uniforme, se obtine urmdtorul
criteriu de convergenta uniforma.

(0,9] (ee]
Teorema 8.11. Fie ) _ f, o serie de functii definite pe multimea D. Atunci Y fy
n=0 n=0
este uniform convergentd dacd si numai dacd pentru orice ¢ > 0 existd ne € IN astfel

incit
|fn() + fras1(0) + .+ furp(0)| <,

pentru orice n > ng, orice p > 0 si orice x € D.

De asemenea, prin analogie cu Teorema 8.4, se poate enunta si demonstra
urmadtorul criteriu de convergentd uniforma si absolutd pentru serii de functii,
numit criteriul lui Weierstrass.

Teorema 8.12. Fie ) _ f, o serie de functii definite pe mulfimea D. Daci existi
n=0

(0]
(@n)n=0 un sir de numere reale pozitive astfel incit Y | wy este convergenti si
n=0

|fu(x)| < wn, pentruoricen € Nsix € D,

[o°]
atunci Z fn este absolut si uniform convergentd.
n=0

o .
. . sinnx
Exemplu. Fie seria Z ———5 - Deoarece
—ont+xs+1

sin nx 1 ) .
‘ pentru orice n € IN si orice x € R,

n?+x24+11 - n2+1’

oo
iar seria ) — 1
n=0 " +
plu, cu ajutorul criteriului Raabe-Duhamel sau comparand seria data cu seria
(e °]

convergenta Z — cu ajutorul criteriului de comparatie cu limitd, urmeaza
n

este convergentd, fapt care poate fi demonstrat, de exem-

n=1
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00 .

.. s nx .. o

ca seria Z — 5 7 este absolut si uniform convergentd pe R.
—on t+xs+1

Criteriul lui Dirichlet

La fel ca si in cazul seriilor numerice, inmultirea termenului general al unei
serii de functii nu neaparat convergente, dar cu sirul sumelor partiale uniform
madrginit cu termenul general al unui sir de functii cu valori ,mici" (monoton
descrescdtor pentru orice valoare fixatd a argumentului si uniform convergent la
0) , imbundtateste” covergenta seriei, in sensul cd seria de functii ce are ca termen
general rezultatul acestui produs este uniform convergentd.

Teorema 8.13. Fie Y  f, o serie de functii definite pe multimea D care are sirul
n=0
sumelor partiale uniform mdrginit. Fie (gn)n>0 un sir de functii definite pe D cu

proprietitile urmdtoare.
1. gn = O pentrun — oo.

2. Sirul numeric (g,(x))n>0 este monoton descrescitor pentru orice x € D.

o
Atunci Y fugu este uniform convergentd.
n=0

Criteriul lui Abel

Similar, inmultirea termenului general al unei serii de functii uniform conver-
gente cu termenul general al unui sir de functii cu proprietati suficient de bune
(uniform marginit si monoton pentru valoare fixatd a argumentului) pdstreaza

uniforma convergentd a seriei.

(o]

Teorema 8.14. Fie Z fn 0 serie de functii definite pe multimea D care este uniform
n=0
convergentd. Fie (gn)y>0 un sir de functii definite pe D cu proprietitile urmdtoare:

1. (gn)n>0 este uniform mdrginit.

2. Sirul numeric (gn(x))n>0 este monoton pentru orice x € D.
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(e9)
Atunci Z fugn este uniform convergentd pe D.
n=0

Criteriul lui Leibniz

Teorema 8.15. Fie Z (—1)" fu o serie de functii definite pe multimea D cu propri-
n=0
etdtile urmidtoare:

1. fu = 0pentrun — oo,

2. Sirul numeric (f,(x))n>0 este monoton descrescitor pentru orice x € D.

(0]
Atunci Z (—1)" fu este uniform convergentii pe D.
n=0

8.2.5 Transmiterea unor proprietati prin convergentd uniforma

Prin analogie cu rezultatele corespunzdtoare pentru siruri de functii, se pot dis-
cuta continuitatea, derivabilitatea si integrabilitatea sumelor seriilor uniform con-
vergente.

Continuitatea seriilor uniform convergente

(ee)
Teorema 8.16. Fie Z fn 0 serie de functii definite pe multimea D care este uniform
n=0
convergentd catre o functie f : D — R. Dacd toate functiile f,, sunt continue in

a € D (respectiv pe D), atunci f este de asemenea continud in a (respectiv pe D).

Derivabilitatea seriilor uniform convergente

Teorema 8.17. Fie Z fn 0 serie de functii derivabile definite pe un interval I si fie
n=0
f,g: I — R astfel incat

(o) (o]
1. Y fu este uniform convergentd, Y fu = f.
n=0 n=0
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(0] (o]
2. Y f7 este uniform convergentd, Y fr = g.
n=0 n=0

Atunci f este derivabild, iar f' = g.

Egalitatea f’ = ¢ de mai sus se poate pune si sub forma
(3 f) =) (fa)
n=0 n=0

spunandu-se cd, in conditiile teoremei, seriile de functii convergente uniform se
pot deriva termen cu termen.

[e9)

Daca intervalul I este marginit, atunci este suficient ca Z fn sd fie conver-
n=0

gentd intr-un singur punct, restul ipotezelor implicdnd convergenta uniformd a

acestei serii.

o0

Teorema 8.18. Fie Z fn 0serie de functii derivabile definite pe un interval mdrginit
n=0

Isifie f,g: I — R astfel incit

(0.9]
1. Z fn este convergentd intr-un punct a € 1.
n=0

(0] (o]
2. Y f) este uniform convergentd, Y fr = g.
n=0 n=0

(0]
Atunci Y f, este uniform convergentd citre o functie f : I — R, f este derivabild,
n=0

iar f = Z

Pentru conformitate, mentionam aici si un rezultat privitor la integrarea serii-
lor uniform convergente.

Integrabilitatea seriilor uniform convergente

(0,9)
Teorema 8.19. Fie Z fn 0 serie de functii integrabile Riemann definite pe un in-
n=0
terval marginit [a, b], uniform convergentd citre o functie f : [a,b] — R. Atunci

© b
f este de asemenea integrabild Riemann pe [a, b], seria integralelor Z / fu(x)dx
n=0"12
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este convergentd, iar

go [ fucoax = [ é oz = [ o

8.3 Serii de puteri

(o]
Vom numi serie de puteri centrati in xg o serie de functii Z fn pentru care functiile
n=0
fu,n > 0,au forma particulara f, = a,(x — xp)", unde a,,, n > 0, si xp sunt numere

reale. O serie de puteri centratd in x( are deci forma

2 an(x — x0)" = ag + a1(x — x0) + a(x — x0)* + ... + an(x —x0)" +..., (82)
n=0

tiind unic determinatd de numarul xy € R si de sirul (a,),>0. Daca x9 = 0, se
obtine cazul particular al seriei de puteri centratd in origine

apx" = ag+a1x + ax® 4+ .. a4 ... (8.3)
n=0

Intrucat dupd schimbarea de variabild x — xg = y seria (8.2) de mai sus se scrie
sub forma

o
n
Y any",
n=0
similara cu (8.3), se va considera in cele ce urmeaza doar cazul in care xy = 0, iar

seria de puteri se scrie sub forma (8.3), adaptarea rezultatelor pentru cazul xy # 0
putandu-se face cu usurinta.

8.3.1 Multimea de convergenta a unei serii de puteri

Pentru o serie de functii oarecare, multimea de convergenta poate avea o struc-
tura complexd. Totusi, pentru serii de puteri situatia este cu mult mai simpla. Se
poate observa ca seria (8.3) este convergentd pentru x = 0, avand suma ay. Mai
departe, se va demonstra cd (8.3) poate converge doar in x = 0, poate converge
pe intreaga axa reald sau poate converge pe un interval deschis simetric fata de
origine, o intrebare aditionald fiind daca seria (8.3) converge si in capetele acestui
interval.

Mai intai, vom exemplifica aceste situatii.
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Convergenta doar in 0

o
Fie seria Z n!x" si fie x # 0 fixat. Atunci notand b, = n!x", urmeaza ca
n=0
2 .
lim Ousa] _ lim (n + 1)|x| = oo,
n—oo | by n—co
ceea inseamnd cd lim |b,| = +oo, iar, pentru acest x fixat, seria datd nu poate fi
n—oo

convergentd, intrucat termenul ei general nu tinde la 0. In concluzie, seria data
converge doar pentru x = 0.

Convergentd pentru orice x € R

n

o0
. . X° .. . . A n < x
Fie seria Z — sifiex # 0 fixat. Atunci notand b, = 77, urmeaza ca
n! '
n=1

tim 21l — gy 13—
n—oo |by| n—oon + 1

iar, conform criteriului raportului pentru serii numerice, seria datd este absolut
convergentd pentru acest x fixat, deci si convergentd. In concluzie, seria data
converge pentru orice x € R.

Convergenta pe un interval deschis centrat in 0

o0
Fie seria 2 x". S-a observat deja cd pentru x € (—1,1) fixat, seria datd este
n=0

convergentd, cu suma T iar pentru x € (—oo — 1] U[1, o) fixat, seria datd este

divergents, intrucat termenul sidu general nu tinde la 0. In concluzie, multimea
de convergentd a seriei date este (—1, 1).

Convergenta pe un interval deschis centrat in 0

[e°] n
. . xXT .. . . ~ n . v
Fie seria Z — si fie x # 0 fixat. Atunci, notand b, = 7, urmeaza ca
n
n=1

b
lim ouia] _ lim il |x].
n—oo |by| n—oon + 1

Pentru x € (—1,1), urmeazd, conform criteriului raportului pentru serii nume-

rice, cd seria datd este absolut convergentd, deci si convergentd. Pentru |x| > 1,
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urmeazd cd lim |b,| = oo, iar seria datd este divergentd, intrucét termenul general
n—00
nu tinde la 0.

Ramane deci sd studiem convergenta seriei in capetele intervalului mentionat

anterior, anume in x = —1 si x = 1. Pentru x = 1, seria data devine seria armo-
e . . . . . e (=D
nica Z —, care este divergenta. Pentru x = —1, seria datd devine seria 2 ,
n
n=1 n=1

care este convergentd, conform criteriului lui Leibniz pentru serii numerice. In
concluzie, multimea de convergenta a seriei date este [—1, 1).

Cu un rationament similar celui de mai sus, se poate observa cd multimea

(o] _1 n

de convergentd a seriei Z )

n=1

x"* este (—1,1], in vreme ce multimea de con-

00 n
o . . be . . . . o A cre o
vergentd a seriei 2 — este [—1,1], nicio afirmatie generald neputand fi facuta
n
n=1
a priori relativ la convergenta sau divergenta seriei la extremitdtile multimii de

convergenta.
Rezultatul urmator, cunoscut sub numele de teorema lui Abel, furnizeaza infor-
matii aditionale despre continutul multimii de convergenta.

(e9)
Teorema 8.20. Fie seria de puteri Z anx". Fie de asemenea x1,x, € R astfel incit

n=0
(o] [oe]

seria numericid Y anx} este convergentdl, respectiv seria numericii Y ayxj este
. n=0 . . . n=>0
divergentd. Au loc atunci urmdtoarele proprietiti.

(0,9]
1. Seria de puteri Z anx" converge in orice punct x cu |x| < |xi|, respectiv
n=0
diverge in orice punct x cu |x| > |xp|.

(09)
2. Pentru orice r € (0,|x1), seria de puteri Y a,x" este uniform convergenti
n=0

pe intervalul [—r,r].

Determinarea razei de convergenta a unei serii de puteri

o0
S-a observat deja cd seria de puteri ) _ a,x" este convergentd pentru x = 0, iar
n=0
teorema lui Abel ne asigura de urmatoarele lucruri.
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[o°]
1. Daca seria de puteri Z a,x" este convergentd pentru x = xp, atunci este
n=0
convergentd si pentru |x| < |xq|.
(]
2. Daca seria de puteri Z a,x" este divergentd pentru x = xp, atunci este
n=0
divergentd si pentru |x| > |x].
e °]
Fie E multimea de convergenta a seriei de puteri Z a,x" si fie
n=0

R =supkE,

o0
numit si raza de convergentd a seriei de puteri Z a,x". Conform celor de mai sus,
n=0
0 € E, deci R > 0. Sunt posibile urmatoarele situatii.

1. R=0

Daca x # 0 € E, atunci (—|x|,[x[) € E, deci R > |x|, contradictie. Atunci
E = {0}.
2. 0<R<oo

Conform caracterizarii analitice a marginii superioare a unei multimi si teo-

[ee]

remei lui Abel, seria de puteri ) a,x" este absolut convergentd pe (—R, R), di-
n=0
vergentd pe (—oo, —R) U (R, +00) si absolut convergentd pe orice interval [—7,7],
[e9)

cur < R. Relativ la comportarea seriei de puteri Y  a,x" in cele doud capete ale
n=0
intervalului (—R, R), aceasta poate fi convergentd in ambele, intr-unul singur, sau

in niciunul, in acest sens putand fi studiate exemplele mentionate anterior.

3. R=+4+
oo
Atunci seria de puteri ) _ a,x" este absolut convergenti pe R i uniform con-
n=0
vergentd pe orice interval [-7,7], cur € R.

In toate aceste cazuri, dacd E este mulfimea de convergentad a seriei de puteri

o
Z a,x", iar R este raza sa de convergentd, atunci
n=0

(=R,R) CEC [-R,R]
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Intervalul (—R, R) poartd numele de intervalul de convergenti al seriei de puteri
(0]
Z a,x" (a nu se confunda cu multimea de convergenta a acestei serii, care mai

n=0
poate contine eventual si capetele —R si R ale acestui interval).

diverge o« converge absolut diverge

nverge uniform
R convergeunifo R
» peintervale compacte ,

Figura 8.1: Convergenta unei serii de puteri

Formulele Cauchy-Hadamard

Avand in vedere faptul cd pe intervalul de convergentd (—R, R) seria de pu-
o0
teri Z a,x" este absolut convergentd, pentru determinarea razei de convergenta
n=0
vom folosi criterii de convergentd pentru serii cu termeni pozitivi, aplicate seriei
(e°]

modulelor ) |a,x"|.

n=0
Mai intai, vom preciza o modalitate de determinare a razei de convergentd a

seriei de puteri cu ajutorul limitei unui raport.

e}
Teorema 8.21. Fie Z anx" o serie de puteri cu coeficienti nenuli. Dacd
n=0

lim |aﬂ+1| _ /\’
n—oo |ay|

atunci
%, daci A € (0,00),
R= (oo, daciA =0,
0, daciA = +oo.

Demonstratie. Fie x € R*. Aplicand criteriul raportului seriei numerice cu ter-

o
meni strict pozitivi Z |a,x"|, observdm ca
n=0
n+1
lim LA lim MM = Alx|,

n—o0 |gnx”’ e ’ﬂn‘
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oo
iar seria ) _ |a,x"| este convergentd pentru |x| < 1 si divergentd pentru |x| > 1.
n=0
De aici rezulta in mod imediat teorema de mai sus. |

ad 1
Exemplu. Fie seria de puteri ———x". Atunci
P P 7; nn+1

)

1

a [CES)GES)) n
A= lim o1l _ g D) — Jim =1,
n—oo |ay| noeo ol n—oon + 2
iar raza de convergentd a seriei de puteri date este R = 1. Pentru x =

ad 1
1, seria data devine Z care este convergentd, conform criteriului

nn+1)
n=1
Raabe-Duhamel, sau conform criteriului de comparatie cu limitd, folosind

[e9)
ca termen de comparatie seria Z —. Pentru x = —1, seria datd devine
n=1"
= 1
Z (—1)”m, care este convergentd, conform criteriului lui Leibniz. Ur-
n(n
n=1

meazd cd multimea de convergentad a seriei de puteri date este [-1, 1].

Vom preciza acum o modalitate de determinare a razei de convergentd a seriei
de puteri cu ajutorul limitei unui radical.

(ee]

Teorema 8.22. Fie Y | a,x" o serie de puteri. Dacil
n=0
limsup/|a,| = A,
n—00
atunci

R=<¢co, daciA =0,
0, daciA = +oo0.

Demonstratie. Fie x € R. Aplicand criteriul radicalului cu limite extreme seriei
(o]

cu termeni pozitivi Y | |a,x"|, observam c&
n=0

limsup/|a,x"| = limsup{/|ax||x| = A|x],
n—oo n—oo
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(]

iar seria ) _ |a,x"| este convergentd pentru |x| < } si divergentd pentru |x| > 1
n=0
De aici rezultd in mod imediat teorema de mai sus. n

Teorema de mai sus se poate particulariza sub urmatoarea forma.

o0

Teorema 8.23. Fie Z anx" o serie de puteri. Daci
n=0

lim {/|a,| = A,
n—o00

atunci
daci A € (0,0),

1
A

R= (oo, daciA =0,
0, daciA = +oo.

Formulele cuprinse in Teoremele 8.21 si 8.22 poartd numele de formulele Cauchy-
Hadamard.

o
Exemple. 1. Fie seria de puteri x". Atunci
p p H;O 21 4 5n
A= lim 4/
s jan] = n—>°0 \/ 21 4 51 5” n—>oo
—i— 1
iar raza de convergenta a seriei de puteri date este R = 5. Pentru
(o) 511
= 5, seria data devine , care este divergentd, deoarece
Lot &
lim 5 "5n lim ; = 1, iar limita termenului sdu general nu este
n—oo2't n—oo(2)"+
o0 -5 n
0. Pentru x = —5, seria datd devine Z , care este divergenta,
21n 4 5n
deoarece l1m 2(,1?5,7 = lim -& 1) 7 nu ex1sta intrucat numaratorul nu are

n%oo( )+
limita pentru n — oo, iar limita numitorului este 1. Urmeaza ca multi-

mea de convergentd a seriei de puteri date este (—5,5).
(e ) n _2 n
2. Fie seria de puteri Z w

n=1

(x+1)". Cunotatia x +1 = y, obtinem
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00 AN —n
seria de puteri Z Wy”. Atunci

n n \n/l—l— —2
A = lim {/|a,| = lim \/3 +( 2) =3lim ——F————— 3

n—oo n—oo n—00

_ X oy 3 (=2)" 1
iar raza de convergentd a seriei Z —— 1y este R = 5. Pentru
n
n=1
31/1 _|_ 2 n
y = 3, aceastd serie devine Z %— tiind serie cu termeni po-
n
n=1
zitivi, iar cum
3n+(_2)n l
lim # =1,
n—00 =
n
(o] (e°]

3n n
+( 2)"1
seria Z — are aceea§1 naturd cu seria armonica Z — dec1
n n’

n=1
1+ (-2)"

este divergentd. Pentruy = — %, seria de puteriin y devine Z (—1)"
n

n=1
care este convergentd, conform criteriului lui Leibniz. Urmeaza ca mul-

timea de convergentd a seriei in y este [—%, %), iar tindnd seama ca
y = x+1, deci x = y — 1, multimea de convergentd seriei de puteri

. 4 2
in x este [—3, —§>.
Suma unei serii de puteri

[e¢]

Fie Z a,x" o serie de puteri cu raza de convergentd R > 0 si fie E multimea
n=0
sa de convergenta. S-a observat deja cd (—R,R) € E C [-R,R]. Casiin cazul

general al seriilor de functii, se poate defini functia S : E — R,
S:E—R, Skx) = Zan = hrnSn,
numitd suma seriei de puteri, unde
n
Su(x) = Y apx*
k=0

reprezintd suma partiald de ordinul # a seriei de puteri.
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o
Teorema 8.24. Suma seriei de puteri Z anx" este functie continud pe (—R, R).
n=0
(o]
Demonstratie. Fier € (0, R). Conform teoremei lui Abel, seria de puteri Z a,x"

n=0
este uniform convergenta pe [—r,r], iar cum sumele partiale S, ale seriei sunt

funtii continue pe [—7,r], urmeaza cd S este functie continud pe [—7,r], intru-
cat proprietatea de continuitate a sumelor partiale se transmite prin convergenta
uniformd. Cum r € (0, R) era arbitrar, urmeaza ca S este functie continud pe

(—R,R). |
Comportarea functiei suma in capetele intervalului de convergenta
o0
Daca seria de puteri Z a,x" este convergentd si in R sau —R, atunci functia
n=0

sumd S este bine definitd si in aceste puncte, continuitatea sa neputandu-se insa
decide cu ajutorul teoremei de mai sus. Teorema de mai jos, numita si teorema a
doua a lui Abel, furnizeaza un raspuns in aceasta directie.

(e9)
Teorema 8.25. Fie seria de puteri Z anx", cu raza de convergentd R > 0. Dacd
n=0
seria de puteri este convergentd in x = R (respectiv in x = —R), atunci suma sa S
este functie continud in x = R (respectiv in x = —R).

Combinadnd teorema a doua a lui Abel cu proprietatea de continuitate pe
(—R, R) obtinutd anterior, observam ca suma unei serii de puteri este continua

in toate punctele in care este bine definitd, lucru afirmat in urmatorul rezultat.
[e9)
Corolar 8.25.1. Fie seria de puteri Z anx". Atunci suma sa este o functie continud pe
n=0
multimea de convergentd a seriei de puteri.

Derivarea unei serii de puteri
Fie
o0
n __ 2 n
Y anx" =ag+mx +axx” + .. +ax" + .
n=0

o serie de puteri si fie

Z napx" ' = ay 4+ 2a,x + 3ax* + ...+ nax 14 ...
n=1
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seria de puteri obtinutd prin derivarea termen cu termen a seriei initiale, numita
seria derivatelor. Vom preciza in cele ce urmeaza legdturile dintre razele de con-
vergentd ale celor douad serii si dintre sumele acestora.

o
Teorema 8.26. Fie )  a,x" o serie de puteri si fie R raza sa de convergentd, iar S
n=0
o
functia sa sumd. Atunci seria derivatelor Z na,x" ! are aceeasi razi de conver-
n=1

gentd R, S este derivabili pe (—R, R), iar

S'(x) = Y nayx""', pentrux € (—R,R).

Sa notam ca relatia de derivare din teorema de mai sus se poate scrie sub

forma
(e¢] / o0
(2 anx”) = 2 na,x" 1,
n=0 n=1
iar derivarea unei serii de puteri se poate face termen cu termen pe intervalul de

convergentua. Repetand rationamentul in mod inductiv, se poate deduce urma-

torul rezultat.

o0

Teorema 8.27. Fie Z anx" o serie de puteri si fie R raza sa de convergentd, iar S
n=0
functia sa sumd. Atunci seria derivatelor de ordinul k,

Zn(n—l)---(n—k—l—l)x”_k, k>1,
n=k

are aceeasi razid de convergentd, S este indefinit derivabild pe (—R, R), iar

S(k)(x) = Z nn—1)---n—k+ 1)x”_k, pentru x € (—R, R).
n=k

)n+1 x"

E Fi d t 1
xercitiu. Fie seria de puteri Z( o

n=1

1. Determinati raza de convergentd a acestei serii de puteri, studiati-i con-

vergenta si precizati suma sa.
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®© (1 n+1
2. Calculati Z (=1

n=1

n

Solutie. 1. Deoarece

A = lim {/|ay| = lim {/ = = lim =1,
n—00 n—r00 n n—oo {Y/n

urmeazd cd raza de convergentd a seriei de puteri date este R = 1. Pentrux =1,

& (=1t (="

seria datd devine ) = —-) , care este convergentd, conform
=1 N n=1 N

criteriului lui Leibniz. Pentru x = —1 seria datd devine Z — = — Z —, care

n=1
este divergentd, fiind seria armonicd inmultitd cu constanta —1. In concluz1e,

multimea de convergentd a seriei date este (—1,1].

Pentru x € (—1,1), sd notam S(x) = Z( 1)”Jrl . Atunci

_oo_nlx_nl_oo_nlﬁ/_oo_nln—l
—(E( 1y n) SPNEI () S

oo o0 1

_oo n+2.n __ n.mn __ n __
_ngo(—l) TN = Z(—l) —ngo(—x) =11

Cum S'(x) = = +x, urmeaza cd S(x) = In(1 + x) + C, conform unui corolar al

teoremei lui Lagrange. Deoarece S(0) = 0, se obtine cd C = 0, iar S(x) =In(1+ x)

(o]
pentru orice x € (—1,1). Deoarece seria de puteri Z (—-1) 1
n=1
siin x = 1, urmeaza conform celei de-a doua teoreme a lui Abel cd suma sa S este

este convergenta
n

functie continua in x = 1, si deci

5(1) = lim S(x) = lim In(1 + x) = In 2,
x—1 x—1
x<1 x<1
deci S(x) = In(1 + x) pentru orice x € (—1,1].
2. In particular, din cele de mai sus se obtine cd
00 (_1)n+1 1 1 (_1)n+1

5(1) = =1—Z+4+-+...+
L 2t3

+...=In2.
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8.3.2 Seria binomiala

Fie seria de puteri

Lok KD 5 Kkt D),
1 21 nl

+..., keER, (84)

numitd in cele ce urmeaza seria binomialid. Observam cd pentru k = n, n € N,

seria se transforma intr-o suma finitd, avand ca rezultat o functie polinomiald de

gradul n. Vom presupune acum ci k € R\IN. Deoarece
k(k—1)-+(k—n+1)(k—n))|

- apa| CES)) o lk=m]
e T KD~ Gont Dl LT
n:

-1,

urmeaza cd seria binomiald (8.4) are raza de convergentd R = 1. Fie S : (—1,1) —
R suma sa. Atunci, conform teoremei de derivare a seriilor de puteri,

k(k—1) n +k(k—l)---(k—n-i—l) n_1

S'(x) =k+ Xt =) X4, xe(—1,1)
de unde
k(k—1) , kk—-1)---(k—n+1) , B
xS'(x) = kx + T +...+ 1= 1] X"+, xe (1,1
iar

(1+x)S'(x) = kS(x), x € (—1,1).
De aici, inmultind ambii membri cu (1 + x)¥~1, obtinem ci
(142" (x) —k(1 + )" 'S(x) =0, x € (1,1,

deci

((154(-x3)5)k)/ =0, xe(-1,1),

iar S(x) = C(1 + x)*, C € R. Deoarece S(0) = 1, urmeazi ci C = 1, de unde
S(x) = (1 + x)*. Obtinem deci ci, pentru orice x € (—1,1),

k(k —1) kk—1)---(k—n+1)
k 2
(1+x) _1+F +T +...+ n' x4,
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formula care generalizeaza formula binomiald a lui Newton, valabild pentru k €
IN. Pentru diverse valori particulare ale lui k se obtin sumele unor serii uzuale de
puteri.

Astfel, pentru k = —1 obtinem

1

—:1— 2 _11’1 n ceey € _1/1/
s x4+ x2 . (=D + x € ( )

de unde, substituind x cu —x obtinem

1
m:1+x+x2++xn+/ xe(_]‘/l)/

iar substituind x cu x? obtinem

1

m:1—x2+x4+---+(—1)nx2"+---z x € (=1,1).

Pentru k = % obtinem

1 1 —1)"12n — 3)!!
\/1—i—x:1—i——x——x2—|—...—|—( )" @n—3) "+, xe(—=1,1),

27 2.4 )l
iar pentru k = —% obtinem
1 1 13, (—1)"(2n — D!
=1—-x+-— L -1,1).
Vigx Lttt gy v e e LD

Reamintim aicica 2n — )!!' =1-3-5...-2n —1), 2n)!! =2-4-...2n. Substitu-
ind x cu —x? obtinem ci

1 1 1-3 2n — 1)!!

V1— 2 s Tt Tt T e

Integrarea unei serii de puteri

xe(—1,1).

(0]
Teorema 8.28. Fie Z a,x" o serie de puteri si fie R raza sa de convergentd, iar S
n=0

o0
: o L IV an
functia sa sumd. Atunci seria obtinutd prin integrare termen cu termen Z 1 s
n
n=0

are aceeasi razi de convergentd R, S este integrabili pe orice interval [a, b] C (=R, R),
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iar
x S |
S(t)dt = "yl x e (=R,R).
| s D (~R,R)
Exercitiu. Fie seria de puteri Z Ty,
—n+1

1. Determinati raza de convergentd si multimea de convergentd a seriei de

puteri.

2. Determinati suma seriei de puteri.

Solutie. 1. Deoarece

urmeaza cd raza de convergentd a seriei de puteri date este R = 1. Pentru x =1,
(o)

. o . n . o
seria datd devine Z 1 care este divergenta, deoarece termenul general nu
— 1
n=1 - ,
. . y ) (—=1)"n . y
tinde la 0. Pentru x = —1, seria datd devine 2 P care este divergentd,

n=1
deoarece termenul general nu tinde la 0. In concluzie, multimea de convergenta

a seriei date este (—1,1).
2. Observam mai intai ca

(e 9) n " [e9) < 1 > o (e ) (e ) " (e ) xn
I D M (e LD VLD S WELEL Y
=" +1 =1 n+1 n-+ o =n +1
o o 1 o
— Y« [; __[;x , xe(-11)
n=0 = —X n=0 n+1
] n
Radmane deci sd calculdm suma seriei de puteri Z —— = 5(x). Cum
n=0
d 1
n __
L= 1—x’

obtinem prin integrare termen cu termen in conditiile Teoremei 8.28 ca

00 xn+1

= —In(1— ~1,1
1o (-0, xe (L,

n=
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deci Ing )
= n 1 n(l—x

= —-1,1).

n;ln—l—lx 1—x+ x xe(=L1)

Alternativ, puteam observa ca

> 1
S/(.X') = Z x" = m, X € (—1, 1),
n=0

deci S(x) = —In(1 — x) + C. Deoarece S(0) = 0, urmeaza ca C = 0, iar S(x) =
—In(1 — x).

8.3.3 Dezvoltarea unei functii in serie Taylor

In situatia in care o functie se poate reprezenta ca suma unei serii de puteri cen-
trate in x9, xop € IR, ea se poate deriva usor termen cu termen pe intervalul de
convergentd al seriei, derivatele sale exprimandu-se tot ca serii de puteri cu ace-
easi raza de convergentd. Astfel, daca
F(x) = ag + ar(x — xg) + ax(x — x0)> + - - - +an(x —x0)" +-- -,
x € (xg— R, xg + R),

atunci
f'(x) = ay +2ax(x — x0) +3a3(x — x0)* + - - - + (n 4+ Day1(x — x0)" + -,
x € (xo — R, x0 + R)
si, in general,
FO@) = Klag + (k+ k- - 25,1 (x — x0) + - - -

+m+kn+k—1)---(n+1)(x—x0)" +---,
x€((xg—R,xp+R), k>1.

Sd notam faptul cd, inlocuind x = x in formulele de mai sus, obtinem ca
f(k)(xo) = klay  pentru orice k > 0.

Cunoscandu-se deci faptul cd o functie f se poate exprima ca o serie de puteri
centratd intr-un punct oarecare si cu raza de convergenta nenuld (fiind deci inde-
tinit derivabild pe intervalul de convergentd), se poate determina o formula de
calcul pentru derivatele sale de orice ordin in acel punct.
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(o]

Teorema 8.29. Fie Z an(x — xo)" o serie de puteri centratd in xo cu raza de con-
n=0

vergentd R > 0, multimea de convergentd E si suma f : E — R. Atunci f este

indefinit derivabild pe intervalul (xo — R, xo + R), iar

f(k)(xg) = klay  pentru orice k > 0. (8.5)

O intrebare naturald este dacd se poate reface drumul si in sens invers, adica
data fiind o functie indefinit derivabild, aceasta se poate scrie ca suma unei serii
de puteri centrate intr-un punct dat, coeficientii seriei de puteri fiind calculati cu
ajutorul formulei (8.5). In absenta unor conditii suplimentare asupra functiei f,
raspunsul este negativ, asa cum se poate observa din urmatorul exemplu.

1
. e 2, x#0
Exemplu. Fie f : R — R, f(x) = . Sd observam ca pentru
0, x=0
orice polinom P € R[X],
lim Pu) = lim Pw) =0,
u—oo pl u——oo pl

egalitati demonstrabile usor cu ajutorul regulii lui 'Hopital, si deci

1. 1
limP(=)e > =0.

x—0 X

Se poate observa cd
RN 1, 1
<e x2> = Pl/l(;)e le
unde (Py),>0 € R[X] este un sir de polinoame care verifica relatia de recu-

renta
Pyi1(X) = 2P(X)X° — X*P(X),

de unde, conform celor de mai sus, f admite derivate de orice ordinin x =0,
iar f ®©) = 0 pentru k > 0. Atunci, conform formulei (8.5), ar trebui ca
ay = 0 pentru k > 0. Cum f(x) # 0 pentru x # 0, f nu poate fi suma seriei

akxk, cu ag, k > 0, precizati de (8.5) pe niciun subinterval al lui R.
k=0

Vom preciza in continuare conditii suplimentare cu ajutorul cdrora se poate
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asocia unei functii f o serie de puteri centrata in xg si convergentd la f prin inter-
mediul formulelor (8.5).

Seria Taylor asociata unei functii intr-un punct. Seria MacLaurin

Fie f : I — R, I interval, si fie xo € I astfel incat f este indefinit derivabild
In xo. Vom numi serie Taylor centratd in x asociatd lui f seria de puteri T definitd
prin

o £(n)(y
Tex) = Y. f nﬂ 0)(x — x)". (8.6)
n=0 )
Pentru xp = 0, vom numi seria MacLaurin asociati lui f seria de puteri

= f70)

n!

n=0

S& notdm cd T este o serie de functii definite pe intreg IR, nu doar pe I, iar su-
mele partiale de ordinul k, Sy, ale seriei Taylor centrate in x( asociate lui f sunt
polinoamele Taylor definite in Capitolul 7, anume

//
L

f'(x0) f ")( 0)

(x — x0) + — X + ...+ (x — xo)*

Totusi, in acest moment, aceastd asociere este pur formald, intrucat chiar daca
seria Taylor Ty definitd mai sus converge in mod obligatoriu pentru x = xo, ea
poate sd nu mai conveargd in niciun alt punct, avand raza de convergenta 0. Mai
mult, chiar dacd seria Taylor T este convergentd, ea poate converge la o altd
functie decat functia f initiald, in acest sens putandu-se observa exemplul de mai
sus, in care T este functia identic nuld, fdrd ca f sd aiba aceeasi proprietate.

Vom spune atuncicd f : I = R, f indefinit derivabild in xy € I, este dezvolta-
bilid in serie Taylor in jurul lui xy dacd seria Taylor centratd in xy asociata lui f are
raza de convergenta R > 0 si converge la f pe (xo — R, xo + R) N I, adica

% £(n)
flx) = Z f n('x())(x —x0)", pentrux € (xo—R,xp+R)N .
n=0 :
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Convergenta seriei Taylor

S& ne reamintim ca
f(x) = Tu(x) + Ru(x),

unde R, este restul formulei lui Taylor de ordinul #, iar T}, reprezinta polinomul
Taylor de ordinul 7, egal cu suma partiald de ordinul n a seriei de functii Ty.
Intrucat dorim ca Ty sd coincidd cu f cel putin pentru functii f cu regularitate
ridicatd, intuim cd diferenta R, (x) intre ,functia tintd" f(x) si suma partiala T;,(x)
trebuie sd tindd la 0. Se poate obtine atunci urmadtorul rezultat.

Teorema 8.30. Fie f : I — R, I interval, si fie xo € I astfel incit f este indefinit
derivabild in xo. Fie de asemenea a € I. Atunci seria Taylor Ty este convergentd in a
la f(a) daci si numai dacd sirul (Ry,(a)),>0 al resturilor formulei lui Taylor calculate

pentru x = a este convergent la 0.

Demonstratie. Fie a € I. Atunci
f(a) = Tu(a) + Ru(a) = Su(a) + Ru(a),

unde S, reprezintd sumele partiale ale lui Tf, egale cu polinoamele Taylor de
ordinul n, T,. Atunci nlgr(}O Ry(a) = 0 & (Su(a))y>0 este convergent, cu limita
f(a) < Ty este convergentd in x = a, iar T¢(a) = f(a). [

Estimand restul de ordinul n sub forma lui Lagrange, obtinem cu ajutorul

teoremei de mai sus urmatoarele conditii suficiente de convergenta.

Teorema 8.31. Fie f : I — R, I interval, f € C*®(I), astfel incit existd M > 0 si
6 > 0 cu proprietatea cd

()] < ?—gn! pentru oricen > 0i x € I.

Atunci f este dezovoltabili in serie Taylor in jurul lui xg, iar

n

o0 (1)
flx) = Z f ('XO)(x —x0)", pentrux € (xg —9d,x9+ )N L
n=0 :
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Teorema 8.32. Fie f : I — R, I interval, f € C*(1), astfel incit existd M > 0 cu
proprietatea ci

|f™(x)| <M pentruoricen > 0six € I.

Atunci f este dezvoltabili in serie Taylor in jurul lui xo, iar

f(x) = Z fO(x0) (XO) —xo), pentrux € I.

Demonstratie. Ca mai sus,

|x _ XO‘H—H
R.(x) < M————
_ n+1
Notand a,, = Ix(ni_ol)” observam cd
a X —Xx
lim 0 — i | ol _ g,
n—oo d, n—o 14+ 2
De aici, lima, = 0, deci lim R,,(x) = 0, de unde concluzia. [ |
n—oo n—oo

Vom spune atunci ca functia f : I — R, f indefinit derivabild pe I, I interval,
este analiticd pe I daca pentru orice xo € I f este dezvoltabila in serie Taylor in
jurul lui xg.

8.3.4 Exemple de dezvoltiri in serie Taylor

Exemplu. 1. Fie f : R = R, f(x) = e*. S-a observat deja ca

X x2 AN
e’ =1+t + +—+R (x),
unde
erX et
Rn(X) = mx ’ Gx S (0, 1)
Atunci

|Rn |x|n+1

e
(x)| < m

| n+1

iar cum lim

Jim oy = = 0, urmeaza ca nh_r)r.}o|Rn(x)| = (0 pentru orice x € RR.
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In concluzie,

2 n
. x o x x
e _1+ﬁ+5+"'+ﬁ+”" x € R.

Substituind x cu —x, obtinem si ca

2 n
X X X
eix:].—F—i—E—i——i—(—l)nﬁﬁ—, XGIR

Exemple. 1. Fie f : R — R, f(x) = sinx. S-a observat deja ca

3 5 n—1,2n—1
) X X X (-1 *x
siInx = ﬁ_§+§+...+w+1{n(x)’
unde
(—1)"*1sin (Gxx + (n+21)7'(>
Ru(x) = mtl g 1).
/() e 20, € (0,1)
Atunci
|x|2n+1
R S L E—
Rul < Gy

iar cum lim &WH, = 0, urmeaza ca lim |R,(x)| = 0 pentru orice x € R.

n—s00 (21+1)! n—s00 p
In concluzie,

sinxzi—x—3—|—x—5+...+ﬂ+..., x € R.
1! 3! 5! 2n —1)!
2. Fie f : R =+ R, f(x) = cosx. S-a observat deja ca
x2 x4 (_1)n+1x2n
cosle—i%—ﬁ—i—...—i—w#—l{n(x),
unde
(—1)"*+1 cos (Gyx + BT
Ry(x) = (6x 2 >x2”+2 6, € (0,1).

(2n + 2)! ’
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Atunci
|x|2n+2
[Rn(x)] < m/
iar cum nll_I)I;lo % = 0, urmeaza ca nh_r)r.}o |Rn(x)| = 0 pentru orice x € R.
In concluzie,
2 4 n+1,2n
cosle—%—l—%—i—...—i—(l()T)!xﬁ—..., x € R.

Alte dezvoltdri remarcabile in serie MacLaurin sunt

3 5 —1)* 2n+1
arctgx:x—%—i—%—i—...—i—%—i—..., x e (—1,1),
123 1-3x%° (2n — 1)!! x2n+l
inx=14+-—+_-——+... -1,1
arcsin x —|—23—|—2.45—|— + 2! 2n+1+ , x € (—1,1),
eX — X X x3 x5 x2n+1
hyxy=——=—+4+—4+—+4+...+——+..., R,
shx 2 na s T T oy T <
X L% x2 x4 x2n
hx=——=14—+—+4... cee R.
chx > +2!+4!—|— +(2n)!+ X €
Operatii cu serii de puteri
Fie seriile de puteri Z a,x" si Z b,x", curazele de convergentd Ry, respectiv
n=0 n=0
Ry, sifiec € R*.
Suma a doud serii de puteri
Suma celor doua serii de puteri este seria de puteri Z (ay + by)x™, cu raza de
n=0

convergentd R > min(Rq, Rp). In plus,
Z:(a,1 +by)x" = Z a,x" + Z b,x", x € (—R,R).
n=0 n=0 n=0

Seria produs cu o constanta

o0
Seria 2 (can)x" are raza de convergentd R;. In plus,
n=0

Y (can)x" =c ) anx", x€(—Rq,Ry).
n=0 n=0
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Seria produs dupa Cauchy

Seria produs dupa Cauchy a celor doud serii de puteri este seria de puteri
(0]
Y cnx”
n=0
n
cn = agby, + a1by_1 + ...+ ayby = Z axb,_i,
k=0

cu raza de convergentd R > min(Ry, Rp). in plus,
Y onx" = (Z anx”) : (Z bnx”) , x € (=R,R).
n=0 n=0 n=0

Exercitiu. Sa se dezvolte in serie MacLaurin functile

1) f:R\{1,3} =R, f(x) = ﬁ—jﬁ; 2)¢:R — R, g(x) = 232,

Solutie. 1) Se observa cd f se poate descompune in fractii simple sub forma

2 1
f(x)—x_1+x—_3, x€1R\{1,3},
fiind de asemenea cunoscut ca
1 oo
—— =1+y+y*+...=Y ¥, ye(-L1.
1_y n=0
Atunci
2 1 =
x—1__21—x__2¥x' x €(—1,1)
n=0
1 1 1 1 1 & /x
_ - __ I ~), —3,3).
x—3 3-x 31-1% 3%(3) * € (73.39)
De aici
B ad 1 1 . ad 1 "
f(X)—Z —2—53—;1 X —Z— 2—}—@ X, xG(—l,l)
n=0 n=0
2) Este cunoscut ca
2 o N
y_1. Y Y v ¥
S TR TR T AL
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Atunci
v (20" & (=2)"
e X—ZT—Z pr x", x€R,
n=0 n=0
de unde 3
I e ) L e e
x°e = X = -——x", xeR
Lo Ly
Aplicatii

8.1. Fie (fu)n>0, fn : [0,1] = R, f(x) = x — x"+1,
1. Demonstrati cid x, = ;1 este punct de maxim pentru fy, iar

1

0 < fulx) < ,  pentruorice n > 0 gi orice x € [0,1].

2. Demonstrati ci (fn)n>0 este convergent uniform citre functia nuld pe [0, 1].

8.2. Fie (fu)u>0, fn : R = R, fu(x) = /22 + 5.

1. Demonstrati cd

1
n

| fu(x) — |x]| <

, pentruoricen > 0 siorice x € R.

2. Demonstrati ci (fn)n>0 este convergent uniform citre functia f : R — R, f(x) =
[ x]-

8.3- Pie (fn)nzo, fn . [1, OO) — R, fn(x) == :ll_—_::ch.
1. Demonstrati cd (fu)n>0 este convergent punctual citre functia constantd 1 pe [1, 00).

2. Calculati fn,(n 4 2). Este (fn)n>0 convergent si uniform catre functia constanti 1
pe [1,00)?

8.4. Fie (fn)n>0, fu : [0,1] = R, fu(x) = nx(1 — x)".
1. Demonstrati ci (fn)n>0 este convergent punctual citre functia nuld pe [0, 1].

2. Calculati f, (%) Este (fn)n>0 convergent si uniform catre functia nuld pe [0, 1]?
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8.5. Fie (fn)n>0, fn : [0,1] = R, f(x) = x™ — x?".

1. Demonstrati ci (fy)n>0 este convergent punctual citre functia nuld pe [0, 1].

2. Calculati fy < ’(/g ) Este (fu)n>0 convergent si uniform citre functia nuli pe [0, 1]?
8.6. Fie (fn)n>0, fn: (0,1) = R, fu(x) = "~ 1),

1. Demonstrati ci (fy)n>0 este convergent punctual citre functia nuld pe (0, 1).

2. Calculati f (1 - %) Este (fu)n>0 convergent si uniform citre functia nuld pe
0,1)?

8.7. Fie (fn)n>0, fn : R = R, fu(x) = "

T+n3x2
1. Folosind eventual inegalitatea a> + b > 2ab pentru orice a,b > 0, demonstrati cit
1

2\/n’

2. Demonstrati ci (fn)n>0 este uniform convergent citre functia nuli pe R.

fu()] <

pentru orice n > 0 gi orice x € R.

8.8. Fie (fn)n>0, fn : R = R, fu(x) = %

1. Demonstrati cd

|[fu(x) = 1] <

2
_, entru orice n > 0 si orice x € R.
P p §
2. Demonstrati ci (fn)n>0 converge uniform cdtre functia constanti 1 pe R.
8.9. Fie (fu)n>0, fu : [0, 1] = R, fu(x) = sin 1%

n+1°

1. Demonstrati cd

7T . .
| fn(x) — sinx| < Py pentru orice n > 0 gi orice x € R.

2. Demonstrati ci (fun)n>0 converge uniform catre functia f : [0, 1] — R, f(x) =
sin x.

8.10. Fie (fu)n>0, fu : [0, 7] = R, fu(x) = sin” x.
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1. Demonstrati cd (fu)n>0 este convergent punctual citre functia f : [0, 1] — R,
0, xel[0,3)U(Z, 7]
f() = v

1, x=7%
2. Este (fn)n>0 convergent si uniform la f?

, n, xe(,1x
8.11. PZE (fn)nzl, fn . ]R % R, fn(x) — n .
1, invrest

1. Demonstrati ci (fy)n>0 este convergent punctual citre functia constantid 1 pe R.

2. Este (fn)n>0 convergent si uniform la aceastd functie?

ﬂ/ x € 0’”__1
8.12. Fie (f)us1, fn @ [0,1] & R, fu(x) = { ™7 [0, %1

. Demonstrati ci
x,  xe(E1]

(fn)n>1 este uniform convergent.

8.13. Fie f : R — R o functie uniform continud si fie f, : R = R, fu.(x) = f(x + %),
n > 1. Demonstrati ci f,, — f pentru n — .

8.14. Fie (fu)u>1, fu : R = R, fu(x) = x + 1. Demonstrati ci f, % f pentrun — oo,
u
dar f2 / f% pentrun — co.

8.15. Fie (fu)n>1, fun : R = R, fu(x) = V/1+ x?". Determinati functia limitd a sirului
(fn)n>1 si demonstrati cd (fn)n,>1 converge uniform la aceastd functie.

8.16. Fie (fu)u>0, fn : R = R, fu(x) = "L Demonstrati cii (fu)n>o este uniform

convergent, dar (f,),>0 nu este uniform convergent.

[e0]

X
8.17. Determinati suma seriei —_—

© AN A1
8.18. Fie seria de functii Z <— — )

= \n n+l

1. Determinati suma partiald de ordinul n, S, a seriei.

2. Demonstrati cd seria de functii datd este uniform convergenti.

[o¢]

X
8.19. Fie seria de functii ,
funct ;O A+ + (1 + D)

x € [1,00).
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1. Determinati suma partiali de ordinul n, Sy, a seriei.
2. Demonstrati cd seria de functii datd este uniform convergenti.

8.20. Folosind eventual criteriul lui Weierstrass, demonstrati cid urmditoarele serii de
functii sunt absolut si uniform convergente pe R.

> arctg(nx) X cosnx 2,
1) —==", 2) — 3) x“e ™,

8.21. Folosind eventual inegalitatea | siny| < |y| pentru orice y € R, demonstrati cii

o0
, . . X Lo
seria de functii ) , 2" sin T este absolut si uniform convergenti pe R.
n=

8.22. Folosind eventual inegalitatea | arctgy| < |y| pentru orice y € R, demonstrati ci

= x
seria de functii ) arctg ———— este absolut convergentdi pe R.
fueti Y- arctg 37 gent
8.23. Folosind criteriul lui Dirichlet, demonstrati convergenta uniformd a urmdtoarelor

serii de functii.

X sinnx ad 1 1\ cosnx
DY I g 2y (1t ) S ey
n=1 n n=1 2 n n

N

8.24. Fie seria de functii Z fu, fu R =R, fu(x) =

n2+x2°
n=1
oo
1. Demonstrati ci Z fn este uniform convergenti pe R.
n=1

(0]
2. Demonstrati cd Z f,, este uniform convergenti pe R.
n=1

3. Folosind teorema de derivare termen cu termen, respectiv proprietatea de transfer
de continuitate in conditii de convergentd uniformd, demonstrati cd suma seriei

oo
Y fu este o functie derivabild, cu derivata continud.
n=1
[e9)
8.25. Demonstrati cd suma seriei de functii Z
n=0

nx , ..
5.5 esteo functie continud pe R.
1+ nox
(o)
.. .. . C
8.26. Demonstrati ci suma seriei de functii Z
n=0

osnx
n4

este o functie derivabild pe R si

cu derivata continud.
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8.27. Determinati raza de convergentd si multimea de convergentd pentru urmditoarele

serii de puteri.
n

2
[ el 00 L %) ( 1>n—|—2n %) nx
1 —_— 2 — 3 1+ — "4 ;
)n;]zmrsn’ )Enm’ )Z r )n;)z’urss’

- 1 1 1 n, n+2,..n
5)2<1+§+§—|—...—|—E>x, )Z( +1)n+2, 7);(114—1) x.

n=1

8.28. Precizati multimea de convergentd pentru urmdtoarele serii de functii reductibile
la serii de puteri prin schimbidri de variabild.

®  n x\" ad 3n+2 ( X >” * 1
1 i ) . .
)Zn—|—2(3> ’ )Z4n3+2n—|—1 2x+1/ 7 S)HZZOn!X”'
©  3n+1 sin” x > (xz‘hl;)n
)Z( 3+2) Zn )Z 2_|_3 +2 )Z(n+1)(n+2)xn

00 I x3n—2
8.29. Fi a d teri —1)" .
ie seria de puteri ,;1( ) -

1. Determinati raza de convergentd si multimea de convergentd a seriei de puteri.

2. Notand cu S suma seriei de puteri, demonstrati cd

S'(x) = x € (—1,1).

1+ x3

1 In2
3. Demonstrati cii Z . i

+ .
=3n-2 3 33

8.30. Fie seria de puteri y_ (n + 1)%x".
n=0

1. Determinati raza de convergentd si multimea de convergentd a seriei de puteri.

2. Folosind eventual egalitatea

(n+1)>%x" = (n+2)(n+ Dx"* — (n + 1)x"

[e9)
precum si teorema de derivare termen cu termen aplicatd seriei Y  x", determinati
. n=0
suma seriei date.
)l’l —nx

. ) e (—
8.31. Fie seria de functii —_
f t ngb n+1



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL 309

1. Determinati multimea de convergentd a seriei de functii.

2. Notind cu S functia sa sumd, demonstrati cid

ex

§'(0) = 5() ~ .

x > 0.

8.32. Fie seria de puteri y_ (—1)""'(@2n — 1)x*" 2.

n=1

1. Determinati multimea de convergenti a seriei de puteri.

2. Notind cu S functia sa sumd, demonstrati cid

X

X
/0 SOt = .

3. Determinati S.

8.33. Folosind eventual egalitatea

x+5 B 2 _ 1
2+4x+3 x+1 x+3

dezvoltati in serie MacLaurin functia f : R\ {3, -1} = R, f(x) = <P

x € R\ {-3,—1},

x2+4x+3"
8.34. Folosind eventual egalitatitile
1 1—x 1 1
= = — , e R\ {1},
2+x+1 1—-x 1-—28 o f V1
dezvoltati in serie MacLaurin functia f : R — R, f(x) = m

8.35. Folosind eventual egalitatea

1+ x

n——*~
n1—|—x2

=In(1+x) —In(1+x%), x € (—1,00),

dezvoltati in serie MacLaurin functia f : (—=1,00) = R, f(x) =1n 11;“;‘2.

8.36. Folosind eventual egalitatea
1 1 1 1 ( x 2)‘
== =-|1-(% -2,2
4—y2 2 1_(5)2 2 (2) , Xe(=22)
2

dezvoltati in serie MacLaurin functia f : (=2,2) = R, f(x) =

N—=

1
V4—x2'



