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Capitolul 1

PRIMITIVE

1.1 Primitive

Definitia notiunii de primitiva

Una dintre problemele centrale ale calculului diferential este determinarea de-
rivatelelor unei functii date, de una sau mai multe variabile. Calculul integral se
ocupd, printre alte lucruri, cu o problema de natura inversd, anume: fiind data o
functie f, se doreste ,,recuperarea” functiei F din care f se obtine prin derivare.

Definitie. Fie f : I = R, unde I C R este un interval. Spunem ca F : I — R este
o primitiva a lui f pe [ dacd F este derivabild pe I, iar F/(x) = f(x) pentru orice
x el

Exemple. Functia F; : R — R, Fi(x) = x2 este 0 primitivd alui f; : R = R,
f1(x) = 2x, pe R, deoarece (x?) = 2x, pentru orice x € R.

Functia F, : R — R, F(x) = sinx este o primitivd a lui f, : R — R,
fa(x) = cos x, pe R, deoarece (sin x)’ = cos x, pentru orice x € R.

Functia F; : (0,0) = R, F3(x) = Inx este o primitivd a lui f3 : (0,00) = R,
fa(x) = %, pe (0, ), deoarece (Inx) = %, pentru orice x € (0, ).

Primitiva unei functii date nu este unica

Totusi, este usor de observat cd o functie data poate avea mai mult de o pri-
mitiva. Mai precis, nu doar F; este o primitiva a lui f; pe R. Intrucat

(x* + C) = 2x, pentru orice x € R si orice constantd C € RR,

1
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de fapt orice functie de forma F : R — R, F(x) = x? + C este o primitivd a lui f;
pe R. Rdmane de observat, desigur, dacd f; mai are si alte primitive in afard de
acestea si dacd situatia in cauza (adunand la o primitiva datd o constantd oarecare
obtinem o altd primitiva) este intalnitd si pentru alte functii.

Teorema 1.1. Fie F : I — R, unde I C R este un interval. Au loc urmdtoarele
afirmatii.

1. Dacd F este o primitivd a lui f pe I, atunci F 4 C este de asemenea o primitivi
a lui f pe I, pentru orice constantd C € R.

2. Daci Fy, F, sunt primitive ale lui f pe I, atunci ele diferd printr-o constantd.

Demonstratie. 1. Deoarece F este o primitiva a lui f pe I, rezultd cd F'(x) = f(x),
pentru orice x € I. Fie C € R o constantd oarecare. Atunci

(F+C)(x)=F(x) +C' = f(x) + 0 = f(x), pentruorice x € I,

deci F 4 C este de asemenea o primitiva a lui f pe I.

2. Deoarece Fj, F, sunt primitive ale lui f pe I, rezultd cd F;, F, sunt derivabile pe
I, iar F{(x) = f(x), Fj(x) = f(x), pentru orice x € I. Atunci F; — F, este derivabila
pe I, iar

(F, — B)(x) = F{(x) — F5(x) = f(x) — f(x) =0, pentru orice x € I,

de unde deducem ca F; — F, este constantd pe intervalul I, avand derivata nuld
pe acest interval. [ |

Existenta primitivelor unei functii

In cele de mai sus, am precizat proprietati ale primitivelor unei functii date,
admitand cd aceste primitive existd. Totusi, este posibil ca acest lucru sa nu se in-
tample. Mai precis, ca sd existe o primitiva a unei functii f, ar trebui ca f sd fie de-
rivata acestei primitive (functie derivabild, conform definitiei). Reamintindu-ne
cd derivata oricdre functii derivabile pe un interval are proprietatea lui Darboux
(a valorii intermediare) pe acel interval, observam ca, pentru a exista o primitiva
a unei functii f pe un interval I este necesar (dar nu si suficient) ca f sa aiba
proprietatea lui Darboux pe I.

De aici, obtinem cd pentru o functie care nu are proprietatea lui Darboux nu
existd primitive.

Definitie. In cele ce urmeazd, vom spuneca f : I —+ R, I C R interval, admite
primitive dacd existd mdcar o primitiva a lui f pe I.
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Definitie. Fiind datd f : I — R care admite primitive, unde I C R este un

interval, vom nota cu
| feox

multimea tuturor primitivelor lui f, numita si integrala nedefinita a lui f. Se
foloseste si notatia

/f(x)dx = F(x)+C,

unde F este o primitivad oarecare a lui f, aleasd convenabil, iar C reprezintd mul-
timea functiilor constante pe I. Semnul / se numeste integrald, iar functia f se

numeste integrand, operatia prin care se determina primitivele unei functii date
numindu-se integrare. De asemenea, variabila x se numeste variabila de inte-
grare.

Exemple.

/cosxdx:sinx+C, /exdx:ex—i—c, /Zxdx:xz—{—c.

Functiile continue admit primitive

S-a observat anterior ce fel de functii nu au primitive. Mai important, ramane
acum si observam ce fel de functii au primitive. In acest sens, se va demonstra
in Capitolul 2 ca orice functie continua pe un interval I admite primitive pe acel
interval.

Operatii cu multimea functiilor constante

Intrucat suma a doud functii constante este tot o functie constants, respectiv
produsul dintre o constantd si o functie constanta este tot o functie constantd, au
loc proprietdtile

C+C=C, AC=C, pentruld #0.

Legatura intre operatiile de integrare si derivare

Tinand cont de definitia notiunii de primitivd, rezultd cd, dacd f : I — R
admite primitive, unde I C R este un interval, iar F : I — IR este o primitiva a sa,
atunci

F'(x) = f(x), pentru orice x € I, iar /f(x)dx = F(x)+C,
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situatie sistematizabild sub urmadtoarele forme

integrare /
f=———=F, F'(x)dx = F(x) + C.
derivare
Intr-un sens oarecum imprecis (intrucat integrala lui F’ nu este F, ci F + C), dar
suficient de sugestiv, putem spune cd operatiile de integrare si derivare sunt ope-
ratii inverse.
Integrarea unei derivate de ordin superior

Intrucat operatia de integrare ,anuleaza" o singura operatie de derivare, pu-
tem observa si cd, daca F : I — R, este de n 4 1 ori derivabild pe intervalul I,
atunci

/ F ) () dx = FO(x) + C.

Legatura intre formulele de integrare si cele de derivare

Intrucat operatiile de integrare si derivare sunt operatii inverse, oricdrei for-
mule de derivare 1i corespunde o formuld de integrare, obtinutd prin citirea in
sens invers a formulei de derivare. Astfel,

(sinx) = cosx = /cos xdx = sinx + C,

(arctg x)' =

! - / dx = arctgx +C
1+ x2 T2 - e T
In plus, corectitudinea oricirei operatii de integrare poate fi verificati derivand
rezultatul obtinut. In cazul determinarii corecte a unei primitive, dupa derivarea
rezultatului se va obtine functia de sub integrala initiala.

Terminologie

o

Trebuie observat cd denumirile ,integrald” si , primitivd" nu sunt interschim-
babile, primitiva reprezentdnd o singurd functie, iar integrala reprezentand o
multime de functii.

Functii definite pe reuniunea unor intervale

Definitia notiunii de primitiva se poate extinde pentru functii ale caror dome-
nii sunt alcdtuite din reuniunea mai multor intervale disjuncte. Totusi, in aceasta
situatie, diferenta dintre doud primitive ale unei functii date nu mai este neapa-
rat constantd, intrucat pe fiecare interval din domeniu primitivele pot sa difere
printr-o altd constanta.
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Exemplu. Functiile

x> +4, x€(0,1)

, B(x) =2?
x> +5, x€(2,3)

F,FK:(0,1)U2,3) > R, F(x)= {

sunt primitive ale functiei f : (0,1) U (2,3), f(x) = 2x, dar diferenta lor (F; —

4, € (0,1
R)(x) = x <01 nu este constanta.
5 x€(23)

Integralele unor functii uzuale

In cele ce urmeaza vom sistematiza integralele unor functii uzuale, cu unele
comentarii. Prin I vom nota un interval oarecare, I C R.

Integrala functiei putere

xn+1
/x”dx:n+1+c, xelCR, neN;

) yP+1
/x dxzp+1+C, xe€lC(0,0), peR, p#-1,

/1dx:x+C, xel CR;
1
/;dx:1n|x|+C, x€IC(0,00) saux el C(—o0,0).

Sd notdm cd, pentru primele doud formule, exponentii numadratorilor sunt egali
cu numitorii, operatia de integrare fiind asociata cu o operatie de impartire. De
asemenea, prin integrare, puterea creste (increases, in limba englezd), in vreme
ce prin derivare puterea descreste (decreases, in limba englezd), primele litere ale
cuvintelor furnizand regula mnemotehnica.

Integrala functiei exponentiale

/exdx:ex+C, xelICR
ax

/axdx:—JrC, xelCcR,a>0.
Ina

Din nou, integrarea functiei exponentiale cu baza diferita de e este asociata unei
operatii de impartire.
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Integralele functiilor sin si cos si ale unor functii in care intervin sin si cos

/sinxdx:—cosx+C, xelCR

/cosxdx:sinx+C, xelCR

/ 12 dx=—ctgx+C, xelC (km,(k+1)n),keZ

sin” x

/ 12 dx =tgx +C, erC(kn-l— ,(k+ 1)+ )keZ
cos? x

Semnele cu care apar integralele functiilor sin si cos sunt inverse semnelor cu

care apar derivatele acestora. Semnul integralei functiei S# este acelasi cu sem-

nul integralei functiei sin. Semnul integralei functiei é este acelasi cu semnul

integralei functiei cos.

Integralele unor fractii (I)

_ SN2 2
/\/mdx 1n<x+ x+a)+C a>0xelCR

| o=

Integralele unor fractii (II)

dlen‘x+\/x2—a2‘+c, a>0,x€lC (—co,—a)saux € I C (a,00)

1 1
/xz—_i_adeZEarctgg—FC, a>0,xEIC]R

1 X
————dx=arcsin—+C, a>0,x€lC(—a,a)
A /az _ xz a
Pentru deosebirea integralelor de mai sus, cu integranzi destul de asemanatori,

este utild urmadtoarea reguld mnemotehnicd: dacd dupd eliminarea termenului
liber, extragerea radicalului si eliminarea modulului se obtine 1, atunci integrala

1
contine In (logaritmul natural), ca si / —dx. Dacd dupd aceste operatii nu se

ob’gme , atunci nici integrala nu contine In.
In plus, o altd reguld mnemotehnicd este cd in rezultatul primei integrale (cea
tard radical) se imparte cu a si induntrul argumentului functiei arctg si in afara
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acestuia, intrucat ,se pleacd de la 42", In rezultatul celei de-a doua integrale se
imparte cu a doar induntrul argumentului functiei arcsin, nu si in afara acestuia,
intrucat ,se pleacd de la vVa? = a".

Integralele unor fractii (III)

Are loc si urmdtoarea formuld, care nu se conformeaza insa regulii mnemo-
tehnice de mai sus

1 1
[t =g

Oricum, integralele de acest tip pot fi calculate relativ usor ca aplicatie a operati-
ilor cu functii care admit primitive, insistenta asupra inca unei formule de calcul

X—a
X+a
I C (=00, —a)saul C (—a,a)saul C (a,c0).

+C, a>0,x€l, unde

separate pentru acest caz, neconformad cu celelalte, nefiind neaparat necesara.

1.2 Operatii cu functii care admit primitive

Teorema 1.2. Fie f, g : I — R, f, g admit primitive pe I sic € R, ¢ # 0. Au loc
urmdtoarele proprietdti.

1. Functiile f + g si f — g admit primitive pe 1, iar
[+ gtonax = [ e+ [ oo

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv

[0~ gendx = [ iz~ [ g
(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).
2. Functia cf admite primitive pe I, iar
/cf(x)dx = c/f(x)dx,

(o constantd nenula cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub inte-
grald tnaintea integralei).
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Mentionam cd nu au loc formule asemdndtoare pentru produs si raport, adica
integrala produsului nu este, de reguld, produsul integralelor si nici integrala
raportului nu este, de reguld, raportul integralelor. Condensat, formulele de mai
sus pot fi scrise sub forma urmatoare.

Teorema 1.3. Fie f,g : I — R, f, g admit primitive pe I si c1,c2 € R, c1,c0 # 0.
Atunci c1 f + cpg admite primitive pe I si

/(clf(x) + 028(x))dx = 1 /f(x)dx + ¢ /g(x)dx

Exemplu.

/( 5 + > )dx—B/;dx-i—S/;dx
X2+16  /x2+19/ ) x2+16 VaZ+19

3 x
—_— e 2
—4arctg4—|—5ln(x—|— x —|—19).

Exemplu. Fiea € R, a # 0. Atunci

1 1 1 2
| oot = cmomra® =2/ catra™
1 fxta)—(x—a), 1 1 B 1
Y (x —a)(x+a) dx_ﬂ(/x—adx /x+adx>

1 1 X—a
=— (In[x—a|—In[x+4a]) +C = —In T Ta +C.

2a 2a

1.3 Metode de calcul

S-a observat anterior cd integrala produsului nu este, de reguld, produsul inte-
gralelor. Pentru calculul integralei unui produs, si in cateva alte situatii, se poate
aplica metoda descrisa mai jos.

1.3.1 Metoda de integrare prin parti

Teorema 1.4. Fie f,g : I — R derivabile, cu f’, g’ continue. Atunci f'q si fg’'
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admit primitive pe I, iar

[ oswax = feg — [ foog

Demonstratie. Intrucat f'q si fg' sunt continue, ca produse de functii continue,
ele admit primitive. Sa observam ca

(fe) = f's+fg',

conform formulei de derivare a unui produs de functii, si atunci

[ 100 + g ] dx = [ (7
— [ Fegeds+ [ fg @z = (i +
— [ Fwgeds = g+ ¢ - [ fg @
— [ F@gwdx = fg - [ g s

Intrucat metoda de integrare prin parti nu reprezinti o metoda de calcul ex-
plicit al unei integrale, ci doar o formd de exprimare a unei integrale printr-o alta,
ea se poate aplica doar atunci cand integrala rezultata are o forma mai simpla
decat integrala initiala.

Practic, trebuie mai intai identificatd sub integrald functia care se poate scrie
ca o derivatd (f/; implicit, trebuie determinat si f). In membrul drept, ca re-
zultat, mai intai se elimina integrala, derivata si dx si se scriu doar functiile ra-
mase, iar apoi se mutd semnul de derivare de la una dintre functii la functia cea-

lalta.
/ xe*dx.

Intrucat x este o functie polinomials, incercim sa scriem cealalts functie
de sub integrald ca o derivata (procedand invers am obtine dupad apli-
carea formulei de integrare prin parti o functie polinomialad de grad mai
mare decat cea initiald). Cum e”* se poate scrie ca o derivatd sub forma

Exemplu. 1. Fie integrala
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(e¥) = e*, urmeaza ci

/xexdx = /x(ex)’dx = xe* — /(x)’exdx = xe* — /ext;lx

=xe*—e*+C=¢e"(x—1)+C.

2. Fie integrala
/ln xdx, x € (0, 00).

Intrucat In x este o functie inversa, mai greu de scris direct ca o deri-
vatd, incercam sa scriem cealaltd functie de sub integrala (adicd functia
constanta 1) ca o derivatd. Cum 1 se poate scrie ca o derivatd sub forma
1 = «/, obtinem c&

/lnxdx:/x’lnxdx:xlnx—/x(lnx)'dx:xlnx—/x-%dx

:xlnx—/ldx:xlnx—x+C:x(lnx—1)+C.

1.3.2 Prima metoda de schimbare de variabila

Teorema 1.5. Fie I, ] intervale si I = | i) R functii care satisfac urmiditoarele
proprietiti

1. u este derivabild cu derivata continud pe I;
2. f admite primitive pe J;

Atunci (f o u)u’ admite primitive pe I, iar

/ (f o W) (dx = (F o u)(x) +C,

unde F este o primitivid a lui f.

Demonstratie. Deoarece F este o primitiva a lui f, urmeaza cd F este derivabila,
iar F’ = f. Atunci functia compusa F o u este derivabild, fiind compunerea a doud
functii derivabile, iar

(Fou)(x) = Fl(u(x))u'(x) = f(u(x)u'(x) = (fou)(x)u'(x), (V)xel,
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conform formulei de derivare a functiei compuse. Din aceastd egalitate rezultd ca
(f o u)u’ admite primitive pe I, iar o primitiva a sa este F o u, de unde concluzia.
[

Pentru aplicarea acestei metode, trebuie mai intai identificatd corect schimba-
rea de variabild. In acest, scop, se pune mai intai in evidenta sub semnul integral
derivata unei functii (la nivelul lui dx, nu la numitor, exponent, s.a.m.d.) si se
observa daca acea functie ,se repetd". Dacd se intampld acest lucru, functia res-
pectiva poate fi noua variabild u.

Exemple. 1. Fie integrala

he [ S
1+sin“x

Cum cos x se scrie ca o derivatd sub forma cos x = (sin x)’, urmeaza ca

/ cos‘ x2 gy — (sin‘x)z’ ix,
1+ sin“x 1+ sin“x

observandu-se ca sin x se repetd sub integrald. Notdm u = sin x. Atunci
du = (sin x)'dx = cos xdx.

Asociem integralei initiale integrala

1
h= [ et

obtinutd prin inlocuirea lui u si du (aceasta corespunde determindrii lui
F din enuntul teoremei). Cum J; = arctgu + C (adicd F(u) = arctgu),
revenind la variabila initiald prin Inlocuire (calculdnd explicit (F o u)(x))
urmeazd ca

I = arctg(sinx) 4 C.

In cele de mai sus, ,asocierea” se face datoritd faptului ca I; si J; re-
prezinta multimi de functii depinzand de variabile distincte (x, respec-
tiv u), posibil definite pe intervale diferite, neputand fi pus semnul de
egalitate intre I; si J;. Reamintim cd doud functii sunt egale daca si
numai dacd au acelasi domeniu, acelasi codomeniu si realizeaza o aso-
ciere identicd, adicd asociaza fiecdrui element din domeniul comun un
acelasi element din codomeniu.
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Polinoame de gradul 1 ca variabile noi

O aplicatie imediatd este faptul ca schimbarea de variabild u = ax + b, a # 0,
poate fi folosit ori de cate ori este nevoie. Intr-adevir, fie integrala

/f(ax+b)dx=%/f(ax+b)-adx.

Cum 4 se scrie ca o derivatd sub forma a = (ax + b)’, urmeaza ca

/f(ax + b)dx = % /f(ax + b)(ax + b)dx,
observandu-se cd ax + b se repetd sub integrald. Notdm u = ax + b. Atunci
du = (ax + b)'dx = adx.

Asociem integralei initiale integrala
1 1
unde F este o primitiva a lui f. Inlocuind u, obtinem
/f(ax + b)dx = %F(ax +b) +C.

Urmeaza cd formulele precizand integralele functiilor uzuale raman valabile si
in cazul in care x este inlocuit cu un termen de gradul 1 in x, impdrtind insa
rezultatul final prin coeficientul lui x. De exemplu, deoarece

/exdx:ex-i-C, /cosxdx=sinx-|—C,

urmeaza ca

1 1
/e2x+1dx _ E€2x+1 +C, /cos(4x +2)dx = 1 sin(4x + 2) 4 C.

Integralele unor functii hiperbolice
Reamintim definitiile urmatoarelor functii hiperbolice

X — X

sh: R —- R, shx= Te (sinus hiperbolic)

X —X

ch:R— R, chx= % (cosinus hiperbolic)
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sh x

th:R =+ R, thx= hx (tangenta hiperbolica)
. chx 1 .-
cth: R* - R, cthx= hx (cotangenta hiperbolicad),

impreund cu identitatea fundamentald
(chx)> —(shx)>=1, xe€R.
Atunci
/shxdx =chx+C, x€eR,

/chxdx:shx—l—c, x € R,

1
/ 5 dx =thx+_C, x€R,
ch” x

1
/ 2 dx=—cthx+C, xe€lC(—oo,0)saux € I C (0,00).
sh” x

Intr-adevar,

er —e ¥ 1 _ 1 _
/shxdx:/ 5 dxzz/ e —e x)dx:§</exdx—/e J‘dx)
C

(
—X
:1<e"—e—>+ :%(eere_x)JrC:cthrC,

similar calculandu-se cea de-a doua integrald. De asemenea,

shx)' _ (shx)'chx—(chx)shx (chx)*—(shx)> 1

(thx)’ = <chx (ch x)?2 T (hx)? (chw?

de unde

/ 12 dx =thx+C,

ch” x

cea de-a patra formuld obtindndu-se asemandtor. Remarcam faptul ca formu-
lele de integrare pentru functii hiperbolice sunt asemdnatoare celor pentru func-
tiile trigonometrice corespunzdtoare, cu exceptia absentei semnului — pentru

/sh xdx.
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1.3.3 A doua metoda de schimbare de variabila

Din punct de vedere practic, prima metoda de schimbare de variabild se foloseste
atunci cand sub integrald se poate pune in evidenta derivata unei functii care,
de asemenea, ,se repetd” (integrandul poate fi scris in functie de aceasta). Exista
multe situatii in care se poate face o schimbare de variabild plauzibild, chiar daca
nu poate fi pusa in evidentd sub integrald derivata acestei schimbari de variabild,
sau cel putin nu la nivelul lui dx. Un exemplu este integrala

1
/ 1 —{—exdx' x € (0,00),

in care schimbarea de variabild u = ¢* este plauzibild, desi #' = e* nu poate fi
pus in evidentd la nivelul lui dx. Aceasta situatie este tratatd cu ajutorul urma-
toarei teoreme, in care integrandul este f o u, nu (f o u)u’, ca in prima metoda de
schimbare de variabila.

Teorema 1.6. Fie I, ] intervale si I = | L) R functii care satisfac urmitoarele
proprietiti

1. u este derivabilii si inversabild, iar u=! este derivabild cu derivata continud pe

J;
2. f-(u=YY admite primitive pe J;
Atunci (f o u) admite primitive pe I, iar

/ (f 0 u)(x)dx = (Fou)(x) +C,

unde F este o primitivd a lui f - (u™1).

Exemplu. Fie integrala

1
/H_—exdxl x € (0, 00),

Schimbarea de variabild, plauzibild din context, este u = e*, unde

u:(0,00) = (1,00), u(x)=e"
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este derivabild si inversabild, inversa sa,
u=l:(1,00) = (0,00), u_l(y) =Iny

fiind de asemenea derivabild, cu (u‘l)’ continud pe (1, 00), deoarece

(1Y (y) = i y € (1,00)

Atunci

X

Uu=e¢" = x=1Inu

(aceastd etapd reprezintd inversarea lui u), de unde
, 1
dx = (Inu)'du = Edu,

(aceastd etapa include calculul lui (#~!')’). Asociem integrala, obtinuta prin
inlocuirea lui e* si dx,
1
/= / 1+u H

(acum se calculeaza o primitiva pentru f - (u~!)). Atunci

= /ﬁ/ﬁ

/%d /u(1+u) /d”_/ T’

=ln|u|—ln|1-|—u|—|—C:1n‘1_|_—u'+C

(s-a determinat o primitivd F a lui f - (u~!)). Prin inlocuirea lui u (acum se
calculeaza F o u), urmeaza cd integrala initiald este

X

I=1
n1+ex

ex
+C:1n<1+ex>+C.
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1.4 Integrarea functiilor rationale

Definitie. Numim functie rationala o functie f care se poate scrie sub forma (si-
milard unui numar rational)

_ P
f= ok
unde P, Q sunt functii polinomiale.
Sd observam cd denumirea de functie rationald are legdturd cu forma de raport
a functiei, nefiind necesar ca P, Q sd aiba coeficienti rationali. Astfel,

x> —2x+/3
X2+ V3x+ V7

este o functie rationald, desi coeficientii v/2, v/3, /7 nu sunt numere rationale.

fR—=R, f(x)=

Descompunerea unei functii rationale

In cele ce urmeaza, vom preciza un mod general de calcul al primitivelor unei
functii rationale. In fapt, calculul unei integrale de forma
P(x)
Q)
se poate reduce la calculul mai multor integrale mai simple, tindnd cont de urma-
toarele observatii.

dx

1. Daca grad P > grad Q, se poate face mai intai impadrtirea cu rest a numara-
torului la numitor. Se inlocuieste apoi numardtorul cu expresia sa furnizata
de aceastd impartire cu rest, iar apoi se separa integrala initiald in doud in-
tegrale, una corespunzdtoare catului si impartitorului, iar cealaltd restului.

2. Daca numitorul nu este , elementar” (puterea unei functii polinomiale care
nu se descompune mai departe), atunci, dupd descompunerea lui Q, functia
de integrat 6 se poate scrie ca suma unor fractii cu numitori mai simpli. In
acest sens, orice functie polinomiald Q se poate descompune ca un produs
de functii polinomiale de forma

* (x — a)? (puteri ale unor functii polinomiale de gradul 1)

o (x> +Dbx+c)P,cuA = b* — 4c < 0 (puteri ale unor functii polinomiale
de gradul 2 care nu se descompun mai departe),

inmultite eventual cu o constanta.
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Exemplu. Fie integrala

4
X
/X+1dx.

Cum gradul numaratorului este 4 iar cel al numitorului este 1, impartim mai
intai cu rest numadratorul la numitor, obtindnd relatia

A=+ -+ x—-1)+1.
Atunci

4 3,2 _
/x gx /(x+1)(x X+ x 1)+1dx

x+17 (x +1)
B x4+ —x2+x—1) 1
_/ G dx+/x+1dx

:/(x3—x2—i—x—1)dx+ln]x+1]+C

4 3 2
X X X
—Z—?+?—x+ln|x+1|+c.

Pentru descompunerea in fractii mai simple, tinem seama ca

* Numadrdatorii vor fi cdutati de grad cu o unitate mai mic decat gradul ele-
mentului principal de la numitor.

* Descompunerea nu ,face salturi", in sensul cd odata cu o putere a unui ele-
ment principal pentru descompunere sunt necesare si puterile intermediare,
chiar daca acestea nu apar in mod explicit de la inceput.

Astfel, un exemplu de descompunere este

1 _ A B
x+D(x+2) x+1 x+2

Elementele principale de la numitorul fractiei initiale sunt x 41 si x 4+ 2 (de gradul
1), numaratorii care le corespund fiind de gradul 0 (constante).
De asemenea, un alt exemplu de descompunere este

1 A Bx+C Dx+E Fx+G
(x+D2+2x+6)3  x+1 x2242x+6 (x2+2x+6)2  (x2+2x+6)3

Elementele principale de la numitorul fractiei initiale sunt
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* x+ 1 (de gradul 1);

e x? 4 2x + 6 (de gradul 2, care nu se descompune mai departe intrucat A =
& p P
—20 < 0).

Numaratorii care le corespund sunt de gradul 0 (constante), respectiv de gradul
1. In descompunere, odati cu puterea 3 (cea care apare explicit) apar si puterile
intermediare 1 si 2.

Metode de determinare a coeficientilor
1. Aducerea la acelasi numitor, identificarea coeficientilor si rezolvarea unui

sistem.

2. Inmultirea cu puterile cele mai mari ale elementelor principale de la numi-
tor.

3. (In unele situatii particulare) Scrierea numaratorului cu ajutorul diferentei
unor factori de la numitor

Exemplu. Fie integrala

/;dx
x243x+2

Numitorul fractiei este functia polinomiald de gradul al doilea x? + 3x + 2.
Intrucat A = 9 — 8 > 0, aceasta se descompune mai departe. Rezolvand
ecuatia x* + 3x 4+ 2 = 0, obtinem radicinile x; = —1 si x, = —2, si atunci
x? 4 3x + 2 se descompune sub forma

X2 4+3x+2=10x— (=1))(x — (=2)) = (x + 1)(x +2),

deci , .
/ PR Lo / GrDa 12
Integrandul se descompune sub forma

1 _ A B
(x+1D)x+2) x+1 x+2

Rdmane deci sd determinam A si B. Prin amplificare si aducere la acelasi
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numitor obtinem

1 A n B A(x+2)+B(x+1)
x+Dx+2) x+1 x+42 (x+1)(x+2)
_ x(A+B)+(2A+ B)
N (x+1)(x+2)

Intrucat doua fractii echivalente cu numitorii egali au si numaratorii egali,
obtinem de aici
1=x(A+B)+ (2A+B),

pentru orice x din domeniul de integrare. Prin identificarea coeficientilor,
obtinem ca

A+B=0

2A+ B =1,

sistem cu solutia A = 1, B = —1. Inlocuind aceste valori acolo unde A si B
au apdrut pentru prima datd obtinem descompunerea

1 11
(x+D(x+2) x+1 x+2
De aici,
1 1 1 1 1
—————dx = (—— )d = [ ——d —/
/(x+1)(x—|—2) * / x+1 x+2 * x+1 * x—i—2dx
|x 4+ 1|
=1 1] -1 2|+C =1 .
njx+1—In|x+2|+ n|x+2|—|—C
Exemplu. Fie integrala
/ ! dx
(x+DE+2)(x+3)
Integrandul se descompune sub forma
1 A B C

CTDE+)@+3) x4l x12 x13 (11)

Ramane deci sd determinam A, B si C.
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Inmultind (1.1) cu primul numitor, x + 1, obtinem ca

1 B B(x+1) C(x+1)
(x+2)(x+3) x+2 x+3 7
de unde, pentru x = —1 (valoare care anuleaza factorul cu care s-a inmultit)
se obtine ca
1
- =A.
2

Inmultind (1.1) cu al doilea numitor, x + 2, obtinem c&

1 A(x+2) C(x +2)
= B4+ — =
(x+1)(x+3) x+1 T x+3
de unde, pentru x = —2 (valoare care anuleaza factorul cu care s-a inmultit)
se obtine ca
—1=B.

Inmultind (1.1) cu al treilea numitor, x + 3, obtinem c&

1 _ A(x+3) B(x+3)+C
x+D(x+2)  x+1 x4+ 2 ’
de unde, pentru x = —3 (valoare care anuleaza factorul cu care s-a inmultit)
se obtine ca
1
- =C.
2

Inlocuind aceste valori acolo unde A, B si C au apdrut pentru prima datd
obtinem descompunerea

1 111 1
x+1D)x+2)x+3) 2 x+1 x+2 2 x+3

De aici,

/ ! dx—/(l-L— ! —|-1- ! )dx
(x+Dx+2)(x+3) 2 x+1 x+2 2 x+3
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—1/ 1dx—/ 1dx+1/ 1 X
2/ x+1 x+2 2 /) x+3

1 1
= Eln\x+1\ —ln|x+2|—i—§1n\x+3\—1—c

1 |(x + 1)(x + 3)|
=i [+ 2P )+

Exemplu. Fie integrala

1 d
/kﬂ+2xﬂ+4)x

Cum
(x> +4) — (x* +2) =2,

putem scrie

/ / (x2 +4)— (x* +2)
(x2 + 2)(x2 + 4 (x2 + 2)(x2 + 4) 2 (x2 +2)(x2 + 4)

1 x2+4 x?+2

:§</ (x2—|—2)(x2+4)dx_/(x2+2)(x2+4)dx>
1 1 1
:E(/x2+2dx_/x2+4dx>
1
2

<1 arct 1arct E)—i—C
5B 5

1.5 Integrale reductibile la integralele unor functii ra-
tionale

Vom prezenta un numar de situatii tip in care calculul integralei unor functii apa-
rent mai complicate se reduce la calculul integralelor unor functii rationale dupa
schimbari de variabile potrivite. In cele ce urmeaza, prin R vom intelege o functie
rationald oarecare.

Integrale continidnd exponentiale

/ R(a*)dx
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Se poate folosi schimbarea de variabild u = a* (se alege exponentiala ca variabila

ex
= / 1+ezxdx

Intrucat e** = (¢¥)?, putem scrie

e* ex
/—1+62xdx: /—1+(ex)2dx.

Alegand variabila noud u = e*, urmeaza ca

noud).

Exemplu. Fie integrala

du = (e*)dx = e*dx.

Asociem integralei initiale integrala

1
]_/1+u2dul

obtinutd prin inlocuirea lui du si u (in aceastd ordine). Cum | = arctgu + C,
obtinem prin inlocuirea lui u ca

I = arctg(e*) + C.

Integrale continand radicalul unei functii polinomiale de gradul 1

/ R(Vax + b)dx

Se poate folosi schimbarea de variabild u = +/ax 4 b (se alege radicalul ca vari-
abila noud). Pasul urmator este ridicarea la putere, pentru eliminarea radicalu-
lui.

Exemplu. Fie integrala

1= / V/2x + 1dx.

Alegand variabila noud u = v/2x + 1, urmeazs ci

51 5-1\ 5
u5:2x+1:>x:u2 :>dx:(u2 >du:§u4du.
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Asociem integralei initiale integrala

= /u-%u‘*du,

obtinuta prin inlocuirea lui du si u. Cum

5 5 s 5 ub 5 ¢
— — d:— d:_._ —
] /2u u 2/u u=; 6—|—C 12u+C,

obtinem prin inlocuirea lui u ca

[— % (Vax+1) +c.

Integrale continand mai multi radicali de ordine diferite ai unei aceleiasi ex-
presii de gradul 1

/R( Vax+0b, ¥Yax+0b,..., ¥ax + b)dx

Se poate folosi schimbarea de variabild u = +/ax + b, unde n este cel mai mic
multiplu comun al radicalilor existenti. Pasul urmator este ridicarea la putere,
pentru eliminarea radicalului. Calculele sunt similare celor de mai sus.

Integrale continand radicalul unui raport de functii polinomiale de gradul 1

ax+b
R({/ ——)dx
/ ( cx + d)
Se poate folosi schimbarea de variabild u = { Z;Cj:g (se alege radicalul ca varia-
bild noud). Pasul urmadtor este ridicarea la putere, pentru eliminarea radicalului.
Calculele sunt similare celor de mai sus.

Integrale contindnd radicalul unei functii polinomiale de gradul 2 la numitor

/ 1 dx
vax?+bx+c

Se poate reduce la una dintre integralele uzuale dupd aducerea trinomului de
gradul al doilea ax? + bx + ¢ la forma canonica (punand in evidenta patrate per-
fecte).
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Exemplu. Fie integrala

/ 1 dx
2x2 —3x+1

Deoarece
3 1) < 3)2 9 1
2— = 2—— — = _— = _— —_
2x° —3x+1 2<x 2x+2 2[x 1 16+2
3\ 1
—2[<x—z> _E]’
urmeaza ca
[ st e wnl
x? —3x +
2[(x-3)" -4 C
Cu schimbarea de variabilda u = x — %, obtinem
3/
du:(x—z)dx:dx.
Asociem integrala
1 1 / 1
]=—/—du=1nu+ u? — —|+C.
1 1
V2 fuz — L 6

Integrale continand radicalul unei functii polinomiale de gradul 2

/ 1 dx = Lln
V2x2 —3x+1 V2

/ vV x2 + a?dx

Se poate calcula utilizaind metoda de integrare prin parti. In acest sens, sa notim

I:/\/x2+a2dx.
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Observam ca

I = /x’\/x2+a2dx:x\/x2+a2—/x(\/x2+a2)’dx

2
X

) 2 A2 2

=xVx*+a / x2+a2dx—x x>+a / x2+a2dx

Intrucédt numaratorul, x2, este asemanadtor cu expresia de la numitor, x2 4+ az, ex-
ploatdm aceastd asemdnare scriind numardtorul sub forma

x2=x2—|—a2—a2.

Atunci

x2 + a2 — g2 x2 + g2
I:x\/x2+a2—/ dx = x\/x2 +a? — / ———dx +/
Vx2 4 a? VX2 4+ a? \/x2+a

N - /mdx-i—a/\/m
= x\/x2+ a2 — 1+ a? 1n(x+\/m)+(f
De aici,
lexm-l—azln(x—i—\/m)-l—c
— I:%[x\/m%—azln(x—l—\/m)}%—c

In mod asemanator se pot calcula si integralele / Vx% — a?dx, / Va? — x?%dx.
/ Vax? + bx + cdx

Dupd aducerea la forma canonicd (formarea de patrate perfecte), problema se
reduce la calculul uneia din integralele de mai sus.

Integrale continand radicalul unei functii polinomiale de gradul 2 intr-un ca-
dru general

/R(\/ax2 +bx+cdx, a#0

Se pot folosi schimbdrile de variabild

Vax2+bx+c=t+xva, dacia>0
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Vax?+bx+c=tx++/c, dacic>0
Vax?2+bx+c=tx—x), dacdA >0

x1 fiind o raddacing a ecuatiei ax? + bx +c = 0. Aceste schimbari de variabild
se mai numesc si substitutiile lui Euler. Cele trei cazuri nu se exclud unul pe
celdlalt, existand situatii in care pot fi utilizate toate cele trei schimbari de varia-
bila.

Exemplu. Fie integrala

1
dx.
/ xVx2—3x+2

Pot fi aplicate toate cele trei schimbdri de variabila, deoarece s = 1 > 0,
c=2>0,iar A =1 > 0. Vafi folosita prima dintre ele,

Vx2—3x+2=t+nx.

Atunci, dupad ridicare la patrat,

2 —t2
X2 —3x4+2=142x+x> = 22 =xQ2t+3) = x= ,
2t 43
de unde .
2 t? 2 4+ 3t +2
= dt = (—2)————dt.
* <2t+3> TR
Asociem integrala
1 2 +3t+2
]=/2_2 sy (F2 et
s (t + _ZH—%) 2t+3)
B 1 ( )t2+3t+2 t
= | 727 a2 T oA
33 s @t +3)
-2 1 1 t—/2
= dt:2/—dt:2 In +C
/Z—t2 t2 -2 22 [t4+/2

t— V2
t+ V2

1

=1 +C.
\/En
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Prin tnlocuirea lui t cu v/ x2 — 3x + 2 — x, obtinem c&
Va2 —3x+2—x—
I:LIn R \/§+C.
V2 Va2 =3x+2—x+2
Integralele unor functii trigonometrice (I)
/ R(sin x) cos xdx, / R(cos x) sin xdx
Intrucat (sinx)’ = cosx, iar (cosx) = —sinx, integralele de mai sus au in fapt

forma

/R(sinx)-(sinx)’dx, /R(cosx)-(— cos x)dx.

Se vor folosi schimbarile de variabild u = sin x, respectiv u = cos x.

Exemplu. Fie integrala
sin2x
o [y,
1+ sin“x

sin(2x) = 2sin x cos x,

Atunci, deoarece

urmeaza ca

I = /—ZSinx.ccz)sxdx :2/—sin.x2 cos xdx.
1+ sin“x 1+ sin“ x

Cu schimbarea de variabila u = sin x obtinem
du = (sin x)'dx = cos xdx.

Asociem integrala

Cu schimbarea de variabild v = 1 + u? obtinem
dv = (1 + u?)du = 2udu.

Asociem integrala

]’:/%dvzln|v|+c.

u 2u 1+ u?)
=2 —du=| ——du= | ——du.
J /1—|—u2 " /1—|—u2 " / 14 u? "
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Atunci, prin inlocuirea lui v obtinem ca
]=ln’1—|—u2‘—|-C =In(1+u?)+C.

Prin Inlocuirea lui u obtinem ca integrala initiald are valoarea

Izln(1+sin2x) +C.

Integralele unor functii trigonometrice (II)

/sinm cos" xdx, m,n € Z.

Dacad madcar una dintre puterile m, n ale uneia din functii este impara, cealalta
functie se poate alege ca variabild noua.

Dacd ambele puteri sunt pare, se va trece la unghiul dublu prin folosirea for-
mulelor

2 1+ cos(2x)

1-— 2
cos 1 — L2 cos(2x)

sm- x

> — sin(2x) = 2 sin x cos x.

Exemplu. Fie integrala
I = /sin5 cos® xdx.

Deoarece sin x este ridicatd la o putere impard, cos x poate fi aleasd ca vari-
abild noud. Dintr-un motiv similar, si sin x poate fi aleasa ca variabild noua.
Pentru fixarea ideilor, vom folosi schimbarea de variabild u = sin x. Atunci

du = (sin x)'dx = cos xdx.

Folosind identitatea trigonometrica fundamentald, sin?x + cos?x = 1, obti-
nem

I = /sin5 x cos® x - cos xdx = /sin5 x(1 — sin? x) - cos xdx.

Asociem integrala

8

6
]:/uS(l—uz)du:/(u5—u7)du:%_%+c
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Prin inlocuirea lui u obtinem ca

(sin x)° _ (sin x)8

I = .
G 3 +C
Integralele unor functii trigonometrice (III)
/ R(sin x, cos x)dx

Prin analogie cu cele de mai sus, dacd R este impard intr-una din functiile sin x,
cos x, adica
R(—sin x, cos x) = —R(sin x, cos x),

respectiv
R(sin x, — cos x) = —R(sin x, cos x),

cealaltd functie se alege ca schimbare de variabila.
Dacd R este para atat in sin x cat si in cos x, fie se trece la unghiul dublu, fie se
alege ca schimbare de variabild u = tg x. Calculele sunt similare celor de mai sus.

Integrale binome

/xm(ax” +b)fdx, mmn,peQ, ab#0

Intrucat m, n, p sunt numere rationale, nu neapdrat intregi, integrala de mai sus
poate contine radicali de diverse forme. Daca

1 1
m: € Z sau %4—;962,

pE€Z sau

si numai in aceste cazuri, calculul unei integrale de forma de mai sus poate fi re-
dus la calculul integralei unei functii rationale. Sunt posibile urmatoarele situatii.

1. Daca p € Z, atunci x = t9, unde q este numitorul comun al lui m si n.
Altfel spus, t = Y/x, unde N este cel mai mic multiplu comun al ordinelor
radicalilor deja existenti.

2. Daca mTH € Z, atunci ax" +b = t1, unde q este numitorul lui p. Altfel
spus, t = Vax" + b, adici se alege ca variabild noua paranteza cu tot cu
exponent, eliminand eventualul numadrator al exponentului si eventualul
semn —.
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3. Daca ™H + p € Z, atuncia + % = t1, unde g este numitorul lui p. Altfel

spus, t = Na+ x%, adicd se alege ca variabild noud paranteza dupd un
factor comun fortat, cu tot cu exponent, eliminand eventualul numarator al
exponentului si eventualul semn —.

Substitutiile de mai sus se numesc si substitutiile lui Cebasev.

Exemplu. Fie integrala

3
X
I:/—dx, x € (0, 00).
i (0, 00)

Atunci

1
I:/x3(x2—|—1)%dx — m=3,n=2,p=——.

Observim cd p = —5 L' ¢ 7,dar ™t =2 ¢ Z. Alegem ca variabila noua
= (x2+1)% = V241,

eliminand semnul — de la exponent, intrucat expresia 1 + x> de sub radical
nu este ridicatd ea insdsi la o putere. De aici

P=x4+41 = *=#-1= x=V£-1,

si deci

dx = (V2 —1)dt = (P —1)dt = tdt

bt = — gy
S e

Asociem integrala

1= [ (V=1 @

3
(tz—l)dt:%—t—i-c.

1 t
dt:/t2—1 VE2—1-2 ——(dt
V21 ( ) tViz—1

Prin inlocuirea lui ¢, obtinem ca

3
1:—<”‘Z ) Erie
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Aplicatii
1.1. Demonstrati ci
<m>l = L, pentru orice x € R,
VaZ+1
si determinati / N
VeS|
1.2. Demonstrati cid

r Inx

(2v/x(Inx — 2))

, pentruorice x >0,

B

si determinati / lnT;Cdx.

13. Fie f:R = R, f(x) =
crescitoare.

—————. Demonstrati cd orice primitivd a lui f este strict
5+sinx

14. Fie f : R — R, f(x) = e * cos 2x. Determinati a,b € R astfel incdt functia
F:R — R, F(x)=e *(acos2x+ bsin2x),
si fie o primitivd a lui f.
1.5. Fie f : [0, 2] = R, f(x) = x*sinx. Determinati a,b,c € R astfel incit functia
F: [0, g] — R, F(x) = (ax* +b)cosx + cxsinx,

sd fie o primitivd a lui f.

1.6. Determinati a,b € R astfel incit functin f : R — R, f(x) = { ST b
sd admitd primitive.

1.7. Determinati

1 . 3x+1 ... / - . / dx
1)/4x+5dx, 2)/6 dx; 3) | sin(Bx +4)dx; 4) TG

1.8. Determinati
1)/xzexdx; 2)/e2x sin(3x)dx; 3)/xarctgxdx; 4)/x2cosxdx;
sin x

3 dx.
cos3 x

5)/sin(lnx)dx; 6)/x
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1.9. Determinati

1
1)/xex2dx; 2)/\/1nx;dx; 3)/sin3xcosxdx;

sm\/_ e~ COS—

1.10. Determinati formule de recurentd pentru calculul urmdtoarelor siruri integrale.

1) (In)n>0, In = /(lnx)”dx; 2) (Ln)n>o0, In = /x”exdx 3) In)n>0, In =

/ x" sin xdx.

1.11. Determinati o formuli de recurentd pentru termenii sirului

x?l
(In)nEOr In - /——XZ n 1dx
folosind eventual faptul cd

n

X _ =1 n—1 2 !
_x2+1—x —x2+ =x ( x+1>.

. coSs x sin x
1.12. Fie A = X; dx.
sin x +cosx sin x +cosx

1. Calculati A+ Bsi A — B.

2. Determinati A si B, folosind eventual 1.

1.13. Fie A = /sin2 xdx; B = /cos2 xdx.

2 : 2

1. Calculati A+ B i B — A, folosind eventual formula cos2x = cos”x — sin” x,

Vx € R.
2. Determinati A si B, folosind eventual 1.

1.1 Determmaﬁ primitivele urmdtoarelor functii rationale.

dx
)/( TR )/x2—|—4 i )/x2—|—2 ¥5 4)/x2+3x+6dx'

x+4 . .

)/x2—|—3 +2dx 6)/(x—1)(x—2)(x—3)dx 7)/x2 4x+3d
x+5

9 [
—x
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1.15. Determmaﬁ primitivele urmdtoarelor functii reductibile la functii mﬁonale
)/ x+1dx; 2)/efdx 3)/\/§arctg\/_dx 4)/\/3_

——; VX% —6x + 8dx;

(x—{—2)\/1+x /\/écz—l—?x—}—S / % 6% 8dx
x_

8 9

)/\/x2+x+ ) Va2 _3x—7

+\/3—x

1.16. Determinati primitivele urmdtoarelor functii trigonometrice
1) /sin2 x cos’ xdx; 2) /sin3 cos* xdx; 3) /sin2 x cos? xdx.
1.17. Determina;}i urmdtoarele integrale binome
1) / 2) / o
x11\/1+x x4/1 a2

1.18. Determinati / ———dx, folosind fie una dintre substitutiile lui Euler, fie
W) i rag v fotosind ] ! f

faptul cd
- S o Gy
xV1+ x4 x2 \/xl—z+%+1 \/(l+%)2+% (l+%)2+%
X X

x—1
v <1 . . o
1.19. Fie functia f : R = R, f(x) = {hfzx * - Demonstrati ci f admite primi-
2 A X >

X 4
tive si determinati o primitivd a lui f.

. o . 1
1.20. Fie F o primitivd a functiei f : R — R, f(x) =

X+V2+1
1. Demonstrati cid F este strict crescitoare pe R.

2. Demonstrati cd

|F(x2) — F(x1)| < |x2 —x1|, pentru orice x1,x3 > 0.
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INTEGRALA DEFINITA

Incd din antichitate, s-a pus problema determindrii ariilor unor figuri geometrice
care nu erau marginite de segmente de dreapta. Maestri ai geometriei clasice, ve-
chii greci s-au dovedit a fi si precursori a ceea ce urma sa devina calculul integral.
Desi in acea vreme nu exista, desigur, notiunea de trecere la limitd, acest impedi-
ment nu l-a oprit pe Eudoxius sd introducd in preajma anului 370 1.Hr. metoda
exhaustiunii (epuizdrii). In aceastd abordare, aria misurati se extindea pas cu
pas, devenind din ce in ce mai apropiatd de aria cdutata.

Arhimede a folosit aceastd metodd pentru a calcula (in mod exact!), in jurul
anului 230 1.Hr., aria de sub graficul unei parabole, oferind cu aceasta ocazie pri-
mul exemplu de serie convergentd, si pentru a aproxima ariile cercurilor si elipse-
lor. De aceeasi atentie din partea sa s-a bucurat si calculul volumelor unor corpuri
cum ar fi sferele si paraboloizii de revolutie.

Bazele calculului integral au fost puse de citre Isaac Newton, in 1666, pornind
de la probleme de naturd cinematicd. Pentru Newton, calculul integral insemna
gasirea ,fluentilor" atunci cand sunt cunoscute ,fluxiunile" (derivatele), obiec-
tivul principal fiind determinarea legii de miscare a unui punct material atunci
cand este cunoscutd permanent viteza sa. Din motive conjuncturale, tratatul res-
pectiv nu a fost publicat in mod formal decat dupa mai mult timp de la redactarea
sa, desi continutul devenise cunoscut matematicienilor vremii.

In vreme ce punctul de vedere al lui Newton era, intr-un fel, de natura geo-
metricd, Gottfried Wilhelm von Leibniz a contribuit la punerea bazelor calculului
integral cu un punct de vedere ceva mai apropiat de cel al analizei de azi si sis-
tematizat mai convenabil din punct de vedere analitic. Abordarea propusa de
Leibniz consta in utilizarea proprietitile seriilor convergente (in fapt, Leibniz si-a
numit abordarea ,,calculus summatorius”, numele de calcul integral fiind sugerat

34
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ulterior de Jacob Bernoulli, in 1690). Tot lui Leibniz i se datoreaza utilizarea can-
titatilor infinitezimale dx si dy si notatiile pentru acestea, precum si introducerea

semnului / pentru operatia de integrare.

Leibniz a fost cel care si-a publicat mai intai propria abordare (1684, 1686), lu-
cru care a dat nastere unei controverse intense privind adevaratul creator al calcu-
lului integral, punctul central al acesteia fiind mdsura in care Leibniz a cunoscut
rezultatele lui Newton. Astdzi, atat lui Newton cat si lui Leibniz li se acorda credit
pentru dezvoltarea independentd a notiunilor de baza ale calculului integral.

Definitia actuald a notiunii de integrald i se datoreaza lui Bernhard Riemann
(1854), extinderi ale acestei notiuni fiind introduse, intre altii de Thomas Joan-
nes Stieltjes (1894, integrala Riemann-Stieltjes) si Henri Lebesgue (1904, integrala
Lebesgue).

2.1 Definitia notiunii de integrala definita

Diviziuni ale unui interval

Fiind dat un interval marginit [a, b], numim diviziune a sa o multime ordo-
natd

A= {xp,x1,X2,..., X0}, cu a=x9<x<x<...<x,=>0

Punctele xq, x1, x3, ..., x; se numesc nodurile diviziunii, iar lungimea maxim4d a
intervalelor elementare [x(, x1], [x1, x2], ..., [X,_1, X, ] astfel determinate,

Al = 1 — X
8] = max (xis1 ),

se numeste norma diviziunii A. In situatia in care toate intervalele elementare ale
diviziunii A au aceeasi lungime, egald cu %(b — a), diviziunea se numeste echi-
distanta.

Exemplu. Multimea
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fard a fi echidistantd. Multimea

B 1234}
A2_{0’55551
0,

este o diviziune echidistanta a intervalului [0, 1], toate intervalele elementare

ale diviziunii avand lungimea +.

Notatie
Multimea diviziunilor unui interval [a, b] se noteazad Dy, .
Sisteme de puncte intermediare asociate

Fiind datd o diviziune A = {xg, x1, X2, ..., Xy}, vom numi sistem de puncte
intermediare asociat diviziunii A o multime ordonata

C - {C11C2/"'/Cﬂ}/

astfel incat ¢; € [x;_1,x;] pentru1l < i < n (in fiecare interval elementar se afld
cate un punct intermediar).

Sume Riemann. Interpretare geometrica

Fiind date o functie f : [4,b] — R, o diviziune A = {xg,x1,%2,...,%,} a
intervalului [a,b] si C = {cy1,¢2,...,cn} un sistem de puncte intermediare asociat
diviziunii A, vom numi sumda Riemann asociata diviziunii A si sistemului de
puncte intermediare C suma

oa(f,C) = Y fle)(xi — xi—1)
i—1
= f(c1)(x1 — x0) + f(c2)(x2 — x1) + ... + fcn)(xXn — Xp—1)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmulteste cu lungimea interva-
lului din care punctul intermediar face parte, adunandu-se rezultatele).

Pentru fixarea ideilor, sd presupunem cd f(x) > 0 pentru orice x € [a, D], gra-
ficul functiei f fiind atunci situat in intregime deasupra axei Ox. Atunci f(c1)(x —
Xp) reprezinta aria unui dreptunghi care aproximeaza aria trapezului curbiliniu
delimitat de graficul functiei f, dreptele x = xp, x = x7 si axa Ox (primul trapez
curbiliniu dintre cele n in care a fost impartitd portiunea dintre graficul functiei
f siaxa Ox). Desigur, aceastd aproximare este cu atat mai buna (adicd eroarea de
aproximare este mai micd) cu cat x; este mai apropiat de xo.
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Xp=a ¢ X, ¢ X, X

Ceilalti termeni ai sumei Riemann avand interpretdri similare, obtinem cd
suma Riemann reprezintd o aproximare pentru aria portiunii dintre graficul func-
tiei f, axa Ox, paralela ,initiald" la Oy, x = g, si paralala ,finald" la Oy, x = b.
Aceastd aproximare este cu atat mai bunad cu cat toate lungimile de intervale ele-
mentare x| — Xg, X — X1, ..., Xp — X;_1 sunt mai mici.

Functii integrabile Riemann

Definitie. Fie f : [4,b] — R. Vom spune cd f este integrabild Riemann pe [a, b]
(pe scurt, f este integrabild pe [a,b]) dacd existd un numar real I astfel incat
oricare ar fi ¢ > 0 exista . > 0 cu proprietatea ca

oricare ar fi diviziunea A € Dy, cu ||A|| < & si oricare ar fi sistemul de puncte
intermediare C asociat lui A, are loc inegalitatea

|0'A(f, C) — I| < &

Astfel, pentru o normd a diviziunii A suficient de micd, suma Riemann ca(f, C)
reprezintd o aproximare ,suficient de buna" a lui I, indiferent de alegerea siste-
mului de puncte intermediare C.

Integrala Riemann

Numadrul I de mai sus se numeste integrala definita, sau integrala Riemann,
a functiei f pe intervalul [a, b] si se noteaza

/ab f(x)dx.

Sa obsevam si ca I, dacd existd, este unic determinat.
Numerele a si b se numesc limitele de integrare, intervalul [a, b] se numeste
interval de integrare, iar variabila x se numeste variabilad de integrare.
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Definitie alternativa

Are loc urmdtoarea echivalentd, cea de-a doua afirmatie putand fi utilizata de
asemenea ca definitie a integrabilitatii Riemann.

Teorema 2.1. Fie o functie f : [a,b] — R. Urmadatoarele afirmatii sunt echivalente.
1. f este integrabili pe [a, b].

2. Oricare ar fi un sir de diviziuni (Ay),>o ale intervalului [a, b] cu ||Ay|| — 0,
impreund cu un gir de sisteme de puncte intermediare asociate (Cy,), >0, Sirul
sumelor Riemann (o, (f, Cy))n>0 este convergent.

Cea de-a doua afirmatie pare, la prima vedere, imprecisd. Mai precis, se cere
doar ca limita unui sir de sume Riemann sa fie finitd, aparind, la prima vedere,

posibilitatea ca siruri diferite de sume Riemann sd tindd la limite diferite, adica
b

sd existe ,candidati" diferiti pentru / fx)dx. In fapt, se poate demonstra cd

a
limita unui astfel de sir de sume Riemann nu depinde nici de alegerea sirului
de diviziuni (Ay),>0, nici de alegerea sirului de sisteme de puncte intermediare

b
asociate (Cy),>0. Valoarea (comund) a acestor limite reprezinta / fx)dx.
a

Diferenta intre integrala nedefinita si integrala definita a unei functii

Integrala nedefinitd a unei functii f este 0 multime de functii, pe cand inte-
grala sa definitd este un numar.

Inversarea limitelor de integrare

Observam din cele de mai sus cd nu este neapdrat necesar ca a < b. Com-
parand sumele Riemann obtinute pentru intervalele [a, b] si [b, a] (si aceeasi di-
viziune A si acelasi sistem de puncte intermediare C), observam cd a doua este
opusd primei, intrucat (x; — x;_1) se transformad in (x;_1 — x;) = —(x; — x;_1). Ur-

meazd imediat ca
b a
/ flx)dx = —/ f(x)dx
a b

(inversarea limitelor de integrare are ca efect inversarea semnului integralei).



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 39

Interval de integrare redus la un punct

Prin definitie (consistentd cu observatia de mai sus si cu interpretarea geome-
trica a integralei definite)

/aa f(x)dx =0,

(daca lungimea intervalului de integrare este 0, atunci si valoarea integralei
este 0)

Integrala functiei nule

Cu ajutorul definitiei, putem observa cd, dacd f(x) = 0 pentru orice x € [a, b],
atunci

/ab f(x)dx =0,

intrucat toate sumele Riemann asociate sunt nule.

2.2 Legaturaintre integrabilitate si alte proprietati ale
functiilor

Dupa definirea notiunii de functie integrabila, este natural sa ciutdm legaturile
intre integrabilitate si alte proprietdti uzuale ale unor functii (continuitate, mono-
tonie, marginire).

Tinand seama de motivatia practicd a introducerii notiunii de integralad de-
finita (calculul unor arii), ar fi natural ca functiile continue pe un interval [a, b]
sa fie si integrabile. Tinand seama si de faptul ca integrala definitd a unei func-
tii este, in fapt, limita (finitd) a unui sir (convergent) de sume Riemann, cum un
sir convergent este marginit, ne putem astepta prin analogie ca si o functie in-
tegrabild sd fie marginita. Prin acelasi gen de analogie, cum un sir monoton si
madrginit este convergent, ne putem astepta ca o functie monotona si marginita sa
fie integrabila.

Teorema 2.2. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a, b]. Atunci f este integrabili pe
[a,D].

Teorema 2.3. Fie f : [a,b] — R, f integrabili pe [a, b]. Atunci f este marginitd pe
[a, b].
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In fapt, putem preciza o proprietate mai generals, dar a cdrei prezentare deta-
liata depdseste cadrul acestui curs.

Teorema 2.4. Fie f : [a,b] — R. Atunci f este integrabild pe [a, b] dacd si numai
dacd f este marginitd si continud ,,aproape peste tot” pe [a, b].

Aici, continud ,aproape peste tot" inseamna faptul cd multimea punctelor de di-
scontinuitate ale lui f are masura Lebesgue 0, in sensul cd poate fi acoperitd cu o
reuniune numadrabild de intervale cu sumad a lungimilor oricat de micd. De exem-
plu, o functie cu un numar finit de puncte de discontinuitate (caz des intalnit in
practicd) este continud ,,aproape peste tot".

Teorema 2.5. Fie f : [a,b] — R, f monotond si marginitd pe [a, b]. Atunci f este
integrabili pe [a, b].

2.3 Formula Leibniz-Newton

Formula urmatoare reprezintd legdtura dintre notiunile de integrald definitd, res-
pectiv nedefinita.

Teorema 2.6. Fie f : [a,b] — R astfel incat f este integrabili pe [a, b] si admite
primitive pe [a, b]. Atunci

b
F(x) 4

notatie

b
| fedx = E0) - F@

F fiind o primitivd oarecare a lui f.

Demonstratie. Sd observam mai intdi cd valoarea expresiei F(b) — F(a) nu de-
pinde de primitiva F, intrucat doud primitive F;, F, diferd printr-o constantd,
F, = F; + C. Atunci

Fy(b) — Bx(a) = (Fi(b) + C) — (Fi(a) + C) = Fi(b) — Fi(a).
Fie F o primitivd a lui f. Atunci F este derivabild pe [a, b], iar

F'(x) = f(x), pentru orice x € [a,b].
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Fie A = {x0,x1,x2,...,%,} o diviziune a intervalului [a,b]. AplicAnd teorema
valorii medii a lui Lagrange functiei F pe fiecare interval [x;_1,x;], 1 < i < n,
obtinem cd exista ¢; € (x;_1, x;) astfel incat

F(x;) — F(xi—1) = F'(ci)(xi — xi—1) = fc)(x;i — xi_1).

Suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte interme-
diare C = {cy,¢cp,...,cn} este atunci

oa(f,C) =) flea)(xi — xi—1) = ) [F(x;) — F(x;-1)]
i=1 i=1

= [F(x1) — F(x0)] + [F(x2) — F(x1))] + ... + [F(xn) — F(xp—1)]
= F(xn) — F(xo) = F(b) — F(a).

Fie ¢ > 0 arbitrar. Deoarece f este integrabild pe [a, b], existad . > 0 astfel ca

b b
OA(f,C)—/ fx)dx| <e = P(b)—F(a)—/ f(x)dx| <e

pentru orice A cu ||A|| < J si orice sistem C de puncte intermediare asociat lui A
ca mai sus. Cum ¢ era arbitrar, urmeaza ca

b b
P(b)—F(a)—/ fx)dx =0 = / f(x)dx = F(b) — F(a).

in fapt, prin intermediul formulei Leibniz-Newton, calculul unei integrale de-
tinite se reduce la calculul unei primitive si la scaderea valorilor acestei primitive
in capetele intervalului de integrare, mai precis din valoarea in capatul superior
scazandu-se valoarea in capatul inferior.

Exemplu.

T
4

—tg(;) —tg0 =1,
0

i
/ s—dx = tgx
0 COS?X

deoarece

/ ! dx =tgx+C,

cos? x

T P .
o primitivd a functiei _ fiind functia tg.
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2.4 Operatii cu functii integrabile

Prin intermediul formulei Leibniz-Newton, numitd si formula fundamentala a
calculului integral, formulelor de calcul al primitivelor pentru functii uzuale le
corespund formule de calcul pentru integrale definite.

Teorema 2.7. Fie f,g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a,b] si c € R. Au loc
urmitoarele proprietiti.

1. Proprietatea de aditivitate

Functiile f + g si f — g sunt integrabile pe [a, b], iar

b b b
/ (f(x) + g())dx = / FOodx + / g(x)dx

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv

b b b
| (0~ gtonax = [ s~ [ g
a a a
(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).

2. Proprietatea de omogenitate

Functia cf este integrabili pe [a, b], iar

/ﬂb cf(x)dx = c/abf(x)dx,

(o constanta cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub integrala
inaintea integralei).

Mentionam cd nu au loc formule asemdndtoare pentru produs si raport, adica
integrala produsului nu este, de reguld, produsul integralelor si nici integrala
raportului nu este, de reguld, raportul integralelor. Condensat, formulele de mai
sus pot fi scrise sub forma urmatoare.

Teorema 2.8. Fie f, g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b] si c1,c2 € R. Atunci



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 43

c1f + cpg este integrabili pe [a, b] si

b b b
/ (c1f(x) + c2g(x))dx = c1/ f(x)dx + cz/ g(x)dx.

Proprietatea are loc si pentru mai mult de doud functii. Prin inductie mate-
maticd se poate demonstra urmatorul rezultat.

Teorema 2.9. Fie f1, fa,..., fn : [a,b] = R, f1, fo,..., fn integrabile pe [a, b] si
€1,€2,...,0n € R Atuncic1f + cafs + ... + cufn este integrabili pe [a, b] si

b
/ (CLf )+ c2fo®) + ...+ nful)dx

b b b
201/ fl(x)dX+C2/ fz(x)der...—i—cn/ fu(x)dx.

2.5 Metode de calcul

Din nou, metodelor de calcul pentru integrale nedefinite le corespund prin in-
termediul formulei Leibniz-Newton metode de calcul similare pentru integrale
definite.

2.5.1 Metoda de integrare prin parti

Teorema 2.10. Fie f, g : [a,b] — R derivabile, cu f', ¢’ continue. Atunci f'g si
fg' sunt integrabile pe [a, b], iar

b
| F@gax = g

b b
- [ g w

Demonstratie. Deoarece f’, ¢’ sunt continue, urmeazid cd f'¢ si f¢' sunt inte-
grabile pe [4, b], fiind continue pe acest interval, ca produse de functii continue.
Intrucat

(f8)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x), pentru orice x € [a,b],
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functia produs, fg, este o primitivd a functiei f'¢ + fg’. Aplicand formula Leibniz-
Newton, urmeaza ca

b

b
/ (f (0)8(x) + f(x)g(x)dx = f(x)g(x)

a
b

b b
— [ Fwgeir+ [ g @i = fogw

a

b b b
— / Fg0dx = Fg@)| — / Fg (D),

ceea ce trebuia demonstrat. [ |

7T
Exemplu. Determinati / X cos xdx.
0

Solutie. Intrucat x este o functie polinomiald, incercam sa scriem cealalta functie
de sub integrald ca o derivatd, sub forma cos x = (sinx)’. Urmeaz4 ca

T 7T T 7T
/ xcosxdx:/ x(sin x)'dx = xsin x —/ (x) sin xdx
0 0 0 0
7T T 7T T
= xsinx —/ sinxdx = xsinx | — (— cosx)
o 70 0 0
7T 7T
=xsinx| 4cosx| =0—2=-2
0 0

2.5.2 Prima metoda de schimbare de variabila

Teorema 2.11. Fie [a, b],[c, d] intervale si [a, b] 5 e, d] i> R functii care satisfac
urmdtoarele proprietiti

1. u este derivabild cu derivata continud pe [a, b];

2. f continud pe [c, d];
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Atunci (f o u)u’ este integrabilii pe [a, b], iar

u(b)

b
/ (Fowpu @iz = [ s,

u(

Remarcam faptul ca atunci cand se schimba variabila de integrare se schimba si
limitele de integrare.

Demonstratie. Deoarece (f o u) este functie continua pe [a, b] (ca o compunere de
functii continue), iar u’ este de asemenea continud pe [a, b], produsul lor (f o u)u’
este functie continud pe [, b], fiind deci si integrabild pe acest interval.

Deoarece functia f este continud, ea admite primitive. Fie F o primitiva a sa.
Atunci F' = f.

Conform formulei de derivare a functiei compuse,

(Fou) (x) = F'(u(x))u'(x) = fu(x)u'(x) = (f o u)(x)u'(x),

si atunci F o u este o primitiva a functiei (f o u)u’, iar conform formulei lui Leibniz-
Newton

b

b
/ (fow)(x)u'(x)dx = (Fou)(x) | = F(u(b)) — F(u(a).

a

De asemenea, tot conform formulei Leibniz-Newton,

u(b) u(b)
fw)du = F(u) = F(u(b)) — F(u(a)),
u(a) u(a)
deci
b u(b)
| oneneodx = [ fanan,
a u(a)
ceea ce trebuia demonstrat. [ |

Exemplu. Fie integrala

1
/ arctgxdx.
0o 1+x2

Atunci

1 1 1
t 1
/0 alri%;dx = /0 arctgx - 3 xzdx = /0 arctg x - (arctg x)'dx.
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Notand u = arctg x, obtinem ca

du = (arctg x)'dx = dx.

1+ x?

Calculam noile limite de integrare, inlocuindu-le pe cele vechi in schimbarea
de variabilad. Astfel,

x=0 = u=arctg0 =0

x=1 :>u:arctg1:g.
Inlocuind du si u (in aceastd ordine), urmeazi cd
1 z 2 |4 2
arctg x 4 u 1/m\2 1, m
dx = du =% :_<_> =TT
/01+x2x/0””2024 20 T3

2.5.3 A doua metoda de schimbare de variabila

Teorema 2.12. Fie [a, b], [c, d] intervale si [a, b] 5 e, d] i> R functii care satisfac
urmdtoarele proprietiti

1. u este derivabilii si inversabild, iar v = u~! este derivabilii cu derivata conti-
nud pe [c, d];

2. f este continud pe [c,d];

Atunci (f o u) este integrabili pe [a, b], iar

b u(b)
/ (f 0 u)(x)dx = / ) - o' ().
a u(a)

Practic, ca si pentru integrale nedefinite, cea de-a doua metodd de schimbare de
variabild corespunde situatiei in care nu se poate pune in evidentd sub integrala
initiala derivata schimbadrii de variabila.
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2.6 Proprietidti ale integralei definite

2.6.1 Proprietiti in raport cu intervalul

Restrangerea intervalului de integrare

Teorema 2.13. Fie f : [a,b] — R, f integrabilii pe [a, b]. Atunci f este integrabili
pe orice subinterval [c,d] C [a, b].

Extinderea intervalului de integrare. Aditivitatea in raport cu intervalul

Teorema 2.14. Fie f : [a,b] — R, ¢ € (a,b). Daci f este integrabild atit pe [a, c]
cit si pe [c, b], atunci este integrabildi pe intreg intervalul [a, b], iar

/ﬂ Cf(x)dx—I— /C : fx)dx = /ﬂ b f(x)dx. 2.1)

Sd observam insd cd, in ipoteza in care toate cele trei integrale sunt bine de-
finite, nu este neapdrat necesar ca ¢ € (a,b). In tfapt, dacd integralele sunt bine
definite, egalitatea are loc indiferent de pozitia lui c fatd de a si b.

Intr-adevir, pentru ¢ > b, urmeaza cd b € (a, c), iar conform Teoremei 2.14 are

loc egalitatea
b c c
/af(X)dx+/b f(x)dx:/lZ f(x)dx,

/acf(x)dx — /bcf(x)dx = /abf(x)dx.
b

c
Cum / flx)dx = — / f(x)dx (inversarea limitelor de integrare are ca efect in-
b

de unde

C
versarea semnului integralei), urmeaza cd (2.1) are loc si pentru ¢ > b. Un ratio-
nament similar se poate face si pentru ¢ < a.

Cc a
Pentru ¢ = 4, urmeaza ca / flx)dx = / f(x)dx =0, deci
a a

un rationament similar avand loc si pentru ¢ = b.
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Integrarea functiilor pare si impare

Reamintim cd o functie f : [—a,a] — R, a > 0, se numeste para daca
f(—=x) = f(x), pentruoricex € [—a,a]

(semnul — dispare, asa cum dispare cand —1 este ridicat la putere para). De
asemenea, daca

f(—x) = —f(x), pentruorice x € [—a,a]

(semnul — se pdstreazd, asa cum se padstreazd cand —1 este ridicat la putere im-
pard), functia f se numeste impara.

Teorema 2.15. Fie [—a,a] un interval simetric fatd de origine, a > 0, i fie f :
[—a,a] — R, f integrabili pe [—a, a].

a
1. Dacd f este impard, atunci [ f(x)dx = 0.
—a

a a
2. Daci f este pard, atunci | f(x)dx =2 / f(x)dx.
—a 0

Exemplu. Determinati
1
/ x"\/1 + x2dx.
-1

Intervalul de integrare, [—1, 1], este simetric fatd de origine. Rdmane sa de-
termindm paritatea functiei de sub integrala. Fie

fil-1,1] = R, f(x)=x"v/1+x2
Atunci

f(=x) = (=) \/1+ (—x)2 = —x"V/1+x2 = —f(x), x€[-1,1],

deci f este impara, iar

1
/ x’\/1+x2=0.
-1

Practic, functiile impare , pdstrand semnul", integrala pe partea negativa [—a, 0]
a intervalului [—a, a] are semn schimbat fatd de integrala pe partea pozitiva [0, a]
a intervalului [—a, a], iar suma lor este 0.
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Functiile pare , eliminand semnul", integrala pe partea negativa [—a,0] a in-
tervalului [—a, a] este egald cu integrala pe partea pozitiva [0,a] a intervalului
[—a, a], suma lor fiind dublul integralei pe partea pozitiva [0, a].

2.6.2 Proprietiti in raport cu functia

Vom observa in cele ce urmeaza cd integrala definita pastreaza semnul functiei
de integrat si inegalitatile nestricte intre functii. In plus, inegalitatea stricta intr-
un punct de continuitate a functiei de integrat atrage inegalitatea strictd pentru
integrala.

Pdstrarea inegalitatilor nestricte

Teorema 2.16. Fie f, g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b].

1. Dacd f(x) > 0, pentru orice x € [a, b], atunci

b
/ f(x)dx > 0.

2. Daci f(x) > 0, pentru orice x € [a, b], iar [c,d] C [a, b], atunci

/ ’ flaix > / e

3. Daci f(x) > g(x), pentru orice x € [a, b], atunci

/ ’ fadx > / ’ g

Demonstratie. 1. Fie (A;),>0 un sir de diviziuni ale lui [a, b] si (Cy,),>0 un sir de
sisteme de puncte intermediare asociate. Sa notdm

0 .1 Nul. _ 1 2 N,
An:{xn,xn,...,xn”}, Cn—{cn,cn,...,cn”}.

Atunci sirul sumelor Riemann corespunzatoare, (0, (f, Cs))n>0 este convergent

b
la / f(x)dx, conform Teoremei 2.1. Deoarece
a

Nn . . .
oa,(f,Cn) = ) f(@)(x, — %) >0,
i=1
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urmeazad ca (o, (f, Cy))n>0 este sir cu termeni pozitivi, iar limita sa, adica / f(x)dx
a

este tot pozitivd, ceea ce trebuia demonstrat.
2. Deoarece

/ﬂ  Fodx = / " Fodx + /C ! o + /d i,

c b
iar / f(x)dx >0, / f(x)dx > 0 conform 1., urmeaza concluzia.
a d

3. Deoarece
f(x) > g(x), pentruorice x € [a,b],

urmeaza cd
f(x) —g(x) >0, pentruorice x € [a,b].

Conform 1., urmeaza ca

/ () — g(0)dx > 0 = / x> / o(v)dx.

Corolar 2.16.1. Fie f : [a,b] — R, f integrabili pe [a, b]. Daci
m < f(x) < M, pentruorice x € [a,b],

atunci

b
mb —a) < / f(x)dx < M(b — a).
a
Demonstratie. Deoarece
m < f(x) < M, pentruorice x € [a,b],

iar inegalitdtile nestricte intre functii se pdstreaza prin integrare, urmeaza ca

b b b b
/ mdx g/ f(x)dx §/ Mdx — mx
a a a a

b
— m(b —a) g/ flx)dx < M(b — a).

b

b
§/ flx)dx < Mx

a
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Exemplu. Demonstrati cd

¢§§/25

Solutie. Intrucat avem de determinat valorile minime si maxime ale unei inte-
grale, Incercdm sd determindm valorile minime si maxime ale functiei de sub
integrald. Deoarece aceastd functie este

x—1
dx < .
x+1 x_\/E

x—1

f : [2/5] — IR/ f(X) = x—_|_1/

(valorile functiei in afara intervalului de integrare nu intereseazd), este necesar sa
stabilim monotonia functiei de sub radical, anume

x—1

g:[25] =+ R, gx)= 1

Pentru a stabili monotonia unei functii, putem utiliza semnul derivatei sale. Ob-
servam cd

deci g este crescdtoare pe [2,5], si la fel este si f = ,/g. Atunci valorile minime si

maxime ale lui f sunt
m=fQ) = fg M= f(5) = @

Conform corolarului, urmeaza ca
5 2) < ,/ dx < \f G—2),

Corolar 2.16.2. Fie f : [a,b] — R, f integrabilii pe [a, b]. Atunci |f| este integrabili pe

[a,b], iar
b b
[ swax| < [ ifeolax

Pdstrarea inegalitatilor stricte

de unde concluzia.
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Teorema 2.17. Fie f, g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b].
1. Daci f(x) > 0, pentru orice x € [a, b] si existd xy € [a, b] astfel ca

f(x0) > 0, iar f este continud in x,

atunci

b
/ f(x)dx > 0.

2. Daci f(x) > g(x), pentru orice x € [a, b], si existd xo € [a, b] astfel ca

f(xo0) > g(xo), iar f, g sunt continue in xo,

/ab f(x)dx > /ab g(x)dx.

Exemplu. Fie n € IN. Care numadr este mai mare,

atunci

g 7] z . n+1
sin” xdx sau sin xdx?
0 0

Solutie. Intrucat integralele au acelasi interval de integrare, [0, 7], incercam sa
stabilim o inegalitate intre functiile de integrat. Pentru x € [0, 7], urmeaza ca
sinx € [0, 1], adicd sin x este pozitiv subunitar. Atunci,
A e > g n+1 . T
sin" x > sin""" x, pentru orice x € [0, E]'
deoarece un numadr pozitiv subunitar scade prin ridicarea la o putere mai mare.
Inegalitatea intre functii se pastreaza si intre integrale, deci

% s N % o n+1
sin” xdx > sin” " xdx.
0

0
In fapt, deoarece ambii integranzi sunt functii continue, iar

n n+1
sin"(g) = (?) > sin”“(g) = (?) ,

(existd inegalitate stricta intr-un punct comun de continuitate) urmeaza ca

% s N % s n+1
sin” xdx > sin xdx.
0 0
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Teorema de medie

Teorema 2.18. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a,b]. Atunci existi c € [a,b]
astfel incat

b
[ s = 6 - o

Demonstratie. Deoarece f este continud pe [4, D], ea este marginita pe acest in-
terval, adica existd m, M € R astfel incéat

m < f(x) < M, pentruoricex € [a,D].

Atunci, conform Corolarului 2.16.1,

b
mo -0 < [ feodx < MG~ a),

adica

b
/ f(x)dx
m<HE— < M.
Deoarece f este continud pe [a, b], ea isi atinge atat marginea inferioard m si mar-

ginea superioard M, si ia de asemenea orice valoare intermediara dintre ele, in
b

f(x)dx
particular =4 P Rezulta de aici ca exista ¢ € [a, b] astfel incat
b
f)dx
J— a
f(C) - b a 7
de unde concluzia. [ |

Interpretare geometrica
b

Vom observa ulterior cd | f(x)dx reprezintd aria subgraficului functiei x (a
trapezului curbiliniu ABC D).aTeorema de medie afirma faptul ca exista un punct
M pe graficul functiei f astfel incat dreptunghiul CDFE determinat de dreptele
x = a, x = b, axa Ox si paralela prin M la axa Ox are aria egald cu aria tra-
pezului curbiliniu. Altfel spus, , portiunea excedentard" AEM a dreptunghiului
compenseaza , portiunea lipsa" BMF.



54 Capitolul 2 INTEGRALA DEFINITA

y B(b, (b))

P Me f(cy .

A(a,f(a) f(C)

v

Teorema functiei modificate

Teorema 2.19. Fie f : [a,b] — R, f integrabild pe [a, b]. Dacid modificim valorile
lui f intr-un numdr finit de puncte din [a, b], obtindnd in acest mod o noud functie
g :[a,b] = R, atunci

1. g este de asemenea integrabili pe [a, b];

2. wvaloarea integralei sale ramane aceeasi, adicd

b (x)dx = b (x)dx.
J, fexis= [ s

Practic, diferenta intre subgraficul lui f si subgraficul lui g constd intr-o reuniune
finita de segmente, multime care are aria nuld. Din acest motiv, cele doud subgra-

b b
fice au aceeasi arie, adica / f(x)dx = / g(x)dx.
a a

2.7 Integrala definita ca functie de limita superioara

Am afirmat in capitolul precedent cad orice functie continud admite primitive.
Pentru a dovedi acest lucru, demonstram mai intdi urmatoarea formuld de de-
rivare a integralei definite ca functie de limita superioard de integrare (limita in-
ferioara fiind constanta).
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Teorema 2.20. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a, b]. Atunci

F:la,b] - R, F(x)= /xf(t)dt,

este derivabild pe [a, b], iar

(/x f(t)dt)/ = f(x), pentru orice x € [a, b].

Altfel spus, derivarea acestui tip de integrald se realizeaza prin inlocuirea varia-
bilei x sub integrald si apoi ,eliminarea reciprocd” a lui’, [ si dx (reamintim ci
integrarea si derivarea sunt ,,operatii inverse").

Demonstratie. Fie xy € [a, b] oarecare. Fie, de asemenea, x € [a,b]. Atunci

F(x) — F(xo) _ _1x0 { /axf(t)dt_ /ax‘)f(t)dt} _ x_;xo / F(bdt.

X — X0
De aici
T ) - ‘— [ soar~ s

- _1xO ( / it — x0)f(Xo)> ' =\ _1xO < / :< £ — f(x()))df> .

Conform proprietatilor functiei modul, se obtine

PO fr)| < / £ — fxo) d.

X
Fie acum € > 0 arbitrar. Deoarece f este continud in xy, existd Je = d(g, xp) astfel
incat, pentru orice x € [a,b] cu |x — xg| < J; urmeaza cd |f(x) — f(xo)| < e.
Se obtine de aici cd dacd x € [a,b] cu |x — x| < J¢, iar t este intre x si x, atunci

[t — x| < |x —x0] < = |f(t) — f(x0)| <&

Urmeaz3 atunci cd, pentru orice x € [a,b] cu |x — x| < &,

F(x)—F (xO)
_— glx — xpg| = &.
Y — f( ) ’ x0| ‘ 0|
Cum ¢ era arbitrar, urmeaza ca
F(x) — F(xo)

li = f(x
dm = f(x0),

deci F este derivabild in xo, iar F/(xp) = f(x). Deoarece xj era oarecare in [a, ],
urmeazd concluzia. [ |
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Exemplu.

x /
(/ sintdt) =sinx

2

O consecintd imediatd a acestei formule este faptul ca o primitiva a lui f este

F:la,b] - R, F(x)= /xf(x)dx,

aceasta avand in plus si proprietatea ca

F(a) = /a f(x)dx = 0.

Am demonstrat deci urmatorul rezultat.

Teorema 2.21. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a, b]. Atunci f admite primitive
pe [a, b].

Formula de derivare care face obiectul Teoremei 2.20 este valabild doar atunci
cand limita inferioard de integrare este o constantd, iar cea superioara este x, si nu
o alti functie in care x apare intr-un mod mai complicat. Intr-un caz mai general,
functioneazd urmadtoarea formuld de derivare a unei integrale definite in care atat
limita inferioard de integrare cat si cea superioarda sunt variabile, motivata de
formula de derivare a functiei compuse.

Teorema 2.22. Fie f : [a,b] — R o functie continud, iar u,v : [c,d] — [a,b]
functii derivabile, cu derivata continud. Atunci
v(x)
F:lc,d] = R, F(x)= f(t)dt
x)

u(

este derivabili pe [c, d], iar

()

v(x) b
(/ f(t)dt> = f(v(x)) - 0'(x) — f(u(x)) - 1 (x).

Demonstratia este similard demonstratiei Teoremei 2.20.
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Exemplu. Demonstrati ca functia

COs X

f:[O,%]—HR, fx) = / etdt,

sin x

este strict descrescatoare.

Solutie. Pentru a studia monotonia functiei f, calculdm derivata acesteia, obser-
vand ca

cos x ! )
f(x) = </ etdt) = %Y . (cos x)' — &S - (sin x)’
sinx

COS X sin x

. T
= —¢ sinx — e cosx <0, pentrux € [0, E]'
de unde concluzia.

Exemplu. Fie f : R — R o functie continua si periodicd de perioadd T > 0.
Demonstrati ca

a+T T
/ f(t)dt = / f(t)dt, pentruoricea € R.
a 0

a+T
Solutie. Fie F: R — R, F(a) = / f(x)dx. Atunci
a

F'(a) = f(a+T) — f(a).

Deoarece f este periodicd, cu perioadd T, urmeaza ca f(a+ T) = f(a),iar F'(a) =0
pentru orice a € R, de unde F ia o valoare constantd. Atunci

T
F(a) = F(0) = / f(t)dt, pentruoricea € RR,
0

deci

a+T T
/ f(t)dt = / f(t)dt, pentruoricea € R.
a 0

Proprietatea de mai sus afirma faptul cd, pentru o functie periodicd, integrala
pe un interval de lungime egald cu o perioadd ia o valoare constanta.
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2.8 Integrale dependente de parametri

2.8.1 Recunoasterea parametrului

In unele situatii, limitele de integrare sau integrandul pot depinde de valorile
unui parametru. Astfel, o integrala de tipul

)
F(t) = /(t) f(x,t)dx

depinde de valorile parametrului ¢ (nu si de ale lui x, care este variabild de inte-
grare; variabila de integrare ,dispare" dupd calculul integralei definite). Similar,
o integrald de tipul

5(x)
G(x) = / N F(x, bdt
Y(x

depinde de valorile parametrului x (nu si de ale lui ¢, intrucat t este acum varia-
bild de integrare).

Integrala ca functie de parametru

Fie f : [a,b] x [c,d] — R o functie continud si fie «, B : [c,d] — [a,b] doud
B(t)
functii de asemenea continue. Atunci integrala f(x,t)dx existd pentru orice
a(t)
valoare a lui t € [a,b] (intrucat integrandul este functie continud de variabila

de integrare, x), valoarea ei depinzand insa de valoarea parametrului . Aceastd
integrald defineste functia

B(t)
F:lc,d]l— R, F(t)= f(x, t)dx.
t)

a

2.8.2 Continuitatea in functie de parametru

Functia F = F(t) s-a obtinut prin integrarea (in raport cu x) a unei functii continue
f = f(t,x). O intrebare naturald este dacd dupa integrare (operatie dupa care
,dispare" x), rezultatul raméne functie continud in raport cu variabila rdmasg, .
Raspunsul la aceastd intrebare este afirmativ.

Teorema 2.23. Fie f : [a,b] X [c,d] — R o functie continud si fie o, 5 : [c,d] —



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 59
[a, b] doud functii continue. Atunci functia

B(H)
F:le,d] > R, F(t)= / Y f(x, Bydx,

este continud pe [c, d].

Trecere la limitd in functie de parametru

Intrucat F este functie continud, operatia de aplicare a lui F unui argument
comutd cu operatia de calculare a limitei, sub forma

lim F(t) = F(tp), pentru orice tg € [a,b].
t—tp

Explicitand aceastd relatie, obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 2.24. Fie f : [a,b] X [c,d] — R o functie continud, fie «, B : [c,d] —
[a, b] doud functii continue si fie tg € [a, b]. Atunci
B(®) Bto)
lim fx, tydx = f(x, to)dx.

t=to Ju(t) a(to)

Limite de integrare independente de valorile parametrului

In cazul in care limitele de integrare nu depind de valorile parametrului f,
tindnd seama si de faptul ca

lim f(x,t) = f(x, to),

t—to
datoritd continuitdtii functiei f, obtinem urmdtorul rezultat.

Corolar 2.24.1. Fie f : [a,b] x [c,d] — R o functie continud, a, B € [c,d] si ty € [a,D].
Atunci

p B B
tim [ fex, = [ fxtodx = [ gim £

In acest caz, putem spune cd operatia de calculare a integralei definite co-
muta cu operatia de calculare a limitei.

2.8.3 Derivabilitatea in functie de parametru

Am vazut in cele de mai sus cd daca atat limitele de integrare cat si integrandul
sunt functii continue, continuitatea se pdastreaza si dupd integrare, in raport cu
variabila rdmasd. Un rezultat oarecum asemanator are loc si pentru derivabili-
tate.
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. . %) . .
Teorema 2.25. Fie f : [a,b] x [c,d] — R o functie continud, cu a_]tc continud, i fie
w, B : [c,d] — [a,b] doud functii derivabile. Atunci functia

B()
F:le,d] > R, FE(t)= / Y f(x, Bdx,

este derivabild pe [c, d], si

B() !
F'(t) = ( / o f(x, t)dx> = f(B(t), B (t) — flalt), ' (t) + / of (x t)dx.

Limite de integrare independente de valorile parametrului

In cazul in care limitele de integrare nu depind de valorile parametrului f,
obtinem urmatorul rezultat.

Corolar 2.25.1. Fie f : X [c,d] — R o functie continud, cu of continud si fie

a, B € [c,d]. Atunci ot
ﬁ /
</ f(x, t)dx) = gf (x, t)dx.

In acest caz, putem spune cd derivarea se poate face sub semnul integral.

1 1
o 1 _In(1+9) - X
Exemplu. Stiind ca /0 T« tdx = P calculati /0 (1 + xt)?2 dx

Solutie. Suntem in ipotezele in care derivarea se poate face sub semnul integral.
Obtinem ca

(f ) = [ () o= [ )

1
X
- _/O a —|—xt)2dx

Conform ipotezei,

Ly ) /_<ln(1+t)>/_%H.t_ln(prt)_t_(1+t)1n(1+t)
/01+xtx - t 2 B 2(1+1) '



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 61

de unde

Ly =1+ HIn+1)
/0 A+x2 = 7 2+

1
ey dx.

1
Exemplu. Determinati /
0

Solutie. Are loc egalitatea

—1arct 1
ot &%

b 1 x
—dx = —arctg —
0 X2+t t Fl,

Suntem in ipotezele in care derivarea se poate face sub semnul integralei. Obti-

nem ca
L ' 1y ( 1 ) Ly
</0 x2+t2dx _/0 ot \x2 + 12 dx—/o (x2+t2)2dx

1 1
= 2t ——dx.
/0 2 + P2 X

De asemenea,

(/1 1 dx)l - (1 arctg 1>/ < 1 ) arctg 1 1 1 ( 1)
2 2 2 2 2
0 X-+t t t t t t1 G) t

——larct 1—#
T TR AE; L2+ 1)

Urmeaza atunci ca

—Zt/1 L dx——larct 1— L
o (2Rt T TR T ey

adica

/1 1 dx = L arct 1+ !
0 (2™t T o ey Top Iy
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2.9 Aplicatii ale integralei definite

2.9.1 Aria subgraficului unei functii

Functii cu semn pozitiv

Definitie. Fie f : [2,b] — R, f(x) > 0 pentru orice x € [a,b]. Vom numi subgrafic
al functiei f multimea I’y definita prin

I'p={(x,y;a<x<b0<y<fx},

situatd intre dreptele verticale x = a si x = b, axa Ox si graficul functiei f.

1

[ S ——

O a b x

Figura 2.1: Subgraficul unei functii pozitive f.

Teorema 2.26. Fie f : [a,b] — R, f integrabild pe [a,b], f(x) > 0 pentru orice
x € [a,b]. Atunci aria lui Ty este

aria(T'y) = /b f(x)dx.

Functii cu semn oarecare

Dacd functia f nu pdstreaza semn constant pozitiv, I'r se defineste prin
Ip={(yia<x<b0<y<f(x) sau 0>y = f(x)},

tiind situatd intre dreptele verticale x = a si x = b, axa Ox si graficul functiei f
(acum putandu-se afla, partial sau total si deasupra graficului functiei f).

Se poate observa cd dacd f pdstreazd semn constant pozitiv, atunci definitia
coincide cu cea de mai sus. Aria lui I'; poate fi calculatd i in acest caz printr-o
formuld asemanatoare.
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] f

Figura 2.2: Subgraficul unei functii cu semn oarecare f.

Teorema 2.27. Fie f : [a,b] — R, f integrabili pe [a, b], cu semn oarecare. Atunci
aria lui T'y este

b
aria(Ff):/ | f(x)|dx.

Desigur, modulul este necesar datoritd faptului ca aria calculatd trebuie sa fie
pozitivd, iar functia f nu are, in cazul de fatd, aceastd proprietate.

2.9.2 Aria multimii mdrginite de graficele a doua functii

v

[}
[}
[
[
'
i
]
]
]
1
1
1

&

S
7

O a b X

Figura 2.3: Multimea marginita de graficele a douad functii f si g.

Definitie. Fie f, g : [2,b] — R, f, g integrabile pe [a,b]. Numim multimea mar-
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ginitd de graficele functiilor f si ¢ multimea I'y , definitd prin

Tie={(x,y)a<x<b fx) <y<gx) sau gx) <y < f(x)}

situatd intre dreptele verticale x = a, x = b, si graficele functiilor f, g.

Teorema 2.28. Fie f, g : [a,b] = R, f, g integrabile pe [a, b]. Atunci aria lui Ty ¢
este

b
aria(T'; g) = / 1900 — f()]dx.

Daca una dintre functii ia tot timpul valori mai mari (graficul sdu este deasupra
graficului celeilalte), atunci se poate renunta la modul.

Corolar 2.28.1. Fie f,g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b], astfel incit f(x) < g(x)
pentru orice x € [a,b]. Atunci aria lui 'y, este

b
aria(Ts,q) = / (8(x) — f(x)) dx.

Exemplu. Determinati aria domeniului plan marginit de graficele functiilor
f,.§ : R—=R, f(x) = xz,g(X) =3 - 2x.

Domeniul plan marginit de graficele functiilor f, g este cel hasurat in figurd. Do-

N

y

4(-3,9)

B(1,1)

o\x

v

meniul de integrare se obtine determinand abscisele punctelor de intersectie. La
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randul lor, acestea se obtin rezolvand sistemul format de ecuatiile graficelor celor
doua functii, anume
y=x
{y =3 —2x.

Atunci ¥ = 3 — 2x, de unde x?> +2x — 3 = 0, ecuatie cu solutiile x; = —3 si
xp = 1. Din reprezentarea graficd, ¢ > f pe domeniul de intersectie (acest lucru
se poate demonstra si algebric). Atunci aria cdutata este

1 1 1 1
/ [(3 —2x) — xz] dx = / 3dx — / 2xdx — / x%dx
-3 -3 -3 -3

1 2 1
S Jd

~3
x 2
-3

2.9.3 Centrul de masa al unei plici plane omogene

Teorema 2.29. Fie f : [a,b] — [0, 00), f continud pe [a, b] si neidentic nuld. Atunci
coordonatele centrului de masd al lui T' ¢, privit ca o placd pland omogena de grosime
neglijabild, sunt

Consideratie practica

In aplicatii, este util a se observa mai intai eventuala simetrie a lui I'r. Astfel,
dacaTl £ are 0 axd de simetrie, atunci si centrul de masa se afld pe acea axd, lucru
ce poate simplifica determinarea pozitiei sale.

Exemplu. Fier > 0. Sd se determine coordonatele centrului de masa al placii
plane omogene definite prin

M= {(x,y); P < xZO,yZO}.

Solutie. Placa plana respectiva este portiunea din discul cu centrul in origine si
de raza r situatd in primul cadran. Cum cercul cu centrul in origine si de raza r
are ecuatia x> + y?> = r2, de unde y* = r? — x?, portiunea de cerc situatd in primul
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v

cadran are ecuatia y = v/r? — x2. In concluzie, placa respectiva poate fi privitd ca
subgrafic al functiei

f : [0,1’] — [0/ OO), f(x) =V r2 — x2,
De aici,
/rxf(x)dx /rx\/rz—xzdx
XG = . r = 0 T ’
[ e [ VA=
0 0
"1, "1
. / Al / (2= )in
[ [V
0 0

Cu schimbarea de variabila
x =rsint —> dx = rcostdt,

urmeaza ca

r g %
/ V1?2 —x2dx = / V12 —r2sin®t - rcos tdt = / 2 cos?® tdt
0 0 0

_ rz/g 1—|—cos2tdt _ r? <t—|— sin2t>
0

2 2
2 2 2

tr

1
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Similar,

r g g
/ x\Vr? — x2dx = / rsint-\/r2 —r2sint - r cos tdt = / 3 sin t cos? tdt.
0 0 0

Cu schimbarea de variabila

cost = u —> du = —sintdt,

urmeaza ca

z 0 1 3|l 3
Z 3 . 2 3,2 3 2 3U r
r’sintcos” tdt = r’u(—du) =r uwdu=r—| = —,
0 1 0 31, 3
iar
2oy
o= 32
G~ w2 3x
1
Deoarece .
2 1 3 3
2 2 2 r
rc—x%)dx = - | r’x — — = =
/0 2( ) 2( 3) 0 37
urmeaza ca X
5 dr
Y6 = 2 =3

Alternativ, pentru simplificarea calculelor, era suficient sa observam cd placa res-
pectivd, fiind simetricd fatd de prima bisectoare, are centrul de greutate situat pe
aceasta, de unde x; = yg, putandu-se astfel calcula doar y¢.

2.9.4 Lungimea graficului unei functii

Teorema 2.30. Fie f : [a,b] — R, f derivabili cu ' continud. Atunci graficul siu

Gy are lungimea
b
I(Gy) = / V14 [f(0)] dx.

Exemplu. Determinati lungimea graficului functiei

1

f [%, V3] = R, f(x)=Inx.
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Solutie.

IGy) = / i+ (G dx—/f\/l—i_xz /\[m

:/1 12 4 1)3d.

V3
Integrala obtinuta este o integrald binomd, cum = -1, n =2, p = % Deoarece
m—+1
=0€Z,
n

vom face schimbarea de variabila

u:(x2+1)%: x2+ 1.

Atunci
W=x*4+1 = *=1u?-1 —= x=+Vu2-1
/ u
— dx = u?—1) du = ——du.
(V1) =t

Limitele noi de integrare sunt

x:—:>u—\/ +1—\/——|— =

x=vV3 = u=(32+1=V3+1=2.

Urmeaza ca

2 2 2 2 .2
Z(Gf)=/2 ;l 2u du=/2 zu—lduz/2 uz—llﬂdu
Z Vil —1vVu? -1 Zout - us —

V3
2 2 2 2
2-1 1 1
_/2 (u2_1+u2_1)du—/21du+/2uz_ldu
V3 V3

1 117 2 1. 2443

u_

T ‘ S I PR =
27 ju+1 V3 2 32-+3)
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2.9.5 Volumul unui corp de rotatie
Fie f : [a,b] — [0, ), f continua.

Definitie. Numim corp de rotatie generat de graficul functiei f multimea spati-

ala
Cr= {(x,y,z);a <x<b, f(x) >\/y? +Z2}

obtinuta prin rotatia subgraficului functiei f in jurul lui Ox.

J . y=1(x)

Un exemplu de corp de rotatie este cilindrul circular drept (obtinut prin rotatia
subgraficului unei functii cu graficul un segment paralel cu Ox). Un altul este
conul circular drept (obtinut prin rotatia subgraficului unei functii cu graficul un
segment ce contine O). De asemenea, bila sferica si trunchiul de con circular drept
sunt corpuri de rotatie.

Teorema 2.31. Fie f : [a,b] — [0,00), f continud. Volumul corpului de rotatie
generat de graficul functiei f este

b
vol(Cp) = 7 / F2(x)dx.

Exemplu. Demonstrati ca volumul conului circular drept de indltime / si

R%h
razd a bazei R este V = il 3

Solutie. Un con circular drept de indltime & si razd a bazei R poate fi obtinut prin
rotatia subgraficului unei functii cu graficul un segment ce contine O, adica al
functiei

f:[0,h] = R, f(x)=kx,
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Y M (h,R)

unde k se determina din conditia ca punctul M(h, R) sa apartind graficului functiei
f. Urmeaza cd kh = R, deci k = % Atunci

V =vol(Cy) = n/ohfz(x)dx = n/oh (%x)zdx =7 (%)2/; x%dx

h
_ RN RPE mR’h
- h230_ 3 3

2.9.6 Volumul corpului de rotatie generat de graficele a doua func-
tii
Fie f : [a,b] — [0, 00), f, g continue, 0 < f(x) < g(x) pentru orice x € [a, b].

Definitie. Numim corp de rotatie generat de graficele functiilor f si ¢ multimea
spatialad
Cre={(y2ia <x<b, f) < P +22 <2}

obtinuta prin rotatia lui I'; o, multimea marginitd de graficele functiilor f si g, In
jurul lui Ox.

Teorema 2.32. Fie f, g : [a,b] — R, f, g continue pe [a, b], astfel incat f(x) < g(x)
pentru orice x € [a, b]. Atunci volumul lui Cy ¢ este

b
vol(Crg) = n/ (gz(x) — fz(x)) dx.

Vom preciza in cele ce urmeazd legdtura intre volumul corpului Cy ; obtinut prin
rotatia multimii I's ¢ In jurul axei Ox si aria I'f , a acestei multimi.
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Teorema Pappus-Guldin

Teorema 2.33. Fie f,g : [a,b] — R, f, g continue pe [a, b], astfel incit 0 < f(x) <
g(x) pentru orice x € [a, b], inegalitatea fiind strictid in cel putin un punct. Atunci

vol(Cy ) = aria(T'sq) - I(C),

C fiind cercul descris de centrul de greutate al Tz o.

2.9.7 Ariile suprafetelor de rotatie
Fie f : [a,b] — [0, c0), f derivabild cu f’ continua.

Definitie. Numim suprafatd de rotatie generatd de graficul functiei f multimea

spatiala
Sf= {(x,y,z);a <x<bf(x)= \/m}

obtinuta prin rotatia graficului functiei f in jurul lui Ox.

Teorema 2.34. Fie f : [a,b] — [0, 00), f derivabilii cu f' continud. Aria suprafetei
de rotatie generate de graficul functiei f este

b
aria(Sy) = 27r/ fl\/1+ [f’(x)}zdx.

Exemplu. Demonstrati cd aria laterald a conului circular drept de genera-
toare G si raza a bazei R este S = 7TRG.

\ 4
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Solutie. Intrucat conul este circular drept, intre inaltimea sa &, generatoarea sa G
si raza bazei R exista relatia G> = R? + h?, obtinuta prin aplicarea Teoremei lui
Pitagora. Ca mai sus, un con circular drept de indltime & si raza a bazei R poate
ti obtinut prin rotatia graficului functiei

fFil0h] =R, f(x)=—x.

Atunci

S—ar1a(Sf)—27'c/ fON/ 1+ [f'(0)] dx_27'c/ —x“l—i— dx
_Znh/ ”Rzi;i;hz —27Th/ \/7dx—27r—— xdx

RG x? RG 2
= | =2 — RG.
7 = ntRG

=27 o

Aplicatii
2.1. Determina;i

1) / In(1 + x*)dx; 2) / xe¥dx; 3) / x? arctg xdx; 4) /1
2.2. Determinati

p [ /rd 3 /md 5 /md

2.3. Determinati

1 1

0 VxZ+41 0 V4—x2
9
2.4. Determinati / V1 + v/xdx.
1

3] 1
2.5. Determinati / n—dex, folosind eventual schimbarea de variabild u = —
1 1+ x X

arctg X

dx.

3 1
2.6. Determinati / ——dx, folosind eventual faptul cid
z sinxcosx

! _ ! LI (tg x) xeX 0.
sinrcosx  SinX cos?x tgx o 4’3

COoS x
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2.7. Determinati

In2 16 3 4
| Ve —1dx: 2) / —Vl}\/}dx
0 1 X

2.8. Folosind proprietatea de aditivitate a integralei definite in raport cu intervalul, de-

terminati

2 T
1)/ min(l,x,xZ)dx; 2)/2
0 0

2e 2
4) / |1 —Inx|dx; 5) / max(x, x In(1 + x))dx
1 0

) 1
sinx — =

2
| 3)/ (x+1]+ |x — 1))dx;
2

2.9. Studiind paritatea integrandului demonstrati ci

1)/ ——dx = 0; 2)/ — dx=0; 3)/ arCtgxdx:O;
11+ 12+ sin®x

4)/ cosxln( _ )dx:O.
-1 1+ x

1
2.10. Determinati / |x|ex2dx.
-1

2
2.11. Determinati / xIn(x + vx2 + 1)dx.
0
2
2.12. Determinati / cos x\/ 1 + sin® xdx.
0

n
—1
2.13. Sedefineste sirul (1,),>1 prin I, = / il
1

dx.
x+1x

1. Determinati I,,.

I
2. Determinati lim —, folosind fie 1., fie lema Cesaro-Stolz si teorema de medie pen-

n—oo mn
tru integrala deﬁnzta

2.14. Folosind eventual schimbarea de variabili u = 0+ 7 — x = 7 — x, demonstrati

7T s
2 sin x 2 cos X
1. / — 3 dx:/ — 3 dx.
0 SIn”Xx -+ cos’x 0 SIn” x4+ cos®x

7T

2 sin" x — cos" x )

2. — dx = 0, pentru orice n € IN.
o SsIn”x + cos" x
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100077
2.15. Fie integrala I = /0 | sin x|dx.
1. Demonstraticd f : R — R, f(x) = | sin x| este periodicd, de perioadd 7t.
2. Justificati faptul ci 1 = 1000/; | sin x|dx.
3. Calculati I.

2.16. Comparati integralele

% n % n+1
1. 1= cos" xdx, | = cos" " xdx;
0 0

1 1
2. I:/ V1 — x2dx, ]:/ V1 —x"dx, n > 2;
0 0

i i
3. 1= / tg'dx, J= / tg?dx.
0 0

2.17. Se defineste sirul (1,,),>0 prin I, = /01 In(1 + x™)dx.
1. Demonstrati ci (I,),>0 este monoton descrescitor.
2. Folosind eventual inegalitatea
0<In(l4+u) <u, pentruoriceu >0,
demonstrati ci (I,,),,>0 este convergent la 0.

2.18. Demonstrati urmdtoarele inegalititi

1 2
1. 1§/ edx <e;
0

1
1.3 2 )
. =In= < - <0;
2 21114_/0 In(1 — x%)dx < 0;
1 82x—9
3. =< dx <1
5—/5 x5 =

1
4. 2+/e < / (e"2 + el_xz)dx <1l+e.
0
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2.19. Demonstrati urmdtoarele inegalititi

5 5 o
1. 1n1—|—xdx>/ dx;
/1 R
1 2n
z.og/ <
0o x+1 2n+1
1
3.1</d—x<z.
27 Jo V1—x2 " 6

2.20. Se defineste sirul (1,,),>0 prin I, = /4 tg"dx.
0

1. Demonstrati ci (1), >0 este monoton gi mdrginit.

2. Demonstrati cd

1
Lo+ 1, = T pentru orice n > 0,

folosind eventual faptul cd

1
14+ tgzx = o (tgx)',  pentru orice x € [0, %l
1 oz
2.21. Se defineste sirul (1,),>0 prin I, = /0 mdx.

1. Demonstrati ci (I,),>0 este monoton si mdrginit.

2. Demonstrati ci

1 .
Lyjo 421,11 + 31, = Y pentru orice n € IN.

3. Demonstrati cd

1 .
6,12 < n——|-1 <6l,, pentruoricen € IN.

4. Demonstrati cd

<I

1 .
b1 =" < 6 —1) pentru oricen € N, n > 2.
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5. Determinati 1gn n*I,. Discutie dupd valorile lui « € R.
n—oo

2.22. Scriind eventual sirurile de mai jos sub forma unor sume Riemann pentru anumite
functii, intervale de integrare, diviziuni (echidistante) si sisteme de puncte intermediare,
determinati

1. 1im1<\/1+1+\/1+%+...+ 1+E>,-

211m(1+1++1)'
"nsee\n+1 n4+2 7 n+n/

4

o . 0m 1w . m—1r
3. lim — |sin— +sin— +...+sin———
n—sco 11 n n n

4 1imn( ! + ! +...+ ! >
"o \(m+1)2 0 n+22 7 (n+n)2/)

X
223. Fie f : R = R, f(x) = / t"Intdt, n € IN*. Demonstrati ci f este strict

Q=

descrescitoare pe (0, 1).
X
224. Fief : R =+ R, f(x) = / e tdt. Demonstrati ci f este concavd pe [0, o0).
0

2.25. Determinati valorile urmdtoarelor limite

X sin x )
/ tg tdt / el dt
DlimZ2>—;  2) ;0 3 lim2Y

tgx :

X—7T 2

/ el dx
0

2.26. Determinati ariile domeniilor plane mdrginite de graficele urmdtoarelor functii

X
/ (arctg t)2dt
- 0
x—0 x2 xlgr‘}" x2+1

1. £,8:10,3] = R, f(x) = x3, g(x) = 9x;
2. £,8:10,57] = R, f(x) = cosx, g(x) = %

2.27. Determinati ariile suprafetelor de rotatie obtinute prin rotatia graficelor urmitoa-
relor functii in jurul axei Ox

1. £:10,1] = R, f(x) = x5

2. £:00,1] = R, f(x) = &5,
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3. f:10, \%] — R, f(x) = 2V1 — 2.
4. £:10,1] = R, f(x) = xy/x.
2.28. Calculati raportul ariilor in care parabola y?> = 2x imparte discul x* + y> < 8.

2.29. Determinati volumele corpurilor de rotatie obtinute prin rotatia graficelor urmidi-
toarelor functii in jurul axei Ox

1. f:10, 7] = R, f(x) = sinx.

2. f:[1,e] = R, f(x) =xInx.
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INTEGRALE IMPROPRII

In definitia integralei Riemann, s-a presupus cd intervalul de integrare [4, b] este
un interval Inchis si marginit, demonstrandu-se mai apoi cd o functie integrabild
este In mod necesar si marginitd. Totusi, apar in mod natural situatii in care aceste
conditii nu sunt indeplinite.

In cele ce urmeaza, vom extinde notiunea de integrald Riemann pentru a aco-
peri aceste cazuri (interval de integrare nemarginit, respectiv integrand nemar-
ginit pe intervalul de integrare), obtindndu-se asa-numitele integrale improprii
sau integrale generalizate. Prin analogie cu seriile numerice, pentru care con-
vergenta sau divergenta seriei erau definite cu ajutorul limitei sirului sumelor
partiale, vom defini convergenta sau divergenta unor integrale improprii cu aju-
torul unui procedeu de trecere la limitd pentru integrale ,partiale”, pe domenii
mai mici, pe care se evitd situatiile problematice in cauza.

Vom incepe mai intéi cu situatia in care intervalul de integrare este nemarginit,
continudnd apoi cu situatia in care integrandul este nemarginit pe intervalul de
integrare.

3.1 Integrale improprii in raport cu intervalul

Integralele pentru care intervalul de integrare este nemdrginit se numesc inte-
grale improprii in raport cu intervalul, sau de specia (speta) I.

(o]
Vom studia mai intai integrale de tipul / f(x)dx. In acest sens, fie f :

a
[2,00) — R astfel incat f este integrabila pe orice interval [a, A], A > a. Pu-

A
tem atunci vorbi despre / f(x)dx pentru orice A > a, urmatorul pas fiind cel
a

78
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de a studia ceea ce se intimpla cind A — oo (ne ,apropiem" de +co prin trecere
la limita).

3.1.1 Convergenta si divergenta. Integrabilitate
Definitie. Fie f : [a,00) — IR astfel incat f este integrabild pe orice interval [a, A],
A >a.

Daca exista limita hrn f (x)dx si este finitd, spunem cd integrala / fx)dx

este convergenta iar funciga f este integrabila pe [a, o) (pe scurt, integra-
bila).

A

Daca limita /{im f(x)dx nu existd, sau existd, dar este infinitd, spunem ca
— 00 a
o0

integrald / f(x)dx este divergentd iar functia f nu este integrabila pe

a
[a, ) (pe scurt, nu este integrabila).

In situatia in care limita I}im / f(x)dx exista (finitd sau nu), aceastd limitd re-
—00 f,

[ee)
prezinta valoarea integralei / f(x)dx.
a

© 1
Exemple. 1. Fie integrala /0 T2 dx. Functia

1

fiiloe) =R, fi(x) = 15—,

este integrabild pe orice interval [0, A], A > 0, intrucat este continud pe
un astfel de interval. Observam ca

A A

lim dx = lim arctg x
A—c0 Jo 1+x2 A—o00 &

= lim arctg A = g

0 A—o00

(e ]
.. < T,
deci integrala / 152 este convergentd, valoarea sa este o far fi
x

este integrabila pe [0, c0).
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“1
2. Fie integrala / ;dx. Functia
1

Rrlle) SR, H)=,

este integrabild pe orice interval [1, A], A > 1, Intrucat este continud pe
un astfel de interval. Observam ca

A A
1
lim —dx = lim Inx| = lim InA = oo,
A—oo J1 X A—o0 A—ro0
o0
deci integrala —dx este divergentd, valoarea sa fiind 4o, iar f, nu
x

1
este integrabila pe [1, o).
3. Fie integrala / cos xdx. Functia
0

f3:[0,00) = R, f3(x) =cosx,

este integrabild pe orice interval [0, A], A > 0, intrucat este continua pe
un astfel de interval. Observam ca

A A
lim cosxdx = lim sinx | = lim sin A, care nu exista.
A—co Jq A—o0 0 A—o0
[e9)
Integrala cos xdx este divergentd, fdrd a i se asocia o valoare, iar f3

0
nu este integrabild pe [0, 00).

o0
Exemplu. Fie integrala / g dx. Printr-un rationament similar celui din
1

Exemplul 2 de mai sus putem ardta ca

*1 convergentd, entrup > 1,
/ —dx este . & P P
1 X divergentd,  pentrup < 1.
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Integrale improprii de speta I cu integrand pozitiv

Fie f : [a,00) — [0, c0) astfel incat f este integrabild pe orice interval [a, A],
a < A. 54 notdm

A
F:la,00) > R, F(A)= / fx)dx.

Intrucat f este pozitiva, F este crescdtoare, valoarea integralei crescand odata cu

cresterea lungimii intervalului. Atunci limita f{im F(A), utilizata in definitiile
— 0

convergentei si divergentei, existd, finitd sau nu. Are deci loc urmatorul rezul-
tat, similar in natura sa cu proprietatea seriilor cu termeni pozitivi de a fi sau
convergente, sau divergente catre +co.

Teorema 3.1. Fie f : [a,00) — [0, 00) astfel incit f este integrabili pe orice interval

[a, A], a < A. Atunci integrala / f(x)dx este fie convergenti, fie divergentd cu
a

valoarea +oo.

Alte tipuri de intervale nemadrginite

In mod similar definim convergenta unor integrale de tipul / f(x)dx, cu

ajutorul limitei
li
A—1>moo / f(x

respectiv a unor integrale de tipul f (x)dx, cu ajutorul limitei

—00

B
lim / fx)dx.
B—0c0 A

A——o00

3.1.2 Convergenta in sensul valorii principale (Cauchy)

+00
Pentru definitia integralei f(x)dx, este important sad se observe faptul c4d li-
—0o0
mita
lim / f(x)dx
B%oo
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contine doud variabile diferite, A si B, intrucat ne putem apropia de —oo si 4-co
in mod independent. Acest lucru se poate observa si cu ajutorul relatiei

+o00 a 00
feodr= [ feodxr [ feods,

—00
pentru a € (—oo, +00) oarecare, in care convergenta primei integrale este inde-
pendentd de convergenta celei de-a doua.

Definitie. Dacd f : R — R este integrabild pe [-A, A] pentru orice A > 0 iar
limita cu o singura variabila
A
lim f(x)dx,
A= J_ A

caz particular al celei de mai sus (ne indreptam cdtre —oo si +o0 ,cu aceeasi vi-
—+o00
tezd"), existd si este finitd, spunem cd integrala f(x)dx este convergenta in

— 00
sensul valorii principale (Cauchy), valoarea sa principald, notata

v.p./_o:o f(x)dx,

fiind valoarea limitei.

Relatia intre convergenta si convergenta in sensul valorii principale
+oo
Conform definitiei, dacd integrala f(x)dx este convergentd, atunci ea este
—o0
convergentd si in sensul valorii principale (Cauchy). Sd observam insa ca impli-
catia reciprocd nu are loc.

oo
Fie integrala / xdx. Deoarece
—00
A 24
Aim xdx = > =0,
— J_A _A
o0
urmeaza cd integrala / xdx este convergentd in sensul valorii principale, iar
o —0
V.p./ xdx = 0. Totusi
—0o0
B
. B . x2 . BZ _ A2
lim xdx = lim — | = lim
B—oo J A B—00 B—co 2
A——o0 A——o0 A——oc0

o0
nu existd, integrala / xdx nefiind deci convergenta.

—00
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3.1.3 Proprietiti de calcul

Integralele improprii pdstreazd cele mai multe proprietdti ale integralelor defi-
nite. In particular, au loc urmatoarele proprietiti de calcul, prima reprezentand
proprietatea de aditivitate in raport cu intervalul, cea de-a doua reprezentand
proprietatea de aditivitate in raport cu functia.

Teorema 3.2. Fie f : [a,00) — R, f integrabild pe [a, c0). Atunci f este integrabili
pe orice subinterval [c, 00), ¢ > a, si

/aoof(x)dx = /acf(x)dx + /Coof(x)dx.

Demonstratie. Fie c > a arbitrar. Fie de asemenea A > c. Atunci f este integra-
bild pe [c, A], iar conform proprietdtii de aditivitate a integralei definite in raport
cu intervalul, avem ca

/aA flx)dx = /ucf(x)dx + /CAf(x)dx.

Atunci
A c A
lim / f(x)dx = lim (/ f(x)dx+/ f(x)dx)
A—co [, A—o00 a c
c A
= lim f(x)dx + lim/ fx)dx
A—oo [, A—oo [
c A
:/ f(x)dx + lim/ f(x)dx,
a A—o0 [,
de unde concluzia. [ ]

Teorema 3.3. Fie f, g : [a,00) — R, f, g integrabile pe [a, c0) si c1,cp € R. Atunci
c1f + cpg este integrabili pe [a, 0), si

/ (c1f(x) + cog(x))dx = 1 / f(x)dx + c2/ g(x)dx

Demonstratia se obtine din proprietatea corespunzatoare a integralei definite printr-
un procedeu de trecere la limitd similar celui de mai sus.
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3.1.4 Criterii de convergenta

Criteriul de comparatie

Teorema 3.4. Fie f, g : [a,00) — [0, o), astfel incat

f(x) < g(x), pentru orice x € [a, 00).

(o] (o]
1. Daci / g(x)dx este convergentd, atunci si / f(x)dx este convergent.
a a

2. Daca / f(x)dx este divergentd, atunci si / g(x)dx este divergentd.
a a

Demonstratie. Fie A > a. Atunci

/ ? fodx < / " e,

intrucat inegalitdtile intre functii se pdstreazd prin integrare. Conform Teore-
mei 3.1, exista

I}iir;o /HA f(x)dx = /aoo f(x)dx, }133,0 /aA g(x)dx = /aoo g(x)dx

iar prin trecere la limita pentru A — oo in inegalitatea de mai sus obtinem ca

[ rwar < [ gwan

Daca / g(x)dx este convergenté atunci membrul drept este finit, si atunci la

oo

fel este si membrul stang, iar f (x)dx este convergentd. Dacd / f(x)dx este

divergentd, atunci membrul stang este infinit, si atunci la fel este si membrul

drept, iar / g(x)dx este divergenta. |
a

Rezultatul este usor de retinut (si inteles) tindnd seama de urmatoarea obser-
vatie. Integrala pe [, 00) a unei functii pozitive este fie ,mica" (convergentd, cu
valoare numericd), fie ,mare" (divergentd), cu valoarea +co.

Cum f < g, inegalitatea se pdstreaza si intre cele doud integrale, adica

/aoo flx)dx < /aoo g(x)dx.
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o (00)
Daca / g(x)dx este ,micd" (convergentd), atunci / f(x)dx este ,,si mai mica"
a a
(o]

oo
(tot convergentd). Daca / f(x)dx este ,mare" (divergentd), atunci / g(x)dx
a a
este ,,si mai mare" (tot divergentd).

o0
Tot de aici putem observa cd nu putem trage nicio concluzie daca / g(x)dx
0o a
este divergentd, intrucat / f(x)dx este ,mai micd", dar poate fi sau , micd" (con-
a

o0
vergentd), sau ,mare" (divergentd). Similar, daca / f(x)dx este convergentd,
a

atunci nu putem obtine nicio concluzie.

Teorema 3.5. Fie f : [a,00) — [0, 00), integrabili pe [a, A] pentru orice A > a.
1. Daci existd p > 1 astfel ca

xli_rgox"’f(x) =1¢€[0,00)

o0
atunci / f(x)dx este convergentd.
a

2. Daci existd p < 1 astfel ca

lim xPf(x) =1 € (0,00]

X—>00

(0]
atunci / f(x)dx este divergentd.
a

Combinand cele doud proprietdti obtinem urmatorul criteriu de convergentd
util in aplicatii.

Corolar 3.5.1. Fie f : [a, 00) — [0, o) continud astfel incit existd p € R cu proprietatea
S _
xl1_r>r010x f(x) =1¢€(0,00).
Atunci

[o°]
1. Daci p > 1, atunci integrala / f(x)dx este convergentd.
a

2. Daci p < 1, atunci integrala / f(x)dx este divergentd.
a
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o0
Remarcam faptul cd in situatia In cauzd, integrala / f(x)dx are comporta-

a
ment ,invers" lui p. Astfel dacd p este ,mic" (< 1), integrala este ,mare" (di-
vergentd cu valoarea +o0), iar dacd p este ,mare" (> 1), integrala este ,mica"
(convergenta).

*© 1
Exemplu. Studiati convergenta integralei / ——dx.
1 Vaxt+1

. . . . -1 1
Solutie. Deoarece integrandul are comportarea aproximativa a lui 7 = w2 pen

tru x — oo, alegem p = 2. Atunci

o0
1
Cum p =2 > 1, urmeaza cd / —
1 Vx

dx este convergenta.
t+1

Exemplu. Studiati convergenta integralei X.

OOLCI
1 x34+2x+3

Solutie. Deoarece integrandul are comportarea aproximativa a lui \J{—f = —5 pen-

=
137 e

tru x — oo, alegem p = g Atunci

.5 x . x3
s I TSRS Ik
_vx

Deoarece p = 2 > 1, urmeaza ci integrala
P=3 & x3+2x+3

dx este convergenta.

arctg x

VaZ+x+1

Solutie. Deoarece numitorul are comportarea aproximativa a lui v x> = x pentru
x — 0o, iar numadrdatorul este marginit, alegem p = 1. Atunci

Exemplu. Studiati convergenta integralei / dx.
2

lim xﬂ = lim x arctg ¥ = lim arctgy  _ T € (0,0)
X—00 1/952_'_.%_1_1 X—00 \/x2<1+%—1—l2) X—00 /1+%+% 2 ’ .
x

. arctg x .
Deoarece p = 1, urmeaza cd integrala / & dx este divergenta.

2 Vx?+x+1
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3.1.5 Transformarea intr-o serie numerica

o
Integrala / f(x)dx poate fi transformatd intr-o serie numericd. Astfel, are loc
a

egalitatea
00 a+1 a+2
/ f(x)dx = / fx)dx —1—/ fx)dx+....
a a a+1
a+n+1
Cu notatia a, = / f(x)dx, n > 0, urmeaza cd
a-+n

/oof(x)dx = i ay
a n=0

In acest fel, convergenta unei integrale improprii in raport cu intervalul poate
fi legata de convergenta unei serii numerice. Desigur, transformarea integralei
intr-o serie numericd nu este unicd, intervalul [4, c0) putand fi impartit si in alte
moduri.

Teorema 3.6. Fie f : [a,00) — [0,00), f continud si monoton descrescitoare.

Atunci / f(x)dx are aceeasi naturd cu f(n), unde indicele de plecare k €&
a n=k

[a, 00) poate fi ales convenabil.

1
— dx
Vaxt4+x2 41

Exemplu. Studiati convergenta integralei /
1

Solutie. Functia

1

f : [1/ OO) — [0/ OO), f(x) = W/

e 1
este continud si monoton descrescdtoare pe [1, 00). Urmeaza cd / —————dx
1

xt a2 4+1
> 1
are aceeasi natura cu seria Z —_—
i=1 Vnt4+n2+1

o0
. . 1
Studiem acum natura seriei Z

——=——— cu ajutorul unui criteriu de com-
ao1 Vit n? 41

paratie. Intrucat
1 1 1

< .
Vit 241 7 b on?
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[o°]
iar seria Z — este convergentd (serie armonicd generalizatd cu p = 2 > 1),
n
n=1

(ee]

Co 1 ..
urmeaza cd si seria —————— este convergentd. La randul ei, integrala
i1 211
n=1 n*+n+

(0]
1 . :
/ ——————dx este convergentd, avand aceeasi natura cu aceasta serie.
1

N
3.1.6 Convergenta absoluta

Definitie. Fie f : [a,00) — R. Vom spune cd / f(x)dx este absolut convergenta,
a

oo
iar f este absolut integrabila pe [a, 00), dacd / |f(x)|dx este convergentd, adicad
a

| f| este integrabila pe [a, o).

oo
Se poate demonstra ca daca f(x)dx este absolut convergentd, atunci este si

convergentd, nefiind nsa valabild si reciproca (agsa cum numele sugereazd, abso-
luta convergenta inseamna mai mult decat convergenta). Pentru functii cu valori
pozitive, cum |f| coincide cu f, notiunea de absolutd convergentd coincide cu
notiunea de convergenta.

3.2 Integrale improprii in raport cu functia

Integralele pentru care integrandul este nemarginit pe intervalul de integrare se
numesc integrale improprii in raport cu func;ia sau de specia (speta) II.

Vom studia mai intai integrale de tipul / f(x)dx in care limita inferioard a
este punct singular, in sensul cd f este nemadrginitd intr-o vecindtate a lui a.
Definitie. Fie f : (a,0] — R. Vom spune cd a este punct singular pentru func-

tia f dacd f este marginitd pe orice subinterval [A,b], a < A < b, dar f este
nemadrginita pe (a, b].

Prototip

1
Un prototip al acestor integrale este integrala —pdx, p > 0, in care inte-
x

grandul nu este definit in x = 0, punctul singular, nefiind nici marginit pe (0, 1],
intrucat limita sa la dreapta in x = 0 este +oo.
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Fie f : (a,b] — R astfel incat f este integrabild pe orice interval [A,b],a < A <

b
b. Putem atunci vorbi despre / f(x)dx pentru orice a < A < b, urmatorul pas
A

tiind cel de a studia ceea ce se intampla cand A — a, punctul singular al functiei
(ne ,apropiem" de punctul singular prin trecere la limitd).

3.2.1 Convergentd si divergentd. Integrabilitate

Definitie. Fie f : (a,b] — R astfel incét f este integrabild pe orice interval [A, D],
a<A<b.

b b
Daca exista limita Aim / f(x)dx si este finitd, spunem cd integrala / fx)dx
—a A a

A>a
este convergenta iar functia f este integrabild pe (a,b] (pe scurt, integra-

bili).
b

Dacad limita lim [ f(x)dx nu existd, sau existd, dar este infinitd, spunem ca
A—=a ] A
A>a

b
integrald / f(x)dx este divergenta iar functia f nu este integrabila pe (a, b]
(pe scurt, nu este integrabild).

b
In situatia in care limita /111m f(x)dx existd (finitd sau nu), aceastd limita re-
—aJA
A>a

b
prezintd valoarea integralei / f(x)dx.
a

1
Exemple. 1. Fie integrala / édx, p € (0,1). Punctul singular al functiei
0

ar e 1 .
este x = 0, intrucat lim — = +o0. Functia
x%(()) xP
x>

AR, A=,

este integrabild pe orice interval [A,1], 0 < A < 1, intrucat este conti-
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nud pe un astfel de interval. Observam cd

1 1 1-p
lim iclx = lim x Pdx = lim (x

p _
42874 X0 4S04 48\17P
—lim< 1 —Al_p>— 1
e A

1
= ; 3 1
Integrala /0 po dx, p € (0,1) este deci convergentd, cu valoarea 7

1
1
. Fie integrala / ;dx . Ca mai sus, punctul singular al functiei este x =
0

0, functia
1
f2(011]_>R/ fz(x):;/

este integrabild pe orice interval [A,1],0 < A < 1, iar

1
1
lim —dx=IlimInx| =lim(Inl—-—InA)=0—(—00) = +o0.
A=0Ja X A—0 A—=0
A>0 A>0 A A>0

1
1
Integrala / ;dx este deci divergentd, cu valoarea +co.
0

1
. Fie integrala / Fdx, p > 1. Ca mai sus, punctul singular al functiei

este x = 0, functia

HrOU=R f0=

este integrabild pe orice interval [A,1],0 < A < 1, iar

) B | ) 1 Al-p _ 1 1
fim | o =tmi o 1, ) = im i, i
4074 40 p P 40 P 1=p)
1 1

T1-p O0H-(1-p

—+ o0
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1
1
Integrala / Fdx, p > 1 este deci divergentd, cu valoarea +oo. Obti-
0

nem din cele de mai sus ca

1 ~
1 convergenta, entrup <1,
/ —dx este ¢ & P P
0 xF divergentd,  pentrup > 1.
Integrale improprii de speta II cu integrand pozitiv

Fie f : (a,b] — [0, c0) astfel incat f este integrabild pe orice interval [A, b],
a < A < b. Putem obtine urmadtorul rezultat analog celui corespunzator pentru
integrale improprii de speta L.

Teorema 3.7. Fie f : (a,b] — [0, c0) astfel incit f este integrabili pe orice interval

b
[A,b], a < A < b. Atunci integrala / f(x)dx este fie convergentd, fie divergenti
a

cu valoarea —+-oo.

3.2.2 Proprietiti de calcul

Au loc urmadtoarele proprietdti de calcul, similare celor pe care le au integralele
improprii de speta I.

Teorema 3.8. Fie f : (a,b] — R, f integrabili pe (a,b]. Atunci f este integrabili
pe orice subinterval (a,c],a < ¢ < b, si

/abf(x)dx = /acf(x)dx + /be(x)dx.

Teorema 3.9. Fie f, g : (a,b] — R, f, g integrabile pe (a,b] si c1,c2 € R. Atunci
c1f + g este integrabili pe (a, b], si

b b b
/ (c1f(x) + c2g(x))dx = c1/ f(x)dx + cz/ g(x)dx.

3.2.3 Criterii de convergenta

Teorema 3.10. Fie f : (a,b] — [0, o0), integrabili pe [A, b] pentru oricea < A <
b.
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1. Dacdi existd p < 1 astfel ca

chig}l(x —a) f(x) =1 € [0, ),

x>a

b
atunci / f(x)dx este convergentd.
a

2. Daci existd p > 1 astfel ca

chig}l(x —a)lf f(x) =1¢€ (0,],

x>a

b
atunci / f(x)dx este divergenti.
a

Demonstratia este similara demonstratiei Teoremei 3.5, criteriul corespunzator de
convergentd pentru integrale improprii de specia I.

Corolar 3.10.1. Fie f : (a,b] — [0, c0) continud astfel incit existd p € R cu proprietatea

chigr}l(x —a)f f(x) =1€ (0, ).

x>a

Atunci

b
1. Daci p < 1, atunci integrala / f(x)dx este convergentd.
a
b
2. Daci p > 1, atunci integrala / f(x)dx este divergenti.
a

Remarcam faptul cd in situatia in cauzd, integrala / f(x)dx are comporta-
mentul lui p. Astfel dacd p este ,mic" (p < 1), 1ntegrala este ,micd" (convergentd),

iar dacd p este ,mare" (> 1), integrala este , mare" (divergenta cu valoarea +0).

1

1
Exemplu. Studiati convergenta integralei /0 mdx.

Solutie. Deoarece

L | |
B P
/0 52— 30 /0 x2(5—x)dx
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urmeaza cd x = 0 este punct singular pentru integrand (cealalta raddcind a nu-
mitorului, x = 5, nu apartine intervalului de integrare). Deoarece termenul care
anuleazad numitorul in punctul singular, x?, are puterea 2, alegem p = 2. Atunci

1 1 1
lim(x — 0 ——— = lim —— = = .
xlgg)(x 0 x2(5 — x) $905 — x 56(0'00)
x>0 x>0

b
Cum p = 2 > 1, urmeazd cd integrala / 52—3dx este divergentd, cu valoarea
0 22X —X
—+00.

T

Exemplu. Studiati convergenta integralei / i ctg xdx.
0

Solutie. Deoarece

s 7T
2 2 cos x
ctg xdx = —dx,
0 0 SInx

iar numitorul se anuleazad pentru x = 0, in timp ce numadratorul nu, urmeaza
ca x = 0 este punct singular. Deoarece termenul care anuleazd numitorul in
punctul singular, sin x, are comportarea aproximativa a lui x pentru x — 0, lucru
observabil cu ajutorul limitei

. sinx
lim =1,
x—=0 X
alegem p = 1. Urmeaza ca
) cos x . X
lim x' = = limcosx—— =1 € (0, o).
x—0 sinx  x—0 sin x
x>0 x>0

T

2
Deoarece p = 1, urmeazd ca / ctg xdx este divergenta.
0

3.24 Convergenta absoluta

b
Definitie. Fie f : (a,b] — R. Vom spune ca / f(x)dx este absolut convergentd,
a

b
iar f este absolut integrabila pe (a,b] daca / |f(x)|dx este convergentd, adicd
| f| este integrabila pe (a, b]. ’
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b
Se poate demonstra ca daca / f(x)dx este absolut convergentd, atunci este si
a
convergentd pe (a, b], nefiind insd valabild si reciproca (din nou, asa cum numele
sugereazd, absoluta convergentd inseamna mai mult decat convergenta). Pentru
functii cu valori pozitive, cum | f| coincide cu f, notiunea de absolutd convergenta
coincide cu notiunea de convergenta.

Integrale improprii cu limita superioara punct singular

Integralele de tipul / f(x)dx in care limita superioara b este punct singular,

in sensul cd f este nemdrginita Intr-o vecindtate a lui b, se studiaza analog celor
in care limita inferioard este punct singular, utilizand ,apropierea” de punctul
singular b prin trecere la limita.

Definitie. Fie f : [2,b) — R. Vom spune cd b este punct singular pentru func-
tia f dacd f este mdrginitd pe orice subinterval [a, A], a < A < b, dar f este
nemadrginitd pe [a, b).

Prototip

: : : ' -
Un prototip al acestor integrale este integrala mdx, p > 0, in care
0 (1—

integrandul nu este definit in x = 1, punctul singular, nefiind nici marginit pe
[0, 1), intrucat limita sa la stdinga In x = 1 este 4-co.

Prin analogie, pentru integralele improprii cu limita superioara punct singular
se pot obtine urmadtoarele criterii de convergenta.

Criterii de convergenta

Teorema 3.11. Fie f : [a,b) — [0, 00), integrabild pe [a, A] pentru oricea < A <
b.

1. Dacd existd p < 1 astfel ca

lin}J(b —x)Pf(x) =1€[0,00)

x<b

atunci / f(x)dx este convergentd.
a
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2. Daci existd p > 1 astfel ca

Hm (b — x)P f(x) =1 € (0,00]
51

b
atunci / f(x)dx este divergentd.
a

Corolar 3.11.1. Fie f : [a,b) — [0, 00) continud astfel incit existid p € R cu proprietatea

lim(b — x)P f(x) =1 € (0, ).
x—b
x<b

Atunci

b
1. Dacid p < 1, atunci integrala / f(x)dx este convergentd.
a

b
2. Daci p > 1, atunci integrala / f(x)dx este divergentd.
a

5 2
Exemplu. Studiati convergenta integralei / z dx.
2 (x—1)v5—x

Solutie. Observam cd x = 5 este punct singular, intrucat celdlalt punct in care se

anuleazd numitorul, x = 1, nu apartine intervalului de integrare. Deoarece ter-
y . .. o,

menul care anuleazad numitorul, v/5 — x, poate fi scris ca (5 — x)2, avand puterea

1 _ 1 5 5

5, alegem p = 5. Urmeaza ca

1 x2 x2 25
lim(5 — x)2 = lim = — € (0, 00).
2P (x—Dv5—x xzpx-1 4

2

X
(x—1v5—x

Integrale improprii cu mai mult de un punct singular

5
Deoarece p = % < 1, urmeazad cd integrala / dx este convergenta.
2

Pot fi intalnite insd si integrale improprii de speta II cu mai mult de un punct
singular, sau integrale improprii in care atat intervalul de integrare este nemar-
ginit, cat si functia de integrat este nemadrginitd pe acest interval, avand puncte
singulare finite. Acestea din urmd combind atat caracteristicile integralelor im-
proprii de speta I, cat si ale celor de speta II.

In aceasta situatie, se scrie integrala ca suma mai multor integrale improprii,
tiecare cu cate un unic punct singular, respectiv ca suma dintre o integrald impro-
prie de speta I si una de speta II.
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x3

dx.
Ta—x2

4
Exemplu. Studiati convergenta integralei /
1 X —

Solutie. In aceasti situatie, atdt x = 1 catsi x = 4 sunt puncte singulare, fiind
raddcini ale numitorului. Scriem integrala sub forma

4 3 2 3 4 3
/1 \/x—1(4—x)2dx:/1 \/x—1(4—x)2dx+/z \/x—1(4—x)2dx'

ca suma intre o integrald cu limita inferioara punct singular (prima integrald) si o
integrala cu limita superioara punct singular (a doua integrald). Deoarece

lim(x — 1)? i lim L 0,00
im(x — = lim = - 00
. o 2 _ 2 7 7
=1 Va—l@—ap i@t 9
) 2 3
iar p = 5 < 1, urmeaza ca / dx este convergenta.
P=2 1 Vx—1(4 —x)?2 5
Deoarece
3 3
X X 64 643
lim (4 — x)? =lim —— = — = —"= € (0,00),
9;221( ) Vx—1(4 — x)? iy A 1 3 3 (0,%)

3
Vx—1(4 — x)?

4
suma dintre o integrald convergentd si una divergentd, integrala /
1

4
iar p = 2 > 1, urmeaza cd integrala / dx este divergenta. Fiind
2

X3

Vx—1(4 — x)zdx

este divergenta.

(o]
1
Exemplu. Studiati convergenta integralei / ———dx.
P 8 gl )y Yra )
Solutie. Tn aceastd situatie, x = 0 este punct singular, fiind rad&cind a numitoru-
lui, iar intervalul de integrare este nemarginit. Scriem integrala sub forma

/“;dx—f;dH/“’;dx

o Vx(1+x2)"  Jo Vx(1+x?) 1 Vx(1+a?)

ca suma intre o integrald improprie de speta II cu limita inferioara punct singular

(prima integrald) si o integrald improprie de speta I (a doua integrald). Deoarece
lim x3 !

- =lim ——
3 2 2

=1¢€(0,0),
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iar p = % < 1, urmeaza ca dx este convergentd. Deoarece

1 1
/ V(1 + 2?)
2
lim x%

X
lim —%(1 e i xh_r}rolo o2 1 € (0,00),

[ee]
. . 1
iar p = % > 1, urmeaza cd integrala /1 mdx este de asemenea con-

vergentd. De aici, integrala improprie dx este convergentd, fiind

o0 1
/0 Vx(1 + x2)

suma a doud integrale improprii convergente.

3.3 Integrale improprii dependente de parametri

Dependenta de parametru poate apare si in contextul integralelor improprii. Pre-
zentam In continuare doud dintre cele mai cunoscute integrale de acest tip.

3.3.1 Functia I alui Euler
Integrala

F(p):/ xP~le=*dx
0

este convergentd pentru orice p > 0, definind astfel o functie I' : (0,00) — RR.
Integrala de mai sus se mai numeste si integrala lui Euler de specia (speta) II.

Proprietati ale functiei I’

Teorema 3.12. Au loc urmiitoarele proprietiti.
1. I'(1) =1.
2. I'(p + 1) = pI'(p), pentru orice p > 0 (formula de recurenta).
3 IT(p+n)=p+n—-1)((p+n—-2)--pI(p), pentru orice p > 0,n € IN.
4. T(n + 1) = n!, pentru orice n € IN.
5. T(pI'(1 —p) = T pentru orice p € (0,1) (formula complemente-
lor).
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| 6. T(}) = v

Exemplu. Determinati / Vxe *dx.
0

Solutie. Observam ca

/ \/Ee_xdx:/ xée_xdx:/ xg_le_xdxzf(g).
0 0

0

Conform formulei de recurentd, urmeaza ca
3 1 1_1 1
1H(E) = F(E +1) = EF(E) = E\/E

Exemplu. Demonstrati cd

J7

/ e Vdx = 5 (integrala Euler-Poisson).
0

Solutie. Si notim u = x2. Atunci

Uu=x> = x=+u = dx=(\/ﬂ)’duzidu,

2\/u

de unde

o0 2 o0 1 1 /* 1 1 [/* 1
e Ydx = / e " ——du = —/ —e Ydu = —/ u 2e “du
/0 0 Zﬁ 2 Jo \/ﬁ 2 Jo

1/ 0, 1.1 1 JTT
= A 2 d :—r— = — = —.
2/0 uletdu = 5T() = Hv/m =5

3.3.2 Functia § a lui Euler

Integrala
1
Bp) = [ 2711 0 i
0

este convergentd pentru orice p,q > 0, definind astfel o functie B : (0,00) X
(0,00) = RR. Integrala de mai sus se mai numeste si integrala lui Euler de specia
(speta) L.

Proprietiti ale functiei
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Teorema 3.13. Au loc urmitoarele proprietati.
1. B(1,1) =1

2. B(p,q) = B(q, p), pentru orice p,q > 0.

00 p—1
3. B(p,q) = / u—du, pentru orice p,q > 0.
0

(1 +u)pta

4. B(p,q) = Wﬁ(p —1,q), pentru orice p,q > 0 (formula de recu-

renta pentru prima pozztze).
5. B(p,q) = 5 + g [;%(p, — 1), pentru orice p,q > 0 (formula de recu-

renta pentru a doua pozztze).

_ (m=Dln -1
6. B(m,n) = mtn—11 pentru orice m,n € IN.
I'(pT(9) :

7. ,q) = , pentru orice p,q > 0.

PP = 5o, gy P p.q
8. B(p,1—p) = S pentru orice p € (0,1) (formula complementelor).

9. /5(%, %) = .

1
Exemplu. Determinati / Vx — x2dx.
0
Solutie. Au loc relatiile
/ Vx —x2dx = / V(1 —x)dx = / Vav1 — xdx = / x2(1 — x)2dx

B 133 TOIQ  rdre)
—/O Ta-ni=pC, 0 = e

Conform formulei de recurents,

1

ST

3 1 11
F(E) = F(E +1) = EF(E) =5
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In plus, I'(3) = 2! = 2. Urmeazad atunci cd

1 1 /=1
/ \/JC—.’JCZCZJC:—z ﬂ'jﬁ:g.
0

3
1
Exemplu. Determinati / dx.
2 V—x24+5x—6

Solutie. Observam ca

3 1 3 1
/ dx:/ dx
2 V—x2+5x—6 (x —2)(3 —x)

Pentru a calcula aceastd integrald cu ajutorul proprietdtilor functiei B, transfor-
mam intervalul de integrare in intervalul [0, 1] cu ajutorul schimbarii de variabila
u = x — 2. Atunci

3 1 1 1 1 1
/2 <x—2><3—x>dx:/o M(l—u)du:/o NN T

1 1
= / u"2(1—u) " idu = / 11— b = g, L) =
0 0 2°2

T

2
Exemplu. Determinati / sin* x cos? xdx.
0

Solutie. Tinand seama de identitatea trigonometricd fundamentala sin® x + cos? x =

1, ceea ce conduce la cos? x = 1 — sin x, vom face schimbarea de variabild u =
sin? x. Atunci
du = 2 sin x cos xdx,

de unde

T

T
2 . 4 2 2 . 3 1 .
sin” x cos” xdx = sin’ x cos x - — - 2 sin x cos xdx
0 0

2
1 /s 1 1t sy 34 1 .53
= E/o u2(l —u)2du = E/o u2 (1 —u)2 du = EB(E'E)'
Folosind formula de recurenta pentru prima pozitie obtinem
1.53 1 3-1 _5 3 13 33 1_33
— —_—_) )= - _— 1 —_) = —= —_ =) = — — —).
ZB(2'2) 2343 - 1B(2 '2) 23B(2'2) 4B(2'2)
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Folosind formula de reprezentare a functiei 8 cu ajutorul functiei I', urmeaza ca

1ITGr3)  1rg? 1 B
ar3+3) 4T 4 20 8

1 .33
P9 =

Conform formulei de recurentd,

3 1 1.1
IG)=IG+1)=3IG) =57V
de unde

I, ) T

dx = —.

/0 sin” x cos” xdx = 5

Exemplu. Determinati / N ;dx
P o (1+x)x

Solutie. Observam ca

00 7% xjfl
[ b [ e [
0 (1+x\/_ 1~|—x o 1+x

. * xP -1 1
Pentru a aplica formula B(p, q) = /0 mdx, alegem p = 5 (corespondenta

cu numadrdatorul), iar g va fi determinat din conditia ca p +q = 1 (corespondenta
cu numitorul). Urmeaza cd q = %, iar

N\*ﬂ

0 X 11
—dx =B(z,5) =T
I ot Ped)
Aplicatii
3.1. Determinati valorile urmdtoarelor integrale improprii

3.2. Studiati convergen;a urmdtoarelor integrale improprii

°° x dx
1 dx; 3) [ ———.
)/ 5+1 /1 T+ 2x0 + a0 )/0 2 —2x+3
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3.3. Folosind eventual faptul cd
p
lim P(x) =

0, pentru orice functie polinomiali P,
x—oo e

demonstrati cd integrala improprie dx este convergentd.

0 X
I v
3.4. Demonstrati cd integrala improprie /0 N e?* cos 3xdx este convergentd.
3.5. Studiati convergenta urmdtoarelor integrale improprii

S 1 2 1
1) 1 (x_1)2(4_x)dx; 2) — — dx;

2 x
» (x—Dx-2) " 3)/1 \/(x—l)(Z—x)dx'

4) / 1 ax .
1B —x)V1—2x2
3.6. Fiea,b € R, a < b. Folosind eventual schimbarea de variabili
X —a
b—a’

(sau, in etape, u = x — a pentru a transforma intervalul de integrare in intervalul [0, b —

u =

a], cu un capit in origine, apoi v = pentru a transforma acest interval, de lungime

b — a, in intervalul [0,1]) si proprietitile functiei B, determinati

b 1
/a NCEDEE

3.7. Folosind eventual schimbarea de variabild u = x? si proprietitile functiei B, deter-
1
mina;i/ x*\/1 — x2dx.
0

3.8. Folosind eventual schimbarea de variabildi u = x? i proprietdtile functiei B, deter-

TR 1
mlnﬂ!l /O mdx

3.9. Folosind eventual schimbarea de variabili u = x* si proprietdtile functiei B, deter-

minati / T dx
0 1 + x4 ’
3.10. Folosind eventual schimbarea de variabili u = sin® x si proprietdtile functiei B,

demonstrati ci

T T

LI @n— D 7 /z o et 1
dy = 0T dx = .
/0 e I R R P § YT P
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3.11. Folosind eventual schimbiirile succesive de variabild u = tg? x, v = u? si proprie-

tatile functiei B, determinati /2(tg x)Pdx, p € (—1,1).
0
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INTEGRALE CURBILINII

Pand in momentul de fatd, s-a presupus cd reprezentarea geometricd a domeniu-
lui de integrare este o parte a unei drepte, anume un segment (pentru integralele
definite si unele integrale improprii), respectiv o semidreaptd sau o dreaptd (pen-
tru alte integrale improprii). In cele ce urmeaza vom renunta la aceasta restrictie,
domeniul de integrare fiind acum o curbd din plan sau din spatiu. Desigur, este
necesar sd definim mai Intdi conceptul, intuitiv evident, de curba continua.

4.1 Curbe in plan si in spatiu

4.1.1 Notiuni de baza

Curba continua (drum continuu) in spatiu

Numim curba continua (drum continuu) in spatiu o multime de forma

(C) = {(x(t), y(t),z(t)), t € [a,b], x,y,z continue pe [a,b]}.

Reprezentarea
x = x(t)
©):qy=y), tclab],
z = z(t)

se numeste reprezentarea parametrica a curbei (C), t numindu-se parametrul
curbei. Pozitia unui punct M pe curba se poate indica precizdnd valoarea para-
metrului care-i corespunde, sub forma M = M(ty), tp € [a,b]. O curba in R3 se
mai numeste si curbd in spatiu.

104
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B(b)
M (1)

A(a)

L |
L d

a t b

In situatia in care x,y,z € C![a,b] (functiile care definesc reprezentarea pa-
rametricd sunt derivabile cu derivata continud), se spune ca (C) este o curba de
clasd C! (un drum de clasi C!) sau o curbi cu tangenti continui (un drum cu
tangenta continua).

Daca (C) nu se autointersecteazd, ea se numeste simpld, iar daca punctul ini-
tial A(a) si punctul final B(b) coincid, curba se numeste inchisa.

Curbe plane

Similar se definesc notiunile corespunzdtoare pentru curbe in plan, reprezen-
tarea parametrica fiind de aceasta data

my{x:“”temb]
ly=ye’ o
Puncte critice

Fiind dat4 o curba in spatiu de clasi C!, reprezentata parametric sub forma

x = x(t)
C):y=y®), telab]
z = z(t)

vom spune cd M(x(to), y(to), z(to)) este un punct critic al curbei (C) daca x/(tp) =
Y'(tp) = Z'(tp) = 0 (derivatele functiilor care definesc reprezentarea parametricd
se anuleaza simultan). Un punct al unei curbe de clasd C! care nu este punct critic
se numeste punct regulat.

Curba neteda

O curba cu tangentd continua si farda puncte critice se numeste curba neteda.
O curba care nu este netedd, dar se poate scrie ca reuniunea unui numar finit de
curbe netede se numeste curba neteda pe portiuni.
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Analog se definesc notiunile corespunzatoare pentru curbe in plan.

Exemplu. Curba in spatiu

x = rcos(kt)
(C): s y=rsin(kt) , t € [a,b], r,c,k #0,

z =ct

2, se numeste elice cilindrici.

situatd pe suprafata cilindrului x> + y?> = r
Cum functiile care definesc reprezentarea parametrica sunt de clasa C, iar

Z'(t) = ¢ # 0, elicea cilindrica este o curba neteda.

Exemplu. Curba in spatiu

x = rt cos(kt)
(C): Sy =rtsin(kt) , t € [a,b], r,c,k #0,
z=ct
2
ituats f lui 2 +y2 — 522 = 0 te el icd

situatd pe suprafata conului x* + y~ — 2% = 0, se numeste elice conica.
Cum functiile care definesc reprezentarea parametricd sunt de clasd C!, iar
Z/(t) = ¢ # 0, elicea conica este o curba neteda.
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Alte moduri de a defini o curbi in R®

Reprezentarea parametrica

x = x(t)
C):y=y), telab]
z = z(t)

este echivalentd cu
F(H) = x(B + y(OF + z(OK,  t € [a,b],

unde 7(t) este vectorul de pozitie al punctului curent M(t), numita reprezentarea
parametrica vectoriala. Curbele pot fi reprezentate si in alte moduri, de exemplu
ca intersectia unor multimi (reprezentarea implicitd), sau precizand valorile a
doud coordonate ca functie de cea de-a treia (reprezentarea explicita). Pentru
consideratiile urmdtoare, cea mai ,bund" reprezentare va fi cea parametrica.

Exemplu. Curba

2 2 2 2
x*+y“+z-=R
(C):{ Y R >0,

x+y+z=0

reprezintd un cerc, definit in mod implicit ca intersectia dintre sfera x> + y> +
z2 = R? cu centrul in origine si cu razd R si planul x +y +z = 0.
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Curba definita explicit prin

=2x+1
<C>:{y T xe2l
z=3x+2

-1 -2
reprezintd un segment al dreptei x = Y =z , cu capetele in A(0,1,2)

2 3
si B(2,5,8).

Transformarea unei reprezentari explicite intr-una parametrica

Sa observdm cd o reprezentare explicitd a unei curbe poate fi transformata
intotdeauna intr-una parametricd alegdndu-se variabila in functie de care sunt
reprezentate celelalte doud ca parametru, iar o curba de clasi C! definita explicit
este intotdeauna neteda. Intr-adevar, dacd

©) : {y =0 f,g € Cla,bl,
z = g(x)

este o curba de clasd C!, atunci o reprezentare parametrica a ei este

x=t
(C) y :f(t)/ t €la,b],
z = g(t)

iart' =1 #0.
Orientarea unei curbe

Pe o curba datd parametric se pot defini doud orientari (sensuri de parcur-
gere). Sensul pozitiv este cel al cresterii argumentului. In situatia in care o
curbd este definita prin consideratii geometrice, reprezentarea parametrica fiind
absentd, sensul pozitiv va fi cel trigonometric (un observator care se deplaseaza
pe frontiera domeniului vede intotdeauna domeniul la stanga sa).

4.1.2 Lungimea unei curbe

Intuitiv, lungimea unei curbe continue s-ar putea defini ca limita lungimilor unui
sir de linii frinte aproximante. Totusi, ceea ce este poate mai putin intuitiv este
faptul ca existd curbe continue cu multe ,salturi abrupte” si, in consecintd, cu
lungime infinita. Astfel, formule de calcul ale lungimii vor putea fi obtinute doar
pentru curbe cu proprietdti mai mari de regularitate (netede pe portiuni).
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Aproximarea cu linii frante

Fie
x = x(t)
C):y=yt), telab]
z = z(t)

o curba continud in spatiu si fie
A={ty,t1,t2,...,tn}, cu a=t <t <bh<..<t,=D,
o diviziune a intervalului [a, b], care determind pe (C) punctele
Ao(to), Ax(tr), -, Anltn).

Lungimea liniei frante corespunzdtoare fp = AgA; ... A, este

n—1
(fa) =), \/ [x(tit1) — x(t) P + [y(tiv) — y(E)I? + [z(tis1) — z(8)]>
i=0

Intrucat cea mai scurti distants intre punctele A; si A;; estelinia dreapta A;A; 1,

nu arcul A;A;;4, intuitiv, lungimea liniei frante este mai mica sau egala cu lungi-
mea curbei (C).

4 ()
A1)

4()
4,(1,)
4,,(t.)

Curbe rectificabile

Vom defini atunci lungimea I(C) a curbei (C) ca fiind marginea superioard a
multimii lungimilor linilor frante de acest fel, spunand cd (C) este rectificabila
dacd aceastd lungime este finita.

Formula de calcul a lungimii unei curbe
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Teorema 4.1. Fie

x = x(t)
©):qy =y, tclab],
z = z(t)

o curbd in spatiu cu tangentd continud. Atunci (C) este rectificabild, iar

b
I(C) = / VIXOP + [y (O + [/ (0]t

Conform proprietatii de aditivitate a integralei definite in raport cu domeniul,
formula de mai sus se poate extinde imediat si pentru curbe cu tangentd continua
pe portiuni.

Exemplu. Determinati lungimea curbei

X =rcost
(C):Qy=rsint, t €[0,27], r > 0.
z =ct

Solutie. Au loc egalitdtile
x'(t) = —rsint, y'(t) =rcost, zZ'(t)=c.

Atunci

s 27
I(C) = VI[—rsint]? + [rcost]? + [c]2dt = / \/1’2(sin2 t+ cos?t) + cdt
0 0

s
= V1?2 + 2dt = 2/ 12 + 2.

0

Se poate observa cd elicea de mai sus are ca punct initial A(r,0,0), iar ca punct
final B(r,0,27tc), cu aceleasi valori ale coordonatelor x si y, dar cu z diferit, intre
timp parametrul ¢ parcurgand intervalul de periodicitate [0, 27r] pentru cos si sin.
Putem spune cd (C) este o spira a unei elice de raza r si pas 27c.

Formula de calcul a lungimii unei curbe plane
Similar, fie

my{x:“”temb]
y=y T
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o curba plana cu tangentd continud. Atunci

b
IC) = / VIXOR + Ly ()t

Formula de calcul pentru lungimea unei curbe definite in coordonate polare

Teorema 4.2. Fie

©): {x = 0(6) cos 6

, 0¢€labl, peClabl],
y = p(f)sin0 la,bl,p [a,t]

o curbd reprezentatd in coordonate polare. Atunci

b
1) = / VI0@F + [o'(@)2de.

Demonstratie. Asa cum s-a observat anterior, lungimea curbei (C) este data de
formula

b
10 = [ VIOF + Iy @pde.
Deoarece

x'(0) = p'(0) cos 6 — p(6) sin 6
y'(0) = p'(0) sin 6 + p(6) cos b,

urmeaza ca

VIXOPR + [y 0)2 = /[0'(6) cos 6 — p(6) sin 82 + [0'(6) sin 6 + p(6) cos 6]
= Ip@OP + [0 O,

de unde concluzia. [ ]

Exemplu. Determinati lungimea spiralei lui Arhimede
(C) =A{(p,0);0p=ab, 0 €[0,2]}, a>0.

Solutie. Au loc relatiile

27T 2 27
1(C) = /0 \/[a6]2 + [(a6)'12d6 = /0 Va2 +a2dg =a | /62 + 146,

0
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27T
Fiel = v/ 02 4+ 1d6. Atunci

0
27T 2r 27T /
1:/ / —/ 0 (Vo2 1) do
0 0
27 27T n2
= 2T\ 4 + —/ 6 6—27r\/47r2 —/ 0 +1
21
=2\ 4r? + —/ \/62—|—1d9—|-/ 1
0 0 02 +1
27T
=2nV4an2+1—IT+In0 + 62 +1)
0

de unde

02 +1 02 +1

4

— % [27r\/47r2 +1+1In (27‘[ + V42 + 1)} ,
I(C) = [Zm/4n2 1+1In (27 +V4n2 +1)] .

Alte detalii asupra coordonatelor polare sunt precizate in Capitolul 5.

iar

4.1.3 Elementul de arc (elementul de lungime)

Elementul de lungime in spatiu

Fie
x = x(t)
(©):qy=y®), tclab]
z = z(t)

o curbd cu tangentd continud. Definim s : [a, b] — [0, o) prin
s(t) = lungimea portiunii din (C) cu capetele A(a) si M(t).

Conform celor de mai sus,
t
)= [ VIX@P + I @F + 2P,

de unde, tinand seama ca ds = s/(t)dt,

ds = /I (OP + [y (OF + [2/ ().
Diferentiala ds de mai sus poartd numele de elementul de arc (elementul de lun-
gime) al curbei (C).
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s() | /B(b)
/ "M (7

A(a)

Elementul de lungime in plan (coordonate carteziene)

(C)-{x:x(t) t € [a,b]
ly=y®’ o

o curbd plana cu tangentd continud. Atunci
ds = /X' (D + [y (1)t
Elementul de lungime in plan (coordonate polare)
Fie

Similar, fie

©) : {x =pO)cost bl peClabl

y = p(H)sinf

o curbd reprezentatd in coordonate polare. Atunci

ds = /Tp(®)12 + [0 (6)124o.

4.2 Integrale curbilinii de specia (speta) I

Reamintim cd integrala Riemann a unei functii definite pe un interval a fost de-
finitd cu ajutorul unui procedeu de aproximare. Mai precis, dat fiind intervalul
de integrare [4, b], s-au construit diviziuni ale acestuia, in fiecare subinterval ast-
fel determinat alegandu-se cate un punct intermediar. Pe baza acestor elemente,
s-au construit sume Riemann in care fiecare subinterval , contribuia" cu valoarea
functiei in punctul intermediar, inmultita cu lungimea subintervalului.

421 Definitie

Vom folosi un procedeu asemdndtor pentru a defini notiunea de integrala curbi-
linie de specia I. Fie
x = x(t)
©):qy=y®), tclab],
z = z(t)



114 Capitolul 4 INTEGRALE CURBILINII

o curbd netedd in spatiusi F : D C R?> — R astfel incat (C) C D. Fie de asemenea
A={ty,t1,t2,...,tn}, cu a=t) <t <th<..<t,=0
o diviziune a intervalului [a, b], care determind pe (C) punctele

AO(tO)/ Al(tl)/ SRR An(tn)

~

Pe fiecare arc de curba AOAAl, AlA Ay, ..., Ay_1A, alegem cate un punct intermediar
Mi(c1), Ma(ca), -.. ,Mulcn), ti1<c¢ <t 1<i<n.
Aceste puncte determind un sistem de puncte intermediare
S={My,My,...,M,}.

Numim atunci suma Riemann asociatd diviziunii A si sistemului de puncte
intermediare S suma

F(x(ci), y(ci), 2(e))I(Ai_1 A).
1

oa(F,S) =

1

n

4,(1,)
M,(c,)

Anfl (tnfl )

Definitie. Daca existda un numar real I astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 existd J; > 0
cu proprietatea ca

~

oricare ar fi diviziunea A cu max [(A;_1A;) < ; si oricare ar fi sistemul de
1<i<n

puncte S asociat lui A, are loc inegalitatea

loa(F,S) —I| <,



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 115

atunci I se numeste integrala curbilinie de specia (speta) I a functiei F pe curba
(C) si se noteaza

/ F(x,y,z)ds.
C

Integrala curbilinie de specia I se mai numeste si integrala curbilinie in raport
cu elementul de lungime.

4.2.2 Formula de calcul

Are loc urmatoarea formuld, prin intermediul cdreia calculul unei integrale cur-
bilinii de specia I se reduce la calculul unei integrale definite, o formuld similara
avand loc si pentru curbe plane.

Teorema 4.3. Fie

x = x(t)
©):qy=y®), tclab],
z = z(t)

o curbi netedd in spatiu sifie F : D C R® — R astfel incat (C) C D, iar F continud
pe D. Atunci

b
/C F(x,y,2)ds = / Fx(t), y(8), )/ O + [y (OF + [/ (1) Pat.

Pentru F = 1 (functia constanta 1), folosind si Teorema 4.1, obtinem ca

/C ds = 1(C),

adicd integrand functia constanta 1 in raport cu elementul de lungime al unei
curbe obtinem lungimea acelei curbe.

Curbe plane (coordonate carteziene)
Similar, fie
x = x(t)
(C) : s t e [ll,b],
y =y
o curbd netedd in plan si fie F : D C R? — R astfel incat (C) C D, iar F continua
pe D. Atunci

b
/C Fx s = [ FG0,y0) /I OF + [y (0P
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Curbe plane (coordonate polare)
Fie

©): {x = p(0) cos € [w.b],

y = p(0)sind

o curbd netedd in plan reprezentatd in coordonate polare si fie F : D C R> — R
astfel incat (C) C D, iar F continud pe D. Atunci

b
/C FCx,y)ds = [ F(p(®) cos,p(®)sind)/1o(@)1 + 15/ O)Fap.

Procedeul de inlocuire

Din cele de mai sus, se observa cd determinarea valorii integralei incepe cu
operatia de inlocuire. Mai precis, coordonatele x, y, z se Inlocuiesc cu expresiile
acestora date de reprezentarea parametrica a curbei, iar pentru calculul lui ds se
inlocuiesc de aceastd datd derivatele ¥/, i/, 2.

Exemplu. Determinati / xyds, unde (C) este curba plana definita explicit

C
prin (C) : y = x2, x € [-1,1].

v

Solutie. Curba (C) se poate reprezenta parametric alegdnd x ca parametru. Se
obtine

=t
©): {x 2 te[-1,1] = x’(t) = 1,y’(t) =2t = ds = /1 + 4t2dt.
Atunci

1 1
/xyds:/ t-tz-\/1+4t2dt:/ £3v/1 + 42dt = 0,
C 1 1

deoarece intervalul de integrare [—1, 1] este simetric fatd de origine, iar integran-
dul este functie impara.
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4.2.3 Proprietdti de calcul

Independenta de sensul de parcurgere

Fie
R x = x(t)
AB:qy=yt), tclab],
z = z(t)

o curba netedd si fie F : D C R® — R astfel ca AB C D, iar F continud pe D.
Atunci

/A F(x,y,z)ds = /A F(x,y,z)ds,

AB BA

adicd valoarea integralei nu depinde de sensul de parcurgere al curbei AB, pro-

prietate motivata de faptul cd, in definitia de mai sus, lungimea I(A;_1A4;) nu
depinde de sensul de parcurgere al arcului.

Intrucat calculul integralelor curbilinii de specia I se poate reduce, in conditi-
ile date, la calculul unei integrale definite, integrala curbilinie de specia I moste-
neste unele dintre proprietdtile de calcul ale integralei definite.

Aditivitatea in raport cu functia

Fie
x = x(t)
Q) :Qy=yt), telab]
z = z(t)

o curbi netedi si fie F, F, : D € R3® — R astfel incat (C) C D, iar F;, F, continue
pe D. Fie deasemenea c1,c; € R. Atunci

/ (@Fi(x,9,2) + 2B, v, 2)ds = o1 / Fi(x, v, 2)ds + o2 / By(x, , 2)ds.
C C C

Aditivitatea in raport cu domeniul de integrare

Fie AB o curb4 netedd si M un punct pe AB. Fie deasemenea F : D C R®> — R
astfel ca AB C D. Atunci

/A F(x,y,z)ds = /A P(x,y,z)ds—e—/A F(x,y,z)ds.
AB

AM MB
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Exemplu. Determinati / xyds, unde (C;) este pdtratul de varfuri O(0,0),
C
A(1,0), B(1,1) si C(1,0).

N

y

) B(1,1)

S
\ 4 re

O A(1,0) X

Solutie. Reamintim cd un segment MN paralel cu Ox, cu M = M(a, k), N =
N(b, k) se poate parametriza astfel

x=1t t€Elab],
. Pentrua<b:{ [a,0]

y=k

= b—t, t b,al,
e Pentrub < a: {x at el a]’

y=k

intervalul de valori al parametrului fiind de la coordonata variabilda mai mica la
coordonata variabild mai mare. Similar se pot reprezenta parametric si segmente
paralele cu Oy. Curba (C;) este netedd pe portiuni, iar

/ xyds:/ xyds+/ xyds+/ xyds+/ xyds.
G OA AB BC co

Putem parametriza fiecare segment prin

=t
OA : {x o te1l — ds = \/(t)2 + (0'2dt = dt

y:
x=1

AB:{ o ten], = ds = \/(1)2 + (¢)2dt = dt
y:

=04+1—t=1—t
BC:{x 1+_ , t€0,1], ::ck:\ﬂa—wﬂ2+0gwt:dt
y:
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co:1*=0 FE[0,1] = ds = /(02 +[(1 — tyPdt = dt.
y=1+0-t=1—1t '

Atunci

1 1 1 1
/}wkz/quJﬁﬁ/14~ﬁ+/fl—ﬂqwﬁ+/(%a—n-ﬁ
C 0 0 0 0
1 1 1 1
:/tm+/XL4mhi/a+1—mﬁ:/1m:L
0 0 0 0

4.2.4 Aplicatii
Consideram un fir material de grosime neglijabild, asimilabil unei curbe (C), cu
densitatea pe unitatea de lungime p = p(x, y, z).
Masa firului
Masa firului este
me = [ o, s
C
Coordonatele centrului de masa

Coordonatele centrului de masa sunt

1 1 1
Xg = —/ xp(x,y,z)ds, yg = —/yp(x,y,z)ds, zZc = —/zp(x,y,z)ds.
C mc Jc mc Jjc

mc
Momente de inertie
In raport cu axele

Momentul de inertie in raport cu axa Oz este
fo = [ 62+ ot s,

x? + y? reprezentand pétratul distantei de la punctul curent M(x,v,z) la axa Oz.
Similar se calculeazd momentele de inertie in raport cu celelalte axe.

In raport cu planele de coordonate

Momentul de inertie in raport cu planul xOy este

Ixoy:/czzp(x,y,z)ds,

z? reprezentand pétratul distantei de la punctul curent M(x, v, z) la planul xOy.
Similar se calculeazd momentele de inertie in raport cu celelalte plane de coordo-
nate.
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In raport cu originea

Momentul de inertie in raport cu originea O este

o= [ 62+ + Pptx,y, s,
C

x? + y? + 2% reprezentand patratul distantei de la punctul curent M(x,y,z) la

0.

Exemplu. Determinati coordonatele centrului de masa al firului

X =rcost
(C):{y=rsint, t€[0,27], r,c #0,
z =ct

cu densitatea liniard constanta p.

Solutie. Masa firului este

m:/p(x,y,z)ds:p/ds
C C

Deoarece

ds = \/[(r cost)'? + [(rsint)']? + [(ct)']Pdt = \/[—rsint]? + [r cos t]? + [c]2dt

= \/1’2(si1r12 t +cos? t) + c2dt = /1?2 + c2dt

urmeaza ca

2r
m:p/O V24 c2dt = p\/r2 4221

Coordonatele centrului de masa sunt

— — 01212
XCM = /Cxp(x,y,z)ds— N c2~27r/o rcost-p -1+ cadt
27

2
r r
27 0 27

0
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1 1 27T
= — x,v,z)ds = / rsint-p - \/r? 4 c2dt

27
=0,
0

27 r
sintdt = — (— cost
2ﬂ( )

:EO

1 1 21
ZCM:Z/CZP(X;y/Z)dSZP\/m.Zn/O ct-p-Vr?+c2dt

o Zntdt—c 2\ |7
2 S 2m\2 .

4.3 Integrale curbilinii de specia (speta) II

= CTT.

4.3.1 Definitie

Din nou, vom folosi un procedeu de sumare pentru a defini notiunea de integrala
curbilinie de specia II. Fie

x = x(t)
(©):qy=y®, tclab]
z = z(t)

o curba neteda in spatiu si fie F:DCR®—V;
F(x,y,2) = P(x,y, 2+ Q(x, y,2)] + R(x, y, 2)k
astfel incat (C) C D. Fie de asemenea
A={ty,t1,t2,...,tn}, cu a=t <t <bh<..<t,=D,
o diviziune a intervalului [a, b], care determind pe (C) punctele

Ao(to), Ar(tr), ..., Au(ty).

~

Pe fiecare arc de curba AgAq, A1 Ay, ..., A,_1A, alegem cate un punct intermediar
Mi(c1), Ma(c2), ... ,Mu(cn), tic1<c¢i<t, 1<i<n
Aceste puncte determind un sistem de puncte intermediare

S={M,M,,...,M,}.
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Numim atunci suma Riemann asociatd diviziunii A si sistemului de puncte
intermediare S suma

oa(F,S) = Y P(x(ci), y(ci), 2(ci))(xi — xi—1) + Qx(cy), y(ci), ()i — Yi—1)
i=1

+ R(x(ci), y(ci), 2(ci))(zi — zi—1)-

Definitie. Daca existda un numar real I astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 exista J; > 0
cu proprietatea ca

~

oricare ar fi diviziunea A cu max [(A;_1A;) < J; si oricare ar fi sistemul de
1<i<n

puncte S asociat lui A, are loc inegalitatea
‘UA(ﬁ,C) — I‘ <eg,

atunci I se numeste integrala curbilinie de specia (speta) II a functiei F pe curba
(C) si se noteaza

/ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz
C

Sau

/ L (x,y,z)dr
C

In situatia in care curba (C) este inchisd, se pot folosi notatiile 991?0117’, gﬁfd?,
acestea indicand si sensul de parcurgere al lui (C)

Integrala curbilinie de specia II se mai numeste si integrala curbilinie in ra-
port cu coordonatele, datoritd prezentei lui dx, dy, dz. Functiile P, Q, R se mai
numesc si componentele lui E.

4.3.2 Formula de calcul

Are loc urmadtoarea formuld, prin intermediul cdreia calculul unei integrale cur-
bilinii de specia II se reduce la calculul unei integrale definite, o formula similara
avand loc si pentru curbe plane.

Teorema 4.4. Fie
x = x(t)

©€):qy=yt), t €lab]
z = z(t)
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o curbd netedi in spatiu si fie P,Q,R : D C R® — R astfel incit (C) C D, iar
P, Q, R continue pe D. Atunci
b
/CP(x, y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = / [P(x(t), y(t), z(£)x'(¢)
+Q(x(t), y(t), ()Y () + R(x(t), y(t), z(£))2'(t)] dt.

Similar, fie

(C)-{x:x(t) t e [a,b]
ly=v)’ Y

o curbd netedd in plan si fie P,Q : D C R? — R astfel incat (C) C D, iar P,Q
continue pe D. Atunci

b
/C P(x,y)dx + Q(x, y)dy = / [P(x(t), y(£)x'(F) + Q(x(t), y(1)y' ()] dt.

Formulele de mai sus se extind si pentru cazul curbelor netede pe portiuni.
Procedeul de inlocuire

Din cele de mai sus, se observa cd, din nou, determinarea valorii integralei
incepe cu operatia de inlocuire.

Exemplu. Determinati

x:et

/ xyzdx + xydy + xdz, (C):{y=e "', tc[0,1].
C
z= /3t

Solutie. Calculdm mai intéi dx, dy, dz. Observam cd
dx = eldt, dy = —etdt, dz = /3dt.
Atunci, inlocuind x, y, z si dx, dy, dz, obtinem
1
/ xyzdx + xydy + xdz = / (et et /Bt et et (—e ) et - \/§> dt
e 0
1
= / (\/gtet —ety \/§et> dt
0

1 1 1
= \@/ tetdt—/ e—fdt+\/§/ etdt
0 0 0
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1 , e—t
\/§(/O t(e dt) -

1

1
+V/3e!

0

0

+ V3¢t

1

1

4.3.3 Proprietidti de calcul

Dependenta de sensul de parcurgere
Fie
x = x(t)
AB:{y=yt), t € [ab],
z = z(t)

o curbd netedi si fie P, Q,R : D C R® — R astfel ca AB C D, iar P, Q, R continue
pe D. Atunci

/A P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz
AB

— [ Py, 2dx+ Qv 2y + Rex,, 2z,
BA

adicd valoarea integralei depinde de sensul de parcurgere al curbei AB, in sensul
cd 1si schimba semnul atunci cand se schimba sensul de parcurgere al curbei.

Aceastd proprietate este motivata de faptul cd, in definitia de mai sus, dife-
rentele intre coordonate x; — x;_1, y; — yi—1, zi — zj—1 1si schimbd semnul atunci
cand se schimbd sensul de parcurgere al curbei, devenind, respectiv, x;_1 — x;,
yi_1A —Yi, Z2i-1 — Zi-

Intrucéat calculul integralelor curbilinii de specia II se poate reduce, in condi-
tiile date, la calculul unei integrale definite, si integrala curbilinie de specia II are
proprietdtile de aditivitate ale integralei definite.

Aditivitatea in raport cu functia
Fie
x = x(t)
©):qy=y®), tclab]
z = z(t)
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o curbd neteda si fie 1_51, ﬁz :D CR® = Vicu componentele continue pe D astfel
incat (C) C D. Fie deasemenea c1,c» € R. Atunci

/(clfl(x,y,z)+c2f2(x,y,z))d?: cl/ fl(x,y,z)d?+ cz/ fz(x,y,z)d?.
C C C

Aditivitatea in raport cu domeniul de integrare

Fie AB o curbi neteda si M un punct pe AB. Fie deasemenea F : D C R® —

V3 cu componentele continue pe D astfel ca AB C D. Atunci

/A F(x,y,z)d7 = / _ E(x,y,z)d7 + / _ F(x,y,z)dr.
AM

AB MB

Exemplu. Determinati
/ y2dx + x2dy,
C

unde (C) este triunghiul cu varfurile O(0,0), A(1,0) si B(1, 1), parcurs in sens
trigonometric.

Y B(1,1)

S N
7 rd

O 41,0) X

Solutie. Curba (C) este netedd pe portiuni, iar

/ y2dx + x*dy = / y2dx + x*dy + / y2dx + xX*dy + / y2dx + x*dy.
C 0A AB BO

Putem parametriza segmentele OA si AB prin

x=t, te]0,1],
OA: 0 — dx=dt, dy=0
y:

=1,
AB: 17" — dx =0, dy = dt.
y=t tel0,1]
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Rdmane sd precizdm (si comentdm) parametrizarea lui BO. Acest segment face

parte din prima bisectoare, cu ecuatia y = x. Alegand (natural) x ca parametru,

obtinem nsd ca de la B la O valoarea lui ¢ (adica a lui x) scade de la 1 1a 0.
Obtinem

BO: {x_t’, t €[1,0] = dx =dt, dy = dt.
y=t

Scrierea (mai putin uzuald) t € [1,0] este facutd pentru a pdstra orientarea seg-
mentului BO, de la B (obtinut pentru t = 1) cdtre O (obtinut pentru t = 0).
Aceastd scriere este compatibilad cu (si motivata de) proprietatea integralei curbi-
linii de specia II de a-si schimba semnul dupa schimbarea orientdrii domeniului
de integrare. Nu putem aplica acelasi artificiu si pentru calculul integralei curbi-
linii de specia I, care nu are aceastd proprietate! Atunci

1 1 0 1
/ y2dx + x°dy = / 0%dt + / 1%dt + / 2124t =t
C 0 0 1 0

0

12
2.

* 3

4.3.4 Aplicatii
Lucrul mecanic
Consideram un camp de forte E=F (x,y,2),
E= P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, vy, Z)E

care deplaseaza un punct material M(x, y, z) de-a lungul curbei (C). Atunci lucrul
mecanic efectuat de cimpul de forte F este

/ Ed7 = / P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz.
C C

Ariile unor domenii plane
Domenii simple in raport cu Oy

Fie D C R? o multime inchisa si marginita. D se numeste simpla in raport cu
Oy daca au loc urmatoarele proprietati.

1. Proiectia lui D pe Ox este un segment [4, b].

2. Existd ¢1, ¢ : [a,b] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma

D = {(x,y); p1(x) <y < ¢a(x),x € [a,]]}.
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y:(Pl(x)

v

S b
=

O a

Cea de-a doua conditie reprezintd faptul ca orice paraleld prin interiorul segmen-
tului [a, b] la axa Oy taie frontiera domeniului D in cel mult doud puncte, ¢;(x)
tiind ordonata punctului de intrare, iar ¢,(x) fiind ordonata punctului de iesire.
Cele doud puncte pot eventual si coincide. De remarcat cd domeniul este simplu
in raport cu axa la care se duce paralela, nu cu cea pe care se face proiectia.

Ariile domeniilor simple in raport cu Oy

Teorema 4.5. Fie D un domeniu simplu in raport cu Oy, cu frontiera (C). Atunci

aria (D) = —/ydx.
C

Y ]/:(Pz(x) C

y:(pl(x)
@) X

Demonstratie. D fiind simplu in raport cu Oy, au loc proprietétile de mai sus.
Pastrand notatiile, fie A1 = Ai(a, ¢1(a)), B1 = B1(b, 1(b)), Az = Ax(a, p2(a)),
By = By(b, 2(b)) ca in figura.

Conform formulei care precizeazd aria portiunii dintre graficele a doua functii,
obtinem cd

b b b
aria (D) = [ (92 = (M = [ gawdx — [ guoyix.
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Deoarece

/ydxz/A ydx—|—/ ydx—I—/A ydx—|—/ ydx,
C ByAy Ay A, ABy B, B,
iar /ydx:/
BB, Ay Ay
a b
/ydx:/A ydx—i—/A ydx:/ q)z(x)dx—l—/ @1(x)dx
C BzAz AlBl b a

= - / ’ p2(x)dx + / b p1(x)dx.

ydx = 0, deoarece dx = 0 pe aceste segmente, urmeaza cd

De aici,

A
F ] I

x=¢ (y) x=9,(y)
) I
O x>

Fie D C IR? o multime inchis si madrginitd. D se numeste simpla in raport cu
Ox dacd dacd au loc urmatoarele proprietati.

1. Proiectia lui D pe Oy este un segment [c, d].

2. Existd ¢1, 2 : [c,d] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma

D = {(x,y); p1(y) < x < a2(y),y € [c,d]}.
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Cea de-a doua conditie reprezintd faptul cd orice paraleld prin interiorul segmen-
tului [c,d] la axa Ox taie frontiera domeniului D in cel mult doud puncte, ¢1(y)
tiind abscisa punctului de intrare, iar ¢,(y) fiind abscisa punctului de iesire. Cele
doud puncte pot eventual si coincide.

Ariile domeniilor simple in raport cu Oy

Fie D un domeniu simplu in raport cu Oy, cu frontiera (C). Atunci

aria (D) = / xdy.
C

Demonstratia este similara celei efectuate mai sus pentru domenii simple in ra-
port cu Ox.
Semnul integralelor curbilinii folosite in calculul ariilor se poate retine cu aju-

torul urmadtoarei reguli mnemotehnice: / xdy, cu x ,inaintea" lui y (de fapt, a lui
C

dy), corespunzitor ordinii alfabetice, reprezinta aria lui D. In schimb, / ydx, cu
C

y ,inaintea” lui x (de fapt, a lui dx), contrar ordinii alfabetice, reprezinta opusul
ariei lui D.

Ariile domeniilor simple in raport cu ambele axe

Fie D un domeniu simplu in raport cu ambele axe, cu frontiera (C). Prin com-
binarea formulelor de mai sus, obtinem ca

aria (D) = %/ xdy — ydx.
C

2 2
Exemplu. Determinati aria domeniului marginit de elipsa (E) : 2—2 +35 =

de semiaxe a si b, unde a,b > 0.

Solutie. Domeniul respectiv este simplu in raport cu ambele axe. Frontiera sa se
poate parametriza sub forma

X =acost
(OF { -, te0,2m].
y = bsint

Din motive de simetrie, vom folosi formula

aria (D) = %/ xdy — ydx.
C
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B(0,b)

A'(-a,0)

Atunci

dx = —asintdt, dy = bcostdt,

deci
2

1
aria (D) = 5 (acost-bcost —bsint - (—asint))dt
0

2
1
= —/ ab(cos? t + sin® t)dt = 5 ab - 27t = mab.
0

Exemplu. Determinati aria domeniului marginit de astroida x5 + Yy
r>0.

:1",
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Solutie. Determinam mai intai o reprezentare parametrica a lui (C). Intrucat ecu-
atia lui (C) poate fi pusd sub forma

1\2 1\2 1\2
() + () = ()"
| 1 1
sau, cu notatiile x3 = X, y3 =Y, r3 =R,
X2 +Y?=R?
acest lucru sugereaza folosirea ecuatiilor parametrice
. 1 1 1 1,
X = Rcost, Y = Rsint = x3 =r3cost, y3 = r3sint,

de unde

x = rcos’ t
(©O): { . 5., t€]0,2m].
y=rsin’t

Din motive de simetrie, vom folosi formula

1
aria (D) = = / xdy — ydx.
2 Jc
Atunci
dx = (rcos’t) dt = —3rcos’tsintdt, dy= (rsin®t) dt =3rsin®tcostdt,

deci

1 27
aria (D) = 5 / [1’ cos® t - 3rsin® tcost — rsin® t - (—3r cos?  sin t)} dt
0

37,2 37,2 27
cos? t sin? t(cos? t + sin® H)dt = - / cos? t sin? tdt
0

271 27T
1— 4
= —/ sinZ 2tdt = 3;; %tdt

27

27T
3r ; _ sin 4t
~ 16 4

0

4.4 Integrale curbilinii independente de drum

S-a observat cd integrala curbilinie de specia II poate fi folositd pentru a calcula
lucrul mecanic al unei forte care actioneaza asupra unui punct material care se



132 Capitolul 4 INTEGRALE CURBILINII

deplaseaza de-a lungul unei curbe netede. Pentru cazul unui cdmp de forte con-
servativ (de exemplu miscarea in cdmp gravitational, fara frecare sau rezistentd),
acest lucru mecanic depinde doar de punctul de plecare si de cel de sosire, nu si
de calea de deplasare aleasa. Acest lucru ne conduce la investigarea conditiilor in
care valoarea unei integrale curbilinii de specia II este independentd de drumul
ales.

4.4.1 Definitie

Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D. Spunem ci integrala curbilinie de

specia II / Pdx + Qdy + Rdz este independentd de drum in D dacd pentru orice

A, B € D valoarea integralei / _ Pdx + Qdy + Rdz este aceeasi pentru orice curba
AB

—~

netedd pe portiuni AB care uneste A si B.

Notatie
Daca / Pdx + Qdy + Rdz este independentd de drum in D, iar AB este o curba

netedd pe portiuni oarecare in D, vom nota / _ Pdx + Qdy + Rdz si prin
AB

B
/ Pdx + Qdy + Rdz.
A

Teorema 4.6. Fie P,Q,R : D C R3 — R continue pe D. Atunci integrala cur-
bilinie de specia 11 / Pdx 4+ Qdy + Rdz este independenti de drum dacd si numai

dacd / Pdx 4+ Qdy + Rdz = 0 pentru orice curbi inchisi netedd pe portiuni (C)
C

continutd in D.

Demonstratie. ,, =" Vom considera numai cazul curbelor simple, situatia in care
curba (C) se autointersecteaza putand fi tratatd cu ajutorul acelorasi idei.

Fie (C) o curba inchisa simpla neteda pe portiuni continuta in D. Fie A, B €
(C). Pentru fixarea ideilor, fie M pe unul din arcele determinate pe (C) de A si B,
iar N pe celdlalt. Atunci, conform proprietdtii de aditivitate a integralei curbilinii
de specia II in raport cu domeniul de integrare,

/de+Qdy+Rdz = /A de+Qdy+Rdz+/A Pdx + Qdy + Rdz
C AMB BNA
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M

A N

:/A de—t—Qdy%—Rdz—/A Pdx + Qdy + Rdz = 0
AMB ANB

,<"Fie A, B € D si AMB, ANB doud curbe netede pe portiuni unind A si B.
Fie deasemenea curba inchisa (C) definitd prin

(C) = AMBU BNA.
Atunci
0= / Pdx + Qdy + Rdz = /A de+Qdy+Rdz+/A Pdx + Qdy + Rdz
C AMB BNA

= /A de+Qdy+Rdz—/A Pdx + Qdy + Rdz,
AMB ANB

de unde

/A Pdx + Qdy + Rdz = /A Pdx + Qdy + Rdz.
AMB ANB

Cum A, B si curbele netede pe portiuni AI?/IB, ANB erau arbitrare, urmeaza ca
/ Pdx 4 Qdy + Rdz este independentd de drum in D. u

Sd notam faptul ca / Pdx + Qdy 4 Rdz = 0 pentru orice curba inchisd neteda

C
pe portiuni (C) continutd in D corespunde unui principiu de conservare a energiei
pentru campul de forte F = P7+ Q7 + Rk in D.

4.4.2 Forme diferentiale exacte. Primitive (potentiale)

Numitd si teorema fundamentald a calculului integral, teorema Leibniz-Newton
permite calculul unei integrale definite atunci cand se cunoaste o primitiva a inte-
grandului, valoarea acestei integrale fiind egala cu diferenta valorilor primitivei
in capetele intervalului.
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Cum integrala curbilinie de specia II este o0 extensie a integralei definite, mai
tideld decat cea de de specia I, intrucat, spre deosebire de aceasta din urmad, pas-
treaza si proprietatea de schimbare a semnului dupd schimbarea orientdrii dome-
niului de integrare, o intrebare naturala este daca un rezultat asemanator teore-
mei Leibniz-Newton are loc si pentru integrala curbilinie de speta a doua.

Mai mult, dacd raspunsul la aceasta intrebare ar fi afirmativ, o integrald cur-
bilinie de speta a doua cdreia i s-ar aplica aceastd teorema ar fi automat inde-
pendentd de drum, intrucat valoarea acestei integrale ar depinde doar de valorile
primitivei corespunzand capetelor curbei, nu si de forma curbei.

Desigur, ramane sa definim mai intai conceptul de primitiva in contextul dat.
Pentru integrala definits, derivand primitiva se obtinea integrandul. In acest con-
text, diferentiind primitiva (daca aceasta exista), se obtine integrandul.

Forme diferentiale exacte

Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D. Spunem cd forma diferentiala
Pdx + Qdy + Rdz este forma diferentiala exacta dacd exista U : D — R de clasa
C! pe D astfel incat Pdx + Qdy + Rdz este diferentiala acesteia, adicd

dU = Pdx + Qdy + Rdz.

Primitive (potentiale)

In aceasti situatie, U se numeste primitiva sau potentialul formei diferentiale
Pdx + Qdy + Rdz, avand loc egalitatile

ou ou ou

azpl @:Q/ gZR-

Ca si in cazul functiilor de o singurd variabild reald, primitivele unei functii sunt
determinate pana la o constanta.

Teorema 4.7. Fie P, Q,R: D C R3 — R continue pe D. Atunci / Pdx + Qdy +

Rdz este independenti de drum in D dacd si numai dacd Pdx + Qdy + Rdz este
formd diferentiali exacti.

Demonstratie. , =" Definim U : D — R prin

M
U(x,y,z) = / Pdx 4+ Qdy + Rdz, unde M = M(x,y,z),
A
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iar A este un punct oarecare din D. Deoarece

ou ou ou

pentru a verifica faptul ca dU = Pdx + Qdy + Rdz va trebui sa calculam %—g, %—;I,
%—ggiséarétémcé% = P,%—lj = Q,aa—LZI = R.

Fie My = My(x+ h,y,z) € D. Atunci

M, M
U(x+hy,z)—Ux,y,z) = / Pdx + Qdy + Rdz — / Pdx + Qdy + Rdz
A A

M,

M
=/ de+Qdy+Rdz+/ Pdx + Qdy + Rdz
A M

M
— / Pdx 4 Qdy + Rdz
A

M
= / Pdx + Qdy + Rdz.
M

M,y
Calculand / Pdx + Qdy + Rdz de-a lungul segmentului MM;, pentru care
M
dy = dz = 0, deoarece y,z sunt constante, iar x = ¢, t € [x,x + h], de unde
dx = dt, obtinem ca

x+h
U(x + h,y,z) — U(x,y,z) = / P(t,y,z)dt = hP(0,y,z),

X

cu 0 € [x, x 4 h], conform teoremei de medie pentru integrala definita. De aici,

U(x + h’ y’ Zl/z _ U(x’y’Z) — P(QIJ/, Z)/

iar trecand la limitd pentru i — 0 obtinem, tindnd seama de continuitatea lui P,
cd

ou
g(x/ylz) — P(x/}/;Z)~

Similar demonstram cd
ou ou
@(x/yrz) - Q(x/]/,Z)/ g(xz]/zz) - R(x/]//Z)-

Deoarece oU U U



136 Capitolul 4 INTEGRALE CURBILINII

urmeaza ca
dU = Pdx + Qdy + Rdz,

iar forma diferentiald Pdx + Qdy + Rdz este exactd, cu potential U.
,<"Fie A, B € Dsi fie

R x = x(t)
AB:qy=y(t), tclab],
z = z(t)

o curbd netedd pe portiuni cu punct initial A(x 4,y 4,z4) si punct final B(xg, yg, zp).
Atunci

ou ou ou
/A“B Pdx + Qdy + Rdz = /AAB et gyt 5

b
= [ [ Sr v, 2000 + 5 0,50, 200/

0
220, 90, 202 )

b
— / UG, y(h), z(1)] dt

= U(x(), y(b), z(D)) — U(x(a), y(a), z(a))
= U(xp,yB,zB) — U(xa,Yy4,24)
[ |
Formula Leibniz-Newton

Inspectand demonstratia Teoremei 4.7, observam cd am obtinut de asemenea
urmatoarea formula de tip Leibniz-Newton pentru integrala curbilinie de specia
II.

Corolar4.7.1. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D astfel incit Pdx + Qdy + Rdz

este formd diferentiali exactd si fie AB o curbi netedd pe portiuni in D. Atunci

/A Pdx + Qdy + Rdz = U(xg, yp,zB) — U(xA,Y4,24),
AB

unde U este o primitivd a formei diferentiale Pdx + Qdy + Rdz.
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Exemplu. 1. Demonstrati ca
Y a2,
w =" x+ LAy — ydz

este o forma diferentiald exactd in D = (0, 0)3, observand ca o primitiva
a acesteia este N
U:D—R, UQxyz) ="
z
2. Determinati

Y Xq, XY
/XB de + Zdy 2 dz,

unde AB este o curbd netedd pe portiuni care uneste A(1,1,1) si B(4,2, 2).

Solutie. 1. Auloc egalititile
WY 29 (W gy O (XYY gy O (XY
d(z)_8x<z>dx+ay<z)dy+az(z>dz
L R
= de+ Zdy 22 dz,
de unde concluzia.

2. Conform formulei Leibniz-Newton pentru integrala curbilinie de specia II,

Fax+ Zay -z = U@4,2,2) - U1, 1,1) =4—1=3,
AB 2 z z

Determinarea primitivei unei forme diferentiale exacte

Este cunoscut faptul ca dacd f : [2,b] — R este o functie continud, atunci
X
F:la,b] - R, F(x)= / f(u)du,
a

este o primitivd a lui f. In demonstratia Teoremei 4.7, implicatia ,=", s-a obtinut,
in fapt, un mod de calcul complet analog al primitivelor unei forme diferentiale
exacte date.

Corolar4.7.2. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D astfel incit Pdx + Qdy + Rdz
este formd diferentialid exactd. Atunci o primitivid a sa este U : D — R definitd prin

M
U(x,y,z) = / Pdx + Qdy + Rdz, unde M = M(x,y,z),
A

iar A este un punct oarecare din D.
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M(x.y,z)

AZ (x:yac)

A(a,b,c) 4 (x,b,c)

v

In situatia in care drumul paralel cu axele de coordonate
Aa,b,c) = Ai(x,b,c) = Ax(x,y,c) = M(x,y,2)

este continut in D, primitiva U ia forma simplificata
X y zZ
U(x,y,z) = / P(t,b,c)dt + / Q(x, t,c)dt + / R(x,y, t)dt.
a b c

Sd observam céa sub fiecare integrald se afld cate o singura componentd a formei
diferentiale. Componentele de dinaintea pozitiei pe care se integreaza sunt cele
ale punctului de sosire, M(x,y,z), cele de dupd sunt ale punctului de plecare,
A(a,b,c).

Exemplu. Stiind ca

w = 2xyzdx + (¥ + x*z)dy + x*ydz

este o forma diferentiald exactd, determinati o primitiva a sa.
Solutie. Alegem ca punct initial A(0,0, 0) si notdm
P(x,y,z) =2xyz, Q(x,y,z)=¢€Y+ x%z, R(x,y,z) = xzy.

O primitivd a lui w este atunci

x Y z
U(x,y,z) :/ P(t,0,0)dt+/ Q(x, t,O)dt—i—/ R(x,y, t)dt
0 0 0
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x y z
= / 0dt —l—/ e'dt —|—/ x2ydt = et
0 0 0

Primitiva U se poate deduce si prin integrarea directd unui sistem de ecuatii cu
derivate partiale. Astfel, daca

t=z
= e/ — 14 x%yz.
t=0

t=y
+ xzyt
=

0

dU = 2xyzdx + (¢ + x*z)dy + x*ydz,

urmeaza ca

ou ou
£:2xyz, — =V +x%z, — =x%y.

Urmeaza ca

ou

M =2xyz = U= /nyzdx = yz/Zxdx = xzyz + @1(y, 2)-

Sd notam cd functia ¢ depinde de variabilele ramase, y si z aici, deoarece se
integreazd dupd x. De asemenea

oul J
ol _ oy 2 Y r.2 — oY 2
5 Y+ xz — ay(xyz+(p1(y,z)) el +x°z
Y d
= ¥’z + oy (p1(v,2) =&/ + 3z — dy (11, 2) = ¢

= ¢(y,2) = /eydy = e/ 4+ ¢(2).

Din nou, functia ¢, depinde de variabila rdmasd, z, intrucat se integreaza dupa y
iar variabilele ,disponibile” inainte de integrare erau y si z. Urmeazd ca

U = x*yz + ¢1(y,2) = xX*yz + e/ + ¢a(2).

In plus
o =Xy = a—z(x yz+e +902(Z)>)—x3/
» d 2 /
— XY+ o (9200) =¥y = ¢25) =0 = ¢a(5) = C.
Atunci

U(x,y,z) = x*yz +e’ +C,

unde C este o constanta arbitrara.
Sd notdm cd, in prima metodd, constanta C este determinatd de alegerea lui
A(0,0,0) ca punct initial, ceea ce impune ca U(0,0,0) = 0.
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Rdmane deci sd precizam un test care sd decidd daca o forma diferentiald data
este exactd sau nu. In acest scop, sd reamintim cd, daca U este o primitiva a lui
Pdx 4+ Qdy + Rdz, atunci

ou ou ou

_ = P, _— = Q, - = R

ox ay 0z
Conform criteriului lui Schwarz de egalitate a derivatelor partiale mixte ale unei
functii de mai multe variabile, obtinem atunci urmatorul rezultat.

Teorema 4.8. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D si derivabile partial, cu
derivatele partiale continue pe D. Dacid Pdx + Qdy + Rdz este formi diferentiali
exactd, atunci

oP  0Q oJP OR 0Q OR

W % w moa

Demonstratie. S3 observam ca

oP  92*U  0Q o%U

dy dydx’ 9dx  9xdy’
iar aceste derivate partiale mixte sunt continue pe D. Conform criteriului lui
Schwarz, obtinem c4 ele sunt egale in D, adica

U U
dxdy  dyox’
de unde g—ly) = aa—g, celelalte egalitati obtindndu-se analog. |

Un rezultat aseméandtor are loc si pentru functii cu domeniul in R?.

Teorema 4.9. Fie P,Q : D C R?> — R continue pe D si derivabile partial, cu
derivatele partiale continue pe D. Dacid Pdx + Qdy este formd diferentialid exactd,
atunci

o _ 20

@— o in D.

Folosind determinanti simbolici si faptul cd un vector este nul daca si numai daca
toate componentele sale sunt nule, teoremele de mai sus se pot pune sub urma-
toarele forme mai usor de vizualizat.
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Corolar 4.9.1. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D si derivabile partial, cu
derivatele partiale continue pe D. Dacid Pdx + Qdy + Rdz este formd diferentiald exactd,
atunci

T 7 Kk

d d 0 _—_—
a @ E—O n D.
P O R

Corolar4.9.2. Fie P,Q : D C R? — R continue pe D si derivabile partial, cu derivatele
partiale continue pe D. Dacid Pdx + Qdy este formd diferentiald exactd, atunci

9 9
ox dy|=0 1inD.
P Q

4.4.3 Integrale curbilinii pe domenii simplu conexe. Conditii
echivalente pentru independenta de drum

Teoremele de mai sus reprezind conditii necesare ca o forma diferentiald sa fie
exactd. Aceste conditii nu sunt insa neaparat si suficiente, reciprocele lor neavand
neapdrat loc in absenta unor conditii auxiliare asupra domeniului D.

Domenii simplu conexe in plan
Definitie. Fie un domeniu D C IR?. Spunem cd D este simplu conex dacd odatd

cu orice curba inchisa (C) domeniul D contine si interiorul acesteia.

N

O X O X

Domeniu simplu conex Domeniu dublu conex

Cu alte cuvinte, un domeniu simplu conex in plan nu contine goluri, indife-
rent de cat de mici sunt acestea. Astfel, interioarele unui cerc sau unui patrat
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sunt domenii simplu conexe. Un inel (regiunea dintre doud cercuri) nu este insa
un domeniu simplu conex, si nici interiorul unui cerc din care lipseste centrul nu
este un domeniu simplu conex. In ultimul caz, ,golul" consta dintr-un singur
punct! Astfel de domenii vor fi numite, in general, multiplu conexe. Distingand
dupd numarul de goluri, un domeniu cu un singur gol va fi numit dublu conex,
un domeniu cu doud goluri va fi numit triplu conex; in general, un domeniu cu
n — 1 goluri va fi numit n-uplu conex.

Domenii simplu conexe in spatiu

Definitie. Fie un domeniu D C IR®. Spunem cd D este simplu conex daca odata
cu orice curbd inchisd (C) domeniul D contine si o suprafatd neteda cu frontiera

(©).

In acest caz, un domeniu simplu conex poate contine goluri. De exemplu,
domeniul dintre doud sfere concentrice este simplu conex, si tot domeniu sim-
plu conex este interiorul unei sfere din care lipseste centrul (sau chiar lipsesc un
numadr finit de puncte). Daca domeniul nu are goluri, atunci el este simplu conex.

Pentru domenii simplu conexe, conditiile Teoremelor 4.8 si 4.9 sunt si sufi-
ciente (acest lucru va fi demonstrat ulterior). Obtinem atunci urmdtoarele conse-
cinte.

Teorema 4.10. Fie P,Q,R : D C R3 — R continue pe D si derivabile partial,
cu derivatele partiale continue pe domeniul simplu conex D. Urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente.

1. / Pdx + Qdy + Rdz este independentd de drum in D.

2. / Pdx + Qdy + Rdz = 0 pentru orice curbd inchisi netedd pe portiuni (C)
C
continutd in D.
3. Pdx + Qdy + Rdz este formd diferentiald exacti.

4. Are loc egalitatea

I
ol

in D.

SIS RSS!

o Y~
Q| o~
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Teorema 4.11. Fie P,Q : D C R?> — R continue pe D si derivabile partial,
cu derivatele partiale continue pe domeniul simplu conex D. Urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente.

1. / Pdx + Qdy este independentd de drum in D.

2. / Pdx 4+ Qdy = 0 pentru orice curbi inchisi netedd pe portiuni (C) conti-
C
nutd in D.
3. Pdx + Qdy este form diferentiald exactd.

4. Are loc egalitatea

9 9
ox dy|=0 inD
P Q
Exemplu. Determinati
/ e* sinydx + e* cosydy,
C

unde (C) este dreptunghiul cu varfurile O(0,0), A(1,0), B(1, ), C(0, 7).

Solutie. Sd observam mai intai faptul ca dreptunghiul din enunt este o curba
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inchisd. Mai departe,

2 2
o :ixny excacy)sy ~ Ix (e* cosy) — 3y (e¥siny) = e*cosy —e*cosy =0,

de unde / e* sinydx + e* cosydy = 0.
C

Exemplu. Demonstrati ca valoarea integralei

_ yZ?dx + xz%dy + 2xyzdz
AB

nu depinde de arcul AB care uneste A(1,0,2) si B(2,1,1) si calculati aceasta

valoare.

Solutie. Demonstram mai intdi independenta de drum. Observam ca

T 7k

9 9 9| 9, . 3 a. 3 o=

a @ & = @(23(]/2)1 + E(yz )] + a(xz )k
2 2

d, o7 O, 5, 0 .
— 5y W g B = )]
= 2x27 4 2yz] + 2%k — 2%k — 2x27 — 2yz] = 0,

valoarea integralei respective fiind independenta de drum. Pentru a calcula aceasta
valoare, alegem un drum format dintr-o succesiune de segmente paralele cu axele
de coordonate, anume

A(1,0,2) — A1(2,0,2) —— Ax(2,1,2) — B(2,1,1).
x=2

x=t x=2
te[1,2] y=t y=1
y=0 te[0,11] z=t
z=2 z=2 te21]
dx = dt dx =0 dx =0
dy =0 dy = dt dy=0
dz=20 dz=10 dz = dt
Urmeaza ca
_ yZ2dx + xz2dy + 2xyzdz

AB
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= | yzZPdx + xz%dy + 2xyzdz
AA,

+ / yz2dx + xz2dy + 2xyzdz
ALA,

+ | yZPdx + xz2dy + 2xyzdz
A3B

1 1

2 1 1
:/‘Mﬁ+/‘wﬁ+/‘%ﬁ:0+8t-+%2 =2.
1 0 2 0 5
Aplicatii
x=t
4.1. Determinati / yds, unde (C) : , te[2,3]
c y =t
. . 3. 2 X = t
4.2. Determinati | x°y~ds, unde (C) : 27 te[—1,1].
c y=

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

3
Determinati /(x3 +y)ds, unde (C) : y = ;—7, x € [0,3].
C

Determinati / ds, unde AB este segmentul cu capetele in A(0, 3) si B(1,5).

ABY — X
2 2

Determinati / xyds, unde (C) este elipsa de ecuatie 2—2 + Z_Z =1,a,b>0.
C

Determinati / \/x2 + yzds, unde (C) este cercul de ecuatie X2+ yz = 2ax,a > 0.
C

x = In(1 + %)

, te]0,1].
y = 2arctgt —t

Determinati / ye *dx, unde (C) : {
c

Fie O(0,0), M(1,0), A(1,1). Determinati / (x + y)dx + xdy pentru urmdtoarele
C

alegeri ale curbei (C)

1. Segmentul OA.

2. Portiunea din parabola y = x? determinatii de O si A.

3. Reuniunea segmentelor OM si M A.
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Puteti explica rezultatul?

4.9. Demonstrati cid urmdtoarele forme diferentiale sunt exacte si precizati primitive ale
acestora

wi = (x +ydx + (x —ydy, wy = Bxy +y)dx + (&* + x)dy
w3 = (ye* + siny)dx + (¢* + x cosy)dy,

4.10. Demonstrati cd urmdtoarele integrale sunt independente de drumurile care unesc
punctele A si B si precizati valorile acestora

B
1. / 3x?ydx + x°dy, A(1,1), B(2,3).
A

B
2. / (1 —ye Ndx+e *dy, A(0,0), B(1,3).
A
B
3. / (e* + 2xsiny)dx + (x? cosy — 3y2)dx, A(—1,0), B(2,2m).
A

B X y
4, / ——dx + —=——dy, A®4,3), B(2,1), pe un drum care nu trece

prin O(0,0).
B1—x . x s
5. /A m smydx + m Ccos ydy, A(O, _)/ B(l, 7-[)'

4.11. Fie f,g : R — R derivabile cu derivata continud. Demonstrati cd urmidtoarele
integrale sunt independente de drum.

L [ e + gy
2. /f(x + y)(dx + dy).

3. /f(xy)(ydx+ xdy).

4.12. Fie (C) cercul unitate, parcurs in sens trigonometric.

1. Demonstrati ci /C 2 _]’/_yzdx + " :C_yZdy =2 #0.
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2. Demonstrati cid
v (i) o (i)
ay \ x2+y?)  ox \x2+4y2/’
Contrazice acest lucru Teorema 4.10?
4.13. Determinati a € R pentru care forma diferentiali
w = ax*zdx + 2ydy + x3dz
este exactd si precizati o primitivd a acesteia.
4.14. Determinati f : R® — R pentru care forma diferentiald
w=(y+z)dx+ (z+x)dy + f(x,y,z)dz

este exactd si precizati o primitivd a acesteia.
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INTEGRALA DUBLA

Sa recapitulam modul de definire al integralei definite (Riemann) pentru o functie
f :[a,b] — R. Mai intai, se construia o diviziune a intervalului [a, b],

A={x0,x1,X2,..., X}, cu a=x9<x<x<...<x;=D0,

(si, ca rezultat, se obtineau subintervalele [xg, x1], [x1, x2], ..., [x;,_1, Xx], cu interi-
oarele disjuncte si care puteau avea in comun doud cate doud doar cel mult unul
dintre capete). Apoi, se considera un sistem de puncte intermediare

C= {Cl,Cz,...,Cn},

astfel incat ¢; € [x;_1,x;] pentru1l < i < n (in fiecare interval elementar se afla
cate un punct intermediar) si se asociau sume Riemann de forma

oa(f,C) = ) flea)(x; — xi_1)
i-1
= f(c1)(x1 — x0) + f(c2)(x2 — x1) + ... + flcu)(cn — 1)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmultea cu lungimea interva-
lului din care punctul intermediar facea parte, adunandu-se rezultatele). Mai

departe, / f(x)dx se obtinea ca limita unui astfel de sir de sume Riemann.

Vom paéstra acelasi punct de vedere, bazat pe impdrtirea domeniului de in-
tegrare in subdomenii, asocierea unui sistem de puncte intermediare, defini-
rea sumei Riemann si trecerea la limita si pentru definitia notiunii de integrala
dubli a unei functii definite pe un domeniu inchis si marginit din R?, care are
arie.

148
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Domenii de integrare

Nu vom prezenta aici notiuni legate de existenta sau inexistenta ariei unei
multimi din IR? (in acest scop cititorul putadnd consulta M. Nicolescu et al. [?],
vol II, cap. IX), insd vom observa cd orice domeniu inchis si mdrginit din R? a
cdrui frontiera este reuniunea unui numdr finit de curbe netede are arie. In acest
capitol, pentru simplificarea expunerii, prin domeniu de integrare vom intelege
un domeniu inchis i marginit din R? a cirui frontierd este reuniunea unui numar
finit de curbe netede (altfel spus, cu frontiera netedi pe portiuni). In particular,
un astfel de domeniu de integrare are arie.

Impartirea domeniului de integrare in subdomenii
Diviziuni (partitii) ale unui domeniu de integrare

Fie D C R? un domeniu de integrare. Vom spune ci o multime ordonata de
domenii de integrare A = {D1, D>, ..., D, } reprezinta o diviziune (sau partitie)
alui D daca

2. DiﬂD]- = @, pentruorice1 <i,j <n,i#j.

Altfel spus, D se poate scrie ca reuniunea tuturor subdomeniilor Dy, Dy, ..., Dy,
iar aceste subdomenii pot avea comune, doud cate doud, cel mult puncte de pe
frontierd, intrucat au doud cate doud interioarele disjuncte.

Notatie
Multimea diviziunilor unui domeniu de integrare D se noteazd Dp.
Diametrul unui domeniu de integrare

Fie D C R? un domeniu de integrare. Numim diametru al lui D, notat 6(D),
distanta maxima dintre doud puncte ale lui D.

Norma a unei partitii
Fiind datd o diviziune A = {D1, Dy, ..., D, }, vom numi norma a diviziunii A,

notatd ||Al|, valoarea maxima a diametrelor 6(D1), 5(Dy), . .., 6(Dy), adicd

1Al = max 5(Dy).
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Sisteme de puncte intermediare asociate

Fiind data o diviziune A = {D;,D»,...,D,}, vom numi sistem de puncte
intermediare asociat diviziunii A o mulfime ordonatd de puncte

C: {Mlezl"'lMVl}’

astfel incat M; € D; pentru 1l < i < n (in fiecare subdomeniu se afla cate un punct
intermediar).

Sume Riemann. Interpretare geometrica

Fiind date un domeniu de integrare D, o functie f : D — R, o diviziune A =
{D1,Dy,...,D,} adomeniului de integrare D si C = {M;, My, ..., M, } un sistem
de puncte intermediare asociat diviziunii A, M; = M;(«;, Bi), 1 < i < n, vom
numi suma Riemann asociata diviziunii A si sistemului de puncte intermediare
C suma

oa(f, C) = ) f(w;, By) aria(Dy)
i-1
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= f(a1, By) aria(D1) + f(ap, B2) aria(Dy) + ... + f(an, Bn) aria(Dy,)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmulteste cu aria subdomeniu-
lui din care punctul intermediar face parte, adunandu-se rezultatele).

4
/ (§:-8;)

O S

s I RO y,
X («;-B:)

Interpretare geometrica

Fie f : D — [0, o0), D domeniu de integrare. Consideram corpul cilindric mar-
ginit de planul xOy si suprafataz = f(x,y), (x,y) € D cu generatoarea paraleld cu
Oz. Descompunem acest corp in subcorpuri cilindrice cu bazele Dy, D, ..., Dy,
si aproximdm volumul unui astfel de subcorp cu volumul cilindrului cu baza D;
si indltime f(«;, B;). Obtinem cd oa(f, C) reprezintd suma volumelor cilindrilor
aproximanti, in concluzie o aproximare pentru volumul corpului cilindric res-
pectiv.

Functii integrabile Riemann

Definitie. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R. Vom spune cd f
este integrabila Riemann pe D (pe scurt, f este integrabila pe D) daca exista un
numar real I astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 existd &, > 0 cu proprietatea ca

oricare ar fi diviziunea A € Dp cu ||A]| < &, si oricare ar fi sistemul de puncte
intermediare C asociat lui A, are loc inegalitatea

loa(f,C) — 1| < .



152 Capitolul 5 INTEGRALA DUBLA

La fel ca si in cazul integralei unei functii definite pe un interval [a, b], pentru
o normd a diviziunii ,suficient de micd", suma Riemann ox(f, C) reprezintd o
aproximare ,suficient de buna" a lui I.

Integrala dubli

Numadrul I definit mai sus se numeste integrala dubla a functiei f pe D si se

noteaza
// f(x,y)dxdy.
D

Sa observam si cd I, daca existd, este unic determinat.

Multimea D se numeste domeniu de integrare, functia f se numeste inte-
grand iar variabilele x, y se numesc variabile de integrare. Expresia dxdy (un tot
unitar, mai degraba decat un produs, desi poate fi interpretat si in acest ultim fel)
se numeste element de arie.

Definitie alternativa

Are loc urmdtoarea echivalentd, cea de-a doua afirmatie putand fi utilizata de
asemenea ca definitie a integrabilitadtii Riemann.

Teorema 5.1. Fie D un domeniu de integrare si fie o functie f : D — R. Urmdtoa-
rele afirmatii sunt echivalente.

1. f este integrabild pe D.

2. Oricare ar fi un sir de diviziuni (Ay)y>o ale lui D cu ||Ay|| — 0, impreund
cu un gir de sisteme de puncte intermediare asociate (Cy),>0, sirul sumelor
Riemann (o, (f, Cn))n>0 este convergent.

La fel ca si in cazul integralei unei functii definite pe un interval [a, b], se poate de-
monstra cd limita unui astfel de sir de sume Riemann nu depinde nici de alegerea
sirului de diviziuni (A,),>0, nici de alegerea sirului de sisteme de puncte interme-

diare asociate (Cy),>0. Valoarea (comunad) a limitelor reprezinta // f(x,y)dxdy.
D

Domeniu de integrare cu arie nula. Integrala functiei nule

Cu ajutorul definitiei, tindnd cont de faptul ca toate sumele Riemann asociate
sunt nule, putem obtine urmatoarele proprietati.

1. Fie D un domeniu de integrare cu arie nuld si fie f : D — R integrabila.

Atunci
// f(x,y)dxdy = 0.
D
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2. Fie D un domeniu de integrare. Atunci

// Odxdy = 0.
D

Interpretare geometrica: arie

Fie D C IR? un domeniu de integrare. Conform definitiei, se obtine ci

//D 1ldxdy = aria(D).

La fel ca si in cazul integralei definite, integrandu-1 pe 1 pe o multime obtinem
,madsura" acelei multimi. Pentru un interval [4, D], ,mdsura" sa era lungimea aces-
tuia, b — a. Acum, ,mdsura" potrivitd pentru domeniul de integrare D (din R?)
este aria acelei multimi.

Interpretare geometrica: volum

v

Am observat deja cd, fiind datd o functie f : [2,b] — R integrabila pe [a, b],
f(x) > 0 pentru orice x € [a,b], interpretarea geometricad a integralei definite
b
/ f(x)dx este aria subgraficului functiei f. Pentru integrala dubld, o interpre-
a

tare similard se obtine ,,addugand o dimensiune" si transformand graficul in su-
prafatd, iar aria in volum.
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Fie D C R? un domeniu de integrare si fie f : D — R integrabild pe D,
f(x,y) > 0 pentru orice (x,y) € D. Definim suprafata * in R3 prin

Z={y2;z=f(xy), (vy) € D}.
Tindnd seama si de interpretarea geometricd a sumelor Riemann amintitd ante-
rior, f(x,y)dxdy reprezinta volumul corpului cilindric cu generatoarea para-
lela cu %z determinat de D si de suprafata .
Legdtura intre integrabilitate si alte proprietiti ale functiilor

La fel ca si in cazul integralelor simple (si In mod natural de altfel), functiile
continue sunt integrabile. De asemenea, functiile integrabile sunt marginite.

Teorema 5.2. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f continud pe D.
Atunci f este integrabili pe D.

Teorema 5.3. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f integrabild pe D.
Atunci f este marginitd pe D.

5.1 Operatii cu functii integrabile

Teorema 5.4. Fie D un domeniu de integrare, f,g: D — R, f, g integrabile pe D,
si ¢ € R. Au loc urmdtoarele proprietdti.

1. Proprietatea de aditivitate

Functiile f + g si f — g sunt integrabile pe D, iar

//D(f(x,y)-i—g(x,y))dxdy://[)f(x,y)dxdy+//[)g(x,y)dxdy

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv

//D (f(x,y) — g(x, y))dxdy = //D f(x,y)dxdy — //D g(x, y)dxdy

(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).

2. Proprietatea de omogenitate
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Functia cf este integrabild pe D, iar

//Dcf(x,y)dxdy — c//Df(x,y)dxdy,

(o constanta cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub integrala
inaintea integralei).

Mentiondm cd nu au loc formule asemdndtoare pentru produs si raport, adica
integrala produsului nu este, de reguld, produsul integralelor si nici integrala
raportului nu este, de reguld, raportul integralelor. Condensat, formulele de mai
sus pot fi scrise sub forma urmatoare.

Teorema 5.5. Fie D un domeniu de integrare, f,g : D — R, f, g integrabile pe D
sicy, ¢ € R. Atunci cq f + cpg este integrabili pe D si

//D (c1f(x,y) + c28(x, y))dxdy = 1 //D f(x,y)dxdy + c; //D g(x, y)dxdy.

5.2 Proprietati ale integralei duble

5.2.1 Proprietati in raport cu domeniul

Restrangerea domeniului de integrare

Teorema 5.6. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f integrabili pe D.
Atunci f este integrabili pe orice subdomeniu Dy C D.

Extinderea domeniului de integrare. Aditivitatea in raport cu domeniul

Teorema 5.7. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — IR. Dacid domeniile
de integrare Dy, D>, ..., Dy, formeazi o diviziune a lui D, iar f este integrabili pe
D1, D, ..., Dy, atunci f este integrabili pe intreg D, iar

//Df (r,y)dxdy = //D f e, yxdy + //D flpdxdy ..+ //D fex yyaxdy
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5.2.2 Proprietati in raport cu functia

Pdstrarea inegalitatilor intre functii

Vom observa in cele ce urmeaza ca integrala dubla pastreaza semnul functiei
de integrat si inegalitatile nestricte intre functii. In plus, inegalitatea stricta intr-
un punct comun de continuitate al functiilor de integrat atrage inegalitatea stricta
pentru integrale.

Teorema 5.8. Fie D un domeniu de integrare si fie f,g : D — R, f, g integrabile
pe D.

1. Daci f(x,y) > 0, pentru orice (x,y) € D, atunci

//Df(x, y)dxdy > 0.

2. Daci f(x,y) > g(x,y), pentru orice (x,y) € D, atunci

//Df(xry)dx‘iyz//l)g(%y)dxdy,

3. Daci f(x,y) > g(x,vy), pentru orice (x,y) € D, si existid (xo,yo) € D astfel
ca
f(x0/ yO) > g(x()/ yO)/ iar f/g sunt continue in (x0/ yO)/

//D f(x,y)dxdy > //D g(x, y)dxdy.

Corolar 5.8.1. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f integrabili pe D.
Daci

atunci

m < f(x,y) <M, pentruorice (x,y) € D,

atunci
m - aria(D) < // f(x,y)dxdy < M - aria(D).
D

Corolar 5.8.2. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f integrabili pe D.
Atunci | f| este integrabilid pe D, iar

‘/D f(x,y)dxdy' < //D | f(x, y)|dxdy.
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Reiterind faptul ca acum, ,mdsura" potrivita pentru domeniul de integrare D
(din R?) este aria acelei multimi, in vreme ce pentru un interval [g, D], , mdsura”
sa era lungimea acestuia, b — a4, putem obtine urmatoarea teorema de medie, cu
semnificatie si demonstratie similare celei obtinute pentru integrala simpla.

Teorema de medie

Teorema 5.9. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f continud pe D.
Atunci existd M(cy,c2) € D astfel incat

//Df(x,}/)dxdy = f(cy,cp) aria(D).

5.3 Calculul integralelor duble

In mod natural, o prima idee este de a reduce calculul integralei duble la cal-
culul succesiv a doud integrale definite, utilizadnd pe rand cele doud variabile ca
variabile de integrare.

5.3.1 Domenii simple in raport cu axa Oy

y:(Pl(x)

N
7

ol a b *

Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy. Reamintim c4, in aceasta situ-
atie, au loc urmatoarele.

1. Proiectia lui D pe Ox este un segment [4, b].

2. Existd ¢1, ¢ : [a,b] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma

D = {(x,y); p1(x) <y < ¢a(x),x € [a,b]}.
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Teorema 5.10. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy sifie f : D — R
integrabild pe D. Dacid I : [a,b] — R,

¢2(x)
I(x) = / f(x,y)dy, pentrux € [a,b],
¢

1(x)

este bine definiti si integrabild pe [a, b], atunci

[ fx iy = Y iy |
U

In membrul drept, domeniul [4, b] al primei integrale este domeniul de proiectie,
iar domeniul celei de-a doua integrale, [¢1(x), ¢2(x)] este domeniul de sectiune
(pentru x € (a,b), paralela la axa Oy cu abscisa constantd x taie frontiera dome-
niului D in cel mult doud puncte, ¢1(x) fiind ordonata punctului de intrare, iar
@2(x) tiind ordonata punctului de iesire; cele doud puncte pot eventual si coin-
cide).

De notat cd, in cele de mai sus, ordinea de scriere a integralelor nu este ordinea
de calcul. Astfel, mai intai se calculeaza integrala interioard (cea in raport cu ),
iar abia apoi cea exterioara (cea in raport cu x).

Procedeul de calcul de mai sus poartd numele de reducerea la integrale ite-
rate sau, urmdrind rationamentul geometric, metoda de proiectie si sectiune. In
particular, ipotezele asupra lui I sunt satisfacute daca f este functie continua.

Corolar 5.10.1. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy sifie f : D — R continud

pe D. Atunci
$2(x)
// f(x,y)dxdy = (/ f(x,y)dy) dx.
a $1(x)

Exemplu. Determinati
// xydxdy,
D

unde D este domeniul limitat de parabola (P) : y = x? si dreapta (D) : y =
2x + 3.

Solutie. Domeniul de integrare D este cel hasurat in figurd, observandu-se ca
el este simplu in raport cu Oy. Pentru calculul integralei, aplicim metoda de
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N
y
B(3,9)
y=2x+3
y=x
A(-1,1)
/of

proiectie si sectiune. In acest scop, determindm mai intai punctele de intersectie
(de fapt, sunt necesare doar abscisele acestora).

Determinarea punctelor de intersectie se face rezolvand un sistem constituit
din ecuatiile parabolei si dreptei.

2

y=x 2 _ 2 _ _ _

— x*=2x+3 = x*—-2x—-3=0 = x1=—-1,x, = 3.
y=2x+3

Urmeaza cd domeniul de proiectie (pe Ox) este [—1,3].

Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paralela la axa Oy printr-
un punct oarecare x din domeniul de proiectie. Observam cd punctul de ,intrare"
in D al paralelei este situat pe parabola y = x?, in timp ce punctul de ,iesire" este
situat pe dreapta y = 2x + 3. Urmeaza ca

3 2243
// xydxdy = / (/ xydy) dx.
D -1 x2

Calculdm mai intai integrala interioard, anume

2x+3
L = / xydy.
x2

Deoarece variabila de integrare este y, urmeaza ca

2x+3
2x+3 2 9 1
I1:x/x ydy:x-% :%(4x2+6x+9—x4):2x3+3x2+§x—§x5.

2

x2
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De aici

3

3 5 4 3 2 6

9 X X X 9x 1x

I = 253 24 2y -2 =(2— — - — ——
/_1<x+3x+2x 2>dx (4+33+22 26)'_

3

_14 3.9, 16>
—<2x+x+4x 12x

Exemplu. Determinati aria domeniului

D={(xy;x<y<2x, 1<x<3}.

aria (D) = // 1dxdy,
D

domeniul D fiind cel hasurat in figura. Vom folosi metoda de proiectie si sectiune.

Solutie. Avem ca

yA
y=2x
/ /

In acest scop, sa observam ci domeniul de proiectie (pe Ox) este [1,3], conform

v

[y
S8}

enuntului problemei.
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Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paralela la axa Oy printr-
un punct oarecare x din domeniul de proiectie. Observam cd punctul de ,intrare"
in D al paralelei este situat pe dreapta (D1) : y = x, in timp ce punctul de ,iesire"
este situat pe dreapta (D2) : y = 2x. Urmeaza ca

//D ldxdy = /1 ’ < / B 1dy) dx.

Calculam mai intai integrala interioard, anume

2y 2x
11:/ ldy=y| =2x—x=nx.
x X
Atunci
3 1 3
// ldxdy = / xdx = -x* | =4.
D 1 2|
5.3.2 Domenii simple in raport cu axa Ox
N
Yy
d
X=Q, (]/)
c
@) x

Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Ox. Reamintim c4, in aceasta situ-
atie

1. Proiectia lui D pe Oy este un segment [c, d].

2. Existd ¢1, 7 : [c,d] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma

D ={(y);e1(y) < x < @a(y),y € [c,d]}.
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Teorema 5.11. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Ox sifie f : D — R
integrabild pe D. Dacid I : [c,d] — R,

2(y)
J(y) = / f(x,y)dx, pentruy € [c,d],
?1(y)

este bine definitd si integrabild pe [c, d], atunci

femedy= [ (7 fe e
A | U

In membrul drept, domeniul [c, d] al primei integrale este domeniul de proiectie,
iar domeniul celei de-a doua integrale, [¢1(y), 2(y)] este domeniul de sectiune
(pentru y € (c,d), paralela la axa Ox cu ordonatd constantd y taie frontiera do-
meniului D in cel mult doud puncte, ¢1(y) fiind abscisa punctului de intrare, iar
@2(y) fiind abscisa punctului de iesire; cele doud puncte pot eventual si coincide).
Din nou, mai intdi se calculeazd integrala interioard (cea in raport cu x), iar abia
apoi cea exterioara (cea in raport cu y), iar ipotezele asupra lui | sunt satisfacute
dacd f este functie continua.

Corolar 5.11.1. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Ox sifie f : D — R continud

pe D. Atunci
d P2(y)
// fx,y)dxdy = / (/ f(x,y)dx) dy.
D c 1Y)

5.3.3 Domenii dreptunghiulare

In cazul domeniilor cu forma generald mentionate mai sus, calculul integrale-
lor iterate presupune in particular determinarea domeniului de sectiune. Aceste
formule de calcul se simplifica considerabil, nemaifiind necesar sad se calculeze
domeniile de sectiune, atunci caind domeniul de integrare este un dreptunghi cu
laturile paralele cu axele de coordonate. Un astfel de dreptunghi poate fi scris
sub forma

D =a,b] x [c,d],

unde [a, b] reprezinta proiectia domeniului pe axa Ox, iar [c, d] reprezintd proiec-
tia domeniului pe axa Oy, fiind simplu atat in raport cu Ox, cét si cu Oy.



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 163

v

Corolar 5.11.2. Fie f : [a,b] X [c,d] — R, f continud. Atunci

//[a,b]x[c,d] fxyydxdy = /ab (/Cdf(xf Wdy) dx = /Cd (/ab f(x,y)dx> dy.

Exemplu. Determinati // sin(x + y)dxdy.
[0,51x[0, 7]

Solutie. Are loc egalitatea

// sin(x + y)dxdy = /2 (/4 sin(x + y)dy) dx.
[0, ] 0 0

Calculdm mai intdi integrala interioard, anume

%10,

NN

n y=71
4
L = / sin(x + y)dy = (— cos(x + v)) = —cos(x + %) + cos x.
De aici,
s % %
2 T . T .
I :/ (— cos(x + Z) + cos x)dx = — sin(x + Z) + sin x
0 0 0

NP A/ S S
= —sm(3z) —I—st —|—sm§ —sin0 = 1.

1
Exemplu. Determinati // ———dxdy.
P 011x[1,2] (x + ¥+ 1)? /




164 Capitolul 5 INTEGRALA DUBLA

Solutie. Are loc egalitatea

1 L7 2 1
—dxdy = / / ——dy | dx.
//[0,1]><[1,2] (x+y+1)? Y 0 < 1 (x+y+1)2 y)

2
1
Calculam mai intai integrala interioard, ————dy, pentru care v este va-
riabild de integrare, iar x este o constantd. Urmeazd cd
2 2 1 y=2
1 _ (x+y+1)
—— _dy= [ (x+y+1)dy="—"L_"
/1 (x_|_y+1)2 y /1 ( y ) y _1 y:1
@43t @42t 11
-1 -1 x+2 x+3
De aici,
1 VA | 1
——dxdy = / < — ) dx
//[O,l]x[l,Z] (x + y + 1)2 Y 0 x+2 x+3
1 1 1 1
—/ ! dx—/ L dx—injx+2|| —In|x+3]
o 0o X +2 0o X +3 - 0 0

=In3—-In2-1n4+1n3 = lng.

5.3.4 Domenii dreptunghiulare si functii separabile ca produse

In descrierea unui dreptunghi cu laturile paralele cu axele de coordonate sub

forma
D = [a,b] x [c,d],

intervalele in care variabilele x si y sunt ,separate” cu ajutorul unui produs (car-
tezian). Dacad si in expresia functiei de integrat f variabilele x si y sunt separate in
acelasi mod, adica f se poate scrie ca produs intre o functie care depinde doar de
variabila x si o functie care depinde doar de variabila y, exista atunci premizele
pentru o separare ,totald" a variabilelor, tot sub forma unui produs.

Teorema 5.12. Fie f : [a,b] X [c,d] = R, f(x,y) = f1(x) - f2(y), unde f1, f2 sunt
functii continue. Atunci

//[a,b]x[c,d] f(x,y)dxdy = //[ et F1(x) - foly)dxdy
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_ ( /a ‘ fl(x)dx> : ( /c dfz(y)dy) ‘

Prima integrald simpld contine toate aparitiile variabilei x, impreund cu domeniul
corespunzdtor, iar cea de-a doua, tot simpld, contine toate aparitiile variabilei y,
din nou impreund cu domeniul corespunzator.

De asemenea, este de remarcat faptul cad separarea sumelor sau diferentelor de
functii are loc tot timpul (indiferent de forma domeniului), si se face in integrale
de acelasi tip (adicd tot duble), in vreme ce separarea produselor are loc uneori
(in conditiile particulare de mai sus) si se face in integrale simple.

Exemplu. Determinati / xex2+ydxdy.
[0,1]x[1,2]

Solutie. Au loc egalitdtile

3 2
// xex2+ydxdy = // xe® -eVdxdy = / xe¥dx - / e’dy.
[1,31x[1,2] [1,31x[1,2] 1 1

Deoarece
3 2 1 /3 2
I :/ xe¥dx = —/ 2xe* dx,
1 2 /;

cu schimbarea de variabild u = x2, de unde du = 2xdx, urmeazi ci

9
1 ’ u 1u 1 9
1125/16du=§e 1:§<e —e)
De asemenea,
5 2
Iz—/ ddy =eV | =e* —e.
1

Atunci

Exemplu. Determinati // sin xdxdy.
[0,7t] x[0,1]

Solutie. In acest caz, integrandul este functie doar de variabila x. Putem totusi
considera cd el se separd ca produs intre o functie doar de variabila x si o functie
doar de variabila y, sub forma

sinx =sinx - 1.



166 Capitolul 5 INTEGRALA DUBLA

Atunci

T 1
// sin xdxdy = // sinx - ldxdy = / sin xdx - / 1dy
[0,77]x[0,1] [0,71]x[0,1] 0 0

7T 1

Y| =2-1=2.

0

= (—cosx)

0

Exemplu. Determinati // sin(x + y)dxdy.
[0,5]

71X [O/%]

Solutie. Au loc egalitatile

// sin(x + y)dxdy = // (sin x cos y + cos x sin y)dxdy
[0,51x[0,%] [0,51x[0,%]
= // sin x cos ydxdy
[0,51x[0,%]

+ // cos x sin ydxdy.
[0,51x[0, 71

Mai sus, separarea se face tot in integrale duble, pe acelasi domeniu, intrucat se
calculeaza integrala unei sume. De asemenea

// sin x cos ydxdy = /2 sin xdx - /4 cosydy = (— cos x)
[0,31x[0,%] 0 0

’2 !
Y2 _ V2
2 27

NI
el

-siny

0 0

Aici, separarea se face in integrale simple, intrucét se calculeaza integrala unui
produs de functii depinzand de cate o variabild. Din acelasi motiv,

NI
e

3 Z
// cos x sinydxdy = / cos xdx - / sinydy = sinx
[0,21%[0, %] 0 0

B V2 V2
=1-(1-3) 5

- (—cosy)

0 0

Il
—_
I

Atunci
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5.3.5 Formula de schimbare de variabild in integrala dubla

In unele situatii, fie functia de integrat, fie forma geometricd a domeniului se
simplificd dupa schimbari de variabile.

Schimbari de variabila (transformari regulate)

Fie D; un domeniu de integrare marginit de curba inchisd netedd pe portiuni
C1 si Dy un domeniu de integrare marginit de curba inchisd neteda pe portiuni
Cy. Spunem cd D; se transformd in D; prin schimbarea de variabild (sau trans-
formarea regulata)

’ (ulv) € DZ/

{x = x(u,v)
T:

y =y(u,v)
daca

1. T este bijectiva ca functie de la D; la D;.

2. Functiile x = x(u,v) si y = y(u,v) au derivatele partiale de ordinul 1 si
derivatele partiale mixte de ordinul al doilea continue.

3. Determinantul functional (numit determinant jacobian)

ox o
D,y) _|ou oo
D(u,v) dy dy

ou dv
este nenul pentru (u,v) € D;.
N A
v T y
D, D,
0 u' 0 x”

Formula de schimbare de variabila
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Teorema 5.13. Fie Dy un domeniu de integrare marginit de curba inchisi netedi
pe portiuni Cy si Dy un domeniu de integrare marginit de curba inchisd netedd pe
portiuni Cp, astfel incdt Dy se transformd in Dy prin schimbarea de variabila
(sau transformarea regulata)

. {x = x(u,0)

, (u,0v) € Dy.
y =y(u,)

Fie, de asemenea, f : D1 — R o functie continud. Atunci

], sy = ] sty 00|52

In prima parte a membrului drept, variabilele vechi x si y se inlocuiesc in functie
de variabilele noi u si v. Cea de-a doua parte a membrului drept reprezinta
formula de transformare a elementului de arie, care poate fi scrisd sub forma

dudov.

_ | P& y)
dxdy = ’D(u, 0) ‘ dudv.

Exemplu. Determinati

// xdxdy, D = {(x,y);l <xy<9, 1< y §4}.
D X




Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 169

Solutie. Domeniul D este definit cu ajutorul unor inegalitdti. Studiem mai intai
cazurile de egalitate. Observam ca D este mdrginit de hiperbolele echilatere (H;) :
xy =1,(Hy) : xy = 9sidedreptele (D1) : v = x, (D) : y = 4x. Alegerea
variabilelor noi

y

u=xy, v==
Y X

simplificd forma domeniului de integrat, care devine dreptunghiul [1,9] x [1,4].
Determindm acum formula de transformare a elementului de arie. Observam ca

uv=xy'%=y2 = y=uo, %:ﬂ=x2 = x=@

De aici

D(X,y) _ 5 % ou
D(u,v) |dy 9y Kl

ou dv ou v
1 -1 1 =3
luzov7 %ufvT 41 4 1 4 1
= -1 1 1 1 | =50 -0 =500 = —,
luTUE %uZUT 4 2 20

iar 1
dxdy = %dudv.

Urmeaza ca

// xdxdy = / \/7 dudo = / w2~ dudv
191x[14] ¥V © [1,9]x[1,4]
= —/ u2du / v 2dv 1 9
2 1 2

5.3.6 Coordonate polare si polare generalizate

2 2
2=

v 1
2 3 3

NS
le| S

Coordonate polare

Fiind dat un reper cartezian xOy in plan si un reper polar asociat, cu polul in
O, originea sistemului de coordonate si axa polara datd de semiaxa Ox, putem
preciza pozitia unui punct M # O atat prin coordonatele sale carteziene (x,y),
cat si prin coordonatele sale polare (p, 6), unde

1. p reprezintd distanta intre M si O.
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2. O reprezintd unghiul orientat intre Ox si OM, masurat in sens trigonometric.

In aceste conditii, legdtura intre coordonatele carteziene (x,y) si coordonatele
polare (p, ) este datd de formulele

{x = pcosf

y = psin , p>0, 0¢€]0,2m).

De asemenea,
ox ox
D(x,y) _|op o6

D(p,0) (9% 9y |9 i s
op 90 ap(psm@) aG(psmf))

0 0
a—(p cos 6) %(p cos 6)

cost) —psinf)
sinf pcos®

Coordonatele polare sunt utilizate in special pentru integrarea pe domenii circu-
lare (discuri), sau portiuni din aceste domenii, de exemplu sectoare circulare sau
coroane circulare, mai ales cand aceste domenii sunt centrate in origine.

In practicd, atat pentru p cat si pentru  vor fi folosite intervalele corespunza-
toare inchise, ceea ce simplifica calculele. Inchiderea intervalelor adaugd la do-
meniu multimi de arie nuld (de obicei portiuni din cercuri, sau segmente), ceea
ce nu modifica valorile integralelor.

// e_(x2+y2)dxdy’
D

unde D = {(x,y);1 < x* +y* < 4,x,y > 0}.

Exemplu. Determinati
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Solutie. Domeniul de integrare este cel hasurat in figurd. Cercul interior, de ecu-
atie x> +y?> = 1, are centrul in O(0,0) si razi 1, iar cercul exterior, de ecuatie
x? + y* = 4, are centrul in O(0,0) si razd 2. Vom folosi coordonate polare, sub
forma

x = pcost T
, p€[1,2], 6€]0, E]' dxdy = pdpd6.

y = psin6

Atunci

// e_(x2+y2)dxdy = // ¢~ (0% cos? 6-+p? sin? Dodpdf = / e_P2pdpd9
D [1,2]x[0,5] [1,2]x[0,5]

2 ) z
:(/1 pe“’dp)-(/o 1d9> =L-I.

2 2 2
I = / pe P dp = 1/ 200 P dp = 1/ (0 e dp.
1 2/ 2 /1

Cu schimbarea de variabild u = p? si notand ca

Observam ca

p=1= u=1 p=2 = u=4,

obtinem
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De asemenea,

T

2 7T
I = 1460 = —,
2= [ T1d0 =3

() gy d :1.125(1_l>
//De xdy=h-Lh=7(--%).

De notat cd, desi integrandul se poate separa ca un produs de functii care depind
tiecare de cate o singurd variabild, sub forma

iar

2.2 2 2
e_(x +y ) — e_x . e_.]/

7

integrala dubld de mai sus nu se poate separa ca un produs de integrale simple,
intrucat domeniul nu este un dreptunghi.

Exemplu. Demonstrati ca

/ e dx = g (integrala Euler-Poisson)
0

si deduceti de aici cd I'(3) = /7.

Solutie. Fie R > 0si fie Dy, D, D3 respectiv domeniile determinate de cercul cu
razd R cu centrul in origine, patratul cu laturd 2R centrat in origine si cercul cu
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razd Rv/2 centrat in origine, ca in figurd. Atunci D1 C D, C Dj, iar

// e—(x2+y2)dxdy§ﬂ e—(x2+y2)dxdy§// e—(x2+y2)dxdy,
Dy D, Ds

deoarece integrandul este pozitiv pe aceste domenii. Pentru calculul primei inte-
grale, vom folosi coordonate polare, sub forma

{x = pcosf

., p€[o,R], 6€l0,2rr], dxdy = pdpdo.
Yy = psin®

Urmeaza ca

// e—(x2+y2)dxdy _ // e—(p2 cos? 6+ p? sin? (9)pdpd9
Dy [0,R]x[0,27]

_p R _p 2r
= e ¥ pdpdf = / pe Pdp)- / 1d0 | =1L, - Ip.
[0,R]x[0,27] 0 0

Observam cd
R R R
1 1
L :/ pe P dp = —/ 200 P dp = —/ (0)'e * dp.
0 2 Jo 2 Jo
Cu schimbarea de variabild u = p? si notand ca
p=0= u=0, p:R:>u:R2,

obtinem

De asemenea
27
I, = / 146 = 2,
0

1
// e_(xzwz)dxdy =hL-Lh=m <1 - ?> :
D e

Cu un rationament similar si tindnd seama ci al doilea cerc are razi Rv/2, obtinem

ca
—(x*+y?) - ( _ L) — ( _ L)
//33 dxdy =m (1 RV |l k2 ) -

iar
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Domeniul celei de-a doua integrale este un pdtrat cu laturile paralele cu axele de
coordonate. Obtinem ca

R R
// e_(x2+y2)dxdy — // e_(x2+y2)dxdy — (/ e_xzdx> . (/ e_yzdy> .
D, [—R,R]x[—R,R] —R —R

Schimband notatia pentru cea de-a doua variabild din y in x obtinem céa de fapt

R 2
// e dxdy = (/ e_x2dx) :
D, R

Cum f:[-R,R] = R, f(x) = e_xz, este functie pard, obtinem cd

R R
/ e dx = 2/ e_xzdx,

—R 0

R 2

// e_(x2+y2)dxdy =4 (/ e_xzdx> .

D, 0
// e+ dxdy < // e~ dxdy < // e dxdy,
D, Dy Ds

obtinem cd

de unde

Deoarece

de unde

Deoarece

lim E(l—%):hm E<1— 1): Ta—0 = VT
eR 2

R—o0 4
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obtinem cu ajutorul criteriului clestelui ca

R
lim eV dx = \/—E,
R—o0 Jq 2
adica -
/ ey = VT (5.1)
0 2

Cu schimbarea de variabila

1 1
U=x* = x =i — dx= ——du = ~u"2du,
u

SN

si tindnd seama de faptul ca
x=0 = u=0=0;, x=00 = u=00"=09,

se obtine ca

/ e dx = / ey idy = —/ ute Mdy = —/ ut—le tdy (5.2)
0 0 2 2 Jo 2 Jo

1.1
= -T'(2).
2 (2)
Din (5.1) si (5.2) urmeaza ca

Vo111 1,
T_EF(E) g 1H(E)—\/E-

Coordonate polare generalizate

Pentru domenii marginite de elipse centrate in origine, sau portiuni ale aces-
tora, se pot folosi coordonatele polare generalizate (coordonatele eliptice). Ast-

2 yZ

fel, pentru un domeniu marginit de elipsa de ecuatie carteziand (E) : - + w = 1,
a,b > 0, vor fi folosite coordonatele (p, 0) legate de cele carteziene prin relatiile
x = apcos @
., p€(O1], 6€l0,2m).
y = bpsin®

In acest context, § are aceeasi semnificatie ca si in cazul coordonatelor polare,
insa p nu mai reprezintd distanta pana la origine, ci o distantd normalizatd (o0 =

2 42
X A . < . .
—+ ‘Z—z, in loc de p = 1/x? + y?). Printr-un calcul asem&nator celui de mai sus
a
se poate deduce cd, in acest caz,

D(x,y)
— 22 = gbp = dxdy = abpdpdf.
D(p, 0) P Y pap
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Exemplu. Determinati aria domeniului D marginit de elipsa (E) : % =
1.
N
Yy
B(0,5)
A(a, 0)
A'(-a,0) x
B'(0,-b)

Solutie. Avem ca

aria (D) = // 1dxdy,
D

domeniul D fiind cel hasurat in figura. Vom folosi coordonatele eliptice, date de

{x = ap cos 0

bosing p€l[0,1], 6€[0,2m], dxdy = abpdpde,
y = bpsin

unde g, b sunt semiaxele elipsei (E). Urmeaza cd

27
aria(D) = // abpdpdf = ab// pdpdf = ab/ pdp - / 146
0,1]x 0 2] 0,1]x[0,27]

27

—abp -9 =ab-=-2m = mtab.

2

Exemplu. Determinati

// (x2 +y2)dxdy, unde D = {(x,y); x>+ yz < 2ax} , a>0.
D

Solutie. Observam ca

2

P4y <2ax = x* - 2ax+y* <0 = (x —a) +y* < a’
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v

C (a, O)

Domeniul D este un disc cu centrul in C(a, 0) si cu raza a. Putem folosi urmatoa-
rea schimbare de variabild, similara coordonatelor polare, dar care ia in calcul si
pozitia centrului

= 6
{x afpcos , p€l0,a], 6¢€][0,2m].
Yy = psinf
Atunci
ox 0x
_|op 90 __|cos® —psinf B
dxdy = dy dy dpdf = sind pcosd dpd® = pdpd®.
dp 96

Urmeaza ca

// (x? + y?)dxdy = // [(a + 0 cosh)? + (osin 9)2} pdpdf
D [0,a] x[0,277]

= // [az 4 2ap cos 8 + p* cos? B + p? sin? 9] pdpdf
[0,a] x[0,277]

= // [az + 2apcos6 + pz} pdpdo
[0,a]x[0,277]

= // a*odpdf + // 200 cos Odpdh
[0,a]x[0,271] [0,a]x[0,271]

- // 0>dpd6
[0,a]x[0,277]

2 3 4 4
2 a a a 3ma
=a"-2n-—+2a- = -0+21- — =

“ 2 "3 0 4 2

Alternativ, se pot utiliza coordonatele polare
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v

= 6
g ch)s , NS [—E, n , dxdy = pdpdo.
y = psinb 272

In fapt, conform definitiei coordonatelor polare, ar fi trebuit ca 8 € [0, Z] (por-
tiunea de deasupra axei Ox)U[ ,27) (portiunea de dedesubtul axei Ox). Din
motive de periodicitate, putem insd inlocui ultimul interval cu [—7,0).

Rdmane sd determindm transformarea inegalitdtii care defme§te domeniul D
si sd determindm de aici valorile lui p.

x¥* +y* <2ax = p* <2apcosf = p < 2acosb.

Domeniul D se transformd atunci in domeniul D; definit prin

{(p,@) 0<p<2acosh,b8c[- i n]}

(
(

o
4

Urmeaza ca

// (x? + y?*)dxdy = /
/
/

2acos 9
/ p cos ) + (psin 9)2) pdp) do

2acos 6
/ o dp)

2acosf %
do = / 4g* cos* do

_r
2

I
IR N\:l
o

o)

(S B} ,\,‘;,

N\:u

0

a4/2 (%) 0

Il
W

N\::
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T

= a4/2 (1+2c0529—|—cosz29> do.
-2

Atunci
x> + yP)dxdy = a* : 140 + 2a* : cos 2046 + a* : Md@
(x” +y*)dxdy >
D -3 -3 -3
= a4+ 0+ 7T—a4 = 3ra’
B 2 2

5.4 Legatura intre integrala dubla si integrala curbili-
nie de specia II. Formula Riemann-Green
In cele ce urmeaza vom preciza legatura intre integrala curbilinie de specia II pe

o curba inchisa netedd pe portiuni si o anumitd integrald dubla pe domeniul plan
delimitat de acea curba.

Teorema 5.14. Fie D un domeniu de integrare simplu in raport atit cu Ox cdt si
cu Oy si fie C frontiera acestuia, orientatd pozitiv. Fie de asemenea P,Q : D — R

. ) . .. 0P .9
functii continue pe D pentru care derivatele partiale y si % sunt de asemenea
continue pe D. Atunci

d

PG dx+ QG iy = // > aQy<x iy

- (5 aQ S o) dudy

De remarcat faptul cd in membrul drept aparitia celei de-a doua integrale (trece-
rea de la integrala curbilinie la integrala dubld) se produce numai in conditiile
aparitiei in acel membru si a operatiei inverse, derivarea.

Demonstratie. Vom demonstra mai intai cd, daca D este simplu in raport cu Oy,
iar celelalte conditii din enuntul teoremei sunt indeplinite, atunci

// (x y)dxdy = / P(x,y)dx.

Intr-adevar, deoarece D este simplu in raport cu Oy,

D = {(x,y); ¢1(x) <y < ¢2(x), x € [a,D]},
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urmeaza ca
9 gp
-5 S ydxdy = ( A y)dy)
a @1(x) Yy

y=@2(x)
= —P(x, (PQ(X)) + P(X, 401(3())/
y=¢1(x)

Cum

) Jp
/ —a—(x y)dy = —P(x,y)
P1(x)

urmeaza ca
// (x y)dxdy = / —P(x, 2(x)) + P(x, 1(x))dx
b b
— / —P(x, pp(x))dx + / P(x, @1(x))dx
— _/A P(x,y)dx+/A P(x,y)dx
A A

2B, 1B1

:/A P(x,y)dx—l—/A P(x,y)dx.
By Az A1Bq

Deoarece pe segmentele Ay A; si B1By coordonata x este constantd, urmeaza cd
dx = 0 pe aceste segmente, deci

[ Pawdx= [ Payax=o,
A Ay BBy

// 9 ey = / - P(x,y)dx + / P(x y)dx
p 9y By Az AyAy

—i—/A P(x,y)dx—{—/P(x,y)dx
AlBl B1By

= /C P(x,y)dx.

lar atunci

Similar se poate demonstra ca

// (x, y)dxdy = / Qx, y)dy,

de unde concluzia. [ |
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In fapt, se poate demonstra ci nu este neaparat necesar ca D si fie simplu in
raport atat cu Ox cat si cu Oy, formula Riemann-Green avand loc si dacd D este
doar simplu conex. Demonstratia depdseste insd cadrul acestui curs.

Cu ajutorul acestei observatii, putem demonstra urmatoarea proprietate, care
finalizeaza demonstratia Teoremei 4.11 privind independenta de drum a integra-
lelor curbilinii in plan.

Teorema 5.15. Fie P,Q : D C R? — R continue pe D si derivabile partial, cu
derivatele partiale continue pe domeniul simplu conex D. Dacd are loc egalitatea

9 9
ox dy| =0 inD,
P Q

atunci / Pdx 4+ Qdy = 0 pentru orice curbd inchisd netedd pe portiuni (C) conti-

o C
nutd in D.

Formula de integrare prin pdrti in integrala dubla

Pentru P = 0si Q = uv, unde u,v : D — R sunt continue pe D si derivabile
partial in raport cu variabila x, obtinem ca

d ou v
//Dg(uv)dxdy—/cuvdy == //Davdxdy—/cuvdy—//Dugdxdy.

O formuld similard de integrare prin pdrti are loc si pentru derivate partiale in
raport cu variabila y.

Exemplu. Cu ajutorul formulei Riemann-Green, calculati

/ (y? — y)dx + Qxy + x)dy,
r

unde I’ este cercul cu centrul in origine si de raza 2, parcurs in sens trigono-
metric.

Solutie. Observam cd sunt indeplinite ipotezele formulei Riemann-Green. Ur-
meazad cd

/(y —y)dx + 2xy + x)dy = // dxdy,
y 2xy -|— X
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unde D este discul determinat de I'. Atunci
2 J d 5
[0 = px+ @xy+ 0y = | (L0507 -) dudy
r p \ox ay

= [[ (v + 0 - @y - axdy = [ 2axay

=2 // dxdy = 2aria(D) = 2 - m2% = 87t
D

5.5 Aplicatii ale integralei duble

5.5.1 Centrul de masa al unei placi plane

Placi neomogene

Teorema 5.16. Fie o placi planid neomogena cu grosime neglijabild, asimilabild
unui domeniu de integrare D, cu densitate variabild p(x,y). Atunci masa plicii este

m= [ ot mixdy

iar coordonatele centrului de masd al pldcii sunt

1 1
Xem = //D xp(x, y)dxdy, yem = //D yp(x, y)dxdy.

Sd notdm cd formulele corespunzatoare obtinute cu ajutorul integralei definite
sunt cazuri particulare ale celor de mai sus, atat din punctul de vedere al formei
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pldcii (un subgrafic al unei functii integrabile), cat si al densitatii sale, placa fiind
asumatd a fi omogend (cu densitate constantd).

Placi omogene

Pentru placi omogene, cu p(x,y) = p = constant, urmeaza ca

m:// pdxdy:p// 1ldxdy = paria(D),
D D

// xdxdy // xdxdy // ydxdy // ydxdy
_ JJD _ JMD _ JJD _ JJD

CM = = . , Yem = = ; .
// 1dxdy aria(D) // ldxdy aria(D)
D D

5.5.2 Momentele de inertie ale unei placi plane

si similar

X

Teorema 5.17. Fie o placi planid neomogena cu grosime neglijabild, asimilabilid
unui domeniu de integrare D, cu densitate variabild p(x,y). Atunci momentele de
inertie ale plicii in raport cu axele de coordonate sunt

I, = //D yzp(x,y)dxdy, I, = //D xzp(x,y)dxdy

iar momentul de inertie al pldcii in raport cu originea este

_ 2 2
Io = //D (2 + yP)p(x, y)dxdy.

Aplicatii

5.1. Determinati valorile urmdtoarelor integrale pe domenii dreptunghiulare
1

1)// Y __dxdy: 2)// dxdy:
[0,21x[01] 1 + x? y [011x[1,42] /(1 + x2)(1 — y?) Y
sin x 3,4
3) // dxdy: 4) // x2y3eX TV dxdy;
[0,%]x[0,%] COS* Y J il Y y

5) // e TSV cos ydxdy;  6) // [sin(x + y) 4 sin(x — y)]dxdy.
[0,31x[0,5] [0,F1x[0,5]
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5.2. Determinati valorile urmidtoarelor integrale pe domenii dreptunghiulare

X
1)[7‘ dxdy; 2)17‘ In(x + y)dxdy.
[01]x[0,1] 1 + xy y [0,1]x[1,2] ( y)ddy

5.3. Determinati aria domeniului plan mdrginit de dreapta (D) : y = x si de parabola
(P) : yz = X.

5.4. Determinati aria domeniului plan mérginit de parabolele (Py) : y = x? si (Py) :
2
Yo =x.

5.5. Determinati aria domeniului D,

D:{(x,y);Oﬁxﬁl,xSyﬁZ—xz}.

// xdxdy,
D

unde D este domeniul mirginit de parabola (P) : y = x? si dreapta (D) : y = x + 6.

//D (x2 + y)dxdy,

unde D este domeniul marginit de parabolele (Py) : y = x% si (P) : x> = v.

5.6. Determinati
5.7. Determinati

5.8. Determinati

x3 1
//Dyzdxdy, D {(x,y),x _y_x,l_x_Z}

5.9. Determinati
ﬂyw@, D= {(xyyx2+P <5y >2:).
5.10. Determinati
//D(ZX —yydxdy, D ={(xy);0<y<2x0<x<2}.

1. folosind faptul ci D este simplu in raport cu Oy;

2. folosind faptul ci D este simplu in raport cu Ox.
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5.11. Determinati

| sty D= {wmxzoyz Ay <),

folosind eventual faptul ci D este simplu in raport cu Oy.

5.12. Determinati
//L;(6x—5—x2—y2)dxdy, D:{(x,y);x2+y2—6x+5§0},
folosind eventual (dupd o arqumentatie a necesititii) schimbarea de variabili
x=3+pcosh, y=psinb.

5.13. Determinati

//D xydxdy, D= {(x,y); x>+ 4y? —4x —8y+4< O} ,
folosind eventual (dupd o arqumentatie a necesititii) schimbarea de variabild

x=2+2pcos, y=1+psin6.

5.14. Cu ajutorul coordonatelor polare, determinati

1. //\/xzqtyzdxdy, D:{(x,y);4§x2+y2§9}.
D

2. // In(1 + 2 +y2)dxdy, D = {(x,y);x2 —{—yz <9 x<0,y> O}.
D

3. // V4 —x?—y?dxdy, D= {(x,y);l <K+ <4, x>0,y < 0}.
D
5.15. Determinati
// x*ydxdy, D= {(x,y), Py <2x,x<1y> O} ,
D

1. folosind faptul ci D este simplu in raport cu Oy,
2. folosind schimbarea de variabildi

x=1+pcosh, y=psinb.
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5.16. Cu ajutorul formulei Riemann-Green, determinati

1. /(xy —y)dx + (xy + x)dy,
C

2. / x?dx + y*dy,
C

3. / e (—ydx + xdy),
C

unde (C) este cercul unitate (cercul cu centrul in origine si razd egald cu 1), orientat
pozitiv.

5.17. Cu ajutorul formulei Riemann-Green, determinati

1. /(y — sin x)dx + cos xdy, unde D = {(x,y);O <y<x x¢€ [O,g} }, iar (C)
C

este frontiera lui D, orientatd pozitiv.

2. /(x3 — 2xy)dx + (x3y+4y3)dy, unde D = {(x,y);y2 <2x,x €0, 2]}, iar (C)

C
este frontiera lui D, orientatd pozitiv.
3. / e*(14 cos x)dx +e¥(1+sin x)dx, unde D = {(x,y);0 <y < sinx, x € [0, 7]},
C
iar (C) este frontiera lui D, orientati pozitiv.

5.18. Cu ajutorul coordonatelor polare generalizate, determinati

[ x2 2 2P
—_—— = = —= s —_— —< > > .
//D 5 3 bzdxdy, D {(x,y), 2 + = L,Lx>0,y>0,, ab>0

5.19. Determinati
// VX — ydxdy,
D

unde D este domeniul marginit de triunghiul cu varfurile O(0,0), A(3,1), B(1, 1), folo-
sind eventual faptul cid D este simplu in raport cu Ox.

5.20. Cu ajutorul unei schimbdri potrivite de variabile, determinati

//D(x + y)z(x —y)dxdy,

D fiind patratul mdrginit de dreptele (D7) : x +y = =2, (D2) : x +y = 2, (D3) :
x—y=—-1,(Dy):x—y =23
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5.21. Cu ajutorul unor schimbdri potrivite de variabile, de tipul
x=p"cos"0, y=p"sin"6,
(gdsind valorile potrivite ale lui m, n pentru fiecare caz), determinati

1. // ydxdy, D = {(x/y)/ﬁ+ \/]7 <Lx>0y=> 0}-
D

2. [ wixdy, D = {3+ g7 < 13> 0,y > 0}
D



Capitolul 6

INTEGRALA TRIPLA

Pentru introducerea notiunii de integrald tripla a unei functii definite pe un do-
meniu de integrare din IR?, vom revizui constructia utilizatd pentru definitia in-
tegralei duble, trecAnd de la domenii plane (bidimensionale) la domenii spatiale
(tridimensionale). In acest capitol, prin domeniu de integrare vom intelege un
domeniu inchis si marginit (de o suprafats netedd pe portiuni) din IR, care are
volum, din nou fara a intra in detalii asupra notiunii de volum (practic, asupra
,madsurarii" volumului). Trecerea de la integrala dubla la cea tripla se va face in
principal inlocuind, in diverse notiuni si procedee, notiunea de arie cu cea de
volum.

Impartirea domeniului de integrare in subdomenii
Diviziuni (partitii) ale unui domeniu de integrare

Fie V C R3 un domeniu de integrare. Vom spune ci o multime ordonata de
domenii de integrare A = {V1, V5, ..., V,,} reprezinti o diviziune (sau partitie) a
lui V daca

2. ViﬂVj:@,pentruoricelgi,jgn,i#j.

Altfel spus, V se poate scrie ca reuniunea tuturor subdomeniilor Vi, V5, ..., Vy,
iar aceste subdomenii pot avea comune, doud cate doud, cel mult suprafete de pe
frontierd, intrucat au doud cate doud interioarele disjuncte.

Notatie

Multimea diviziunilor unui domeniu de integrare V se noteaza Dy .

188
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<\

v

Diametrul unui domeniu de integrare

Fie V C R® un domeniu de integrare. Numim diametru al lui V, notat 5(V),
distanta maxima dintre doud puncte ale lui V.

Norma a unei partitii
Fiind data o diviziune A = {V4, V3, ..., V,;}, vom numi normi a diviziunii A,

notatd ||A||, valoarea maximd a diametrelor 6(V1), 6(V2), ..., 6(Vy), adica

JA]l = max 8(Va).

1<i<n

Sisteme de puncte intermediare asociate
Fiind datd o diviziune A = {V3,V,,...,V,}, vom numi sistem de puncte in-
termediare asociat diviziunii A o multime ordonatd de puncte
C= {MllMZI- . -;Mn}/
astfel incat M; € V; pentru1l < i < n (in fiecare subdomeniu se afld cate un punct
intermediar).
Sume Riemann

Fiind date un domeniu de integrare V, o functie f : V — R, o diviziune A =
{V1,Va,...,V,} a domeniului de integrare V si C = {M;y, My, ..., M, } un sistem
de puncte intermediare asociat diviziunii A, M; = M;(«;, Bi.vi), 1 < i < n, vom
numi suma Riemann asociata diviziunii A si sistemului de puncte intermediare
C suma

oa(f,C) = ) flai, Bi, vi) vol(D;)
i=1

= f(a1, B1,71) vol(D1) + f(az, B2, v2) vol(D2) + ...
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+ f(“nr B, vn) vol(Dy)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmulteste cu volumul subdo-
meniului din care punctul intermediar face parte, adunandu-se rezultatele).

Consideratii asupra interpretdrii geometrice a notiunii de suma Riemann

Interpretarea geometricd a notiunii de suma Riemann nu mai este la fel de in-
tuitivd ca si cea a notiunilor similare pentru integrala definitd sau cea dubla, in
principal datoritd faptului cd in situatiile anterioare interpretarea geometrica se
tdcea cu ajutorul unei notiuni ,,cu o dimensiune in plus" fatd de multimea pe care
urma a se defini integrala. In spetd, o suma Riemann a unei functii definite pe
un interval putea fi interpretatd cu ajutorul unei arii, iar o suma Riemann a unei
functii definite pe un domeniu de integrare din IR? putea fi interpretats cu ajuto-
rul unui volum. Acum, o sumd Riemann a unei functii definite pe un domeniu
de integrare din R ar trebui interpretatd cu ajutorul unor notiuni referitoare la
spatiul IR%, adicd nu la un spatiu fizic, ci la un spatiu abstract.

Functii integrabile Riemann

Definitie. Fie V un domeniu de integrare, V C R?, si fie f : V — R. Vom spune
cd f este integrabild Riemann pe V (pe scurt, f este integrabila pe V') dacd exista
un numadr real I astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 exista 6, > 0 cu proprietatea ca

oricare ar fi diviziunea A € Dy cu ||A|| < J¢ si oricare ar fi sistemul de puncte
intermediare C asociat lui A, are loc inegalitatea

loa(f,C) — 1| < .

Integrala tripla

Numarul I de mai sus se numeste integrala tripla a functiei f pe domeniul

spatial V si se noteaza
// f(x,y,z)dxdydz.
1%

Sa observam si cd I, daca existd, este unic determinat.

Multimea V se numeste domeniu de integrare, functia f se numeste inte-
grand, iar variabilele x, y, z se numesc variabile de integrare. Expresia dxdydz se
numeste element de volum, notat uneori si cu dV.

Definitie alternativa

Are loc urmdtoarea echivalentd, cea de-a doua afirmatie putand fi utilizata de
asemenea ca definitie a integrabilitatii Riemann.
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Teorema 6.1. Fie V un domeniu de integrare, V. C R, si fie o functie f : V — R.
Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente.

1. f este integrabild pe V.

2. Oricare ar fi un gir de diviziuni (Ay)y>o ale lui V cu ||Ay|| — 0, impreund
cu un gir de sisteme de puncte intermediare asociate (Cy),>0, sirul sumelor
Riemann (o, (f, Cn))n>0 este convergent.

Din nou, se poate demonstra ca limita unui astfel de sir de sume Riemann nu
depinde nici de alegerea sirului de diviziuni (A;),>0, nici de alegerea sirului de
sisteme de puncte intermediare asociate (C;),>0. Valoarea (comund) a limitelor

reprezintd // f(x,y,z)dxdydz.
14

Domeniu de integrare cu volum nul. Integrala functiei nule

Cu ajutorul definitiei, tindnd cont de faptul cd toate sumele Riemann asociate
sunt nule, putem obtine urmdtoarele proprietati.

1. Fie V C R® un domeniu de integrare cu volum nul si fie f : V — R integra-

bild. Atunci
// f(x,y,z)dxdydz = 0.
1%

2. Fie V un domeniu de integrare. Atunci

/// Odxdydz = 0.
v

Fie V C R3 un domeniu de integrare. Conform definitiei, se obtine ca

///V ldxdydz = vol(V).

La fel ca si in cazul integralei definite si al celei duble, integrandu-1 pe 1 pe o
multime obtinem , mdsura" acelei multimi, in acest caz volumul.

Interpretare geometrica: volum

Legdtura intre integrabilitate si alte proprietiti ale functiilor

Din nou, functiile continue pe un domeniu spatial V C R3 sunt integrabile.
De asemenea, functiile integrabile pe un astfel de domeniu sunt marginite.
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Teorema 6.2. Fie V un domeniu de integrare, V.C R3, sifie f : V — R, f
continud pe V. Atunci f este integrabild pe V.

Teorema 6.3. Fie V un domeniu de integrare, V.C R3,sifie f : V — R, f
integrabild pe V. Atunci f este mdrginitid pe V.

6.1 Operatii cu functii integrabile

Fiind obtinutd printr-un acelasi tip de procedeu, integrala tripld pastreaza toate
proprietdtile integralei duble, atat pe cele in raport cu intervalul cat si pe cele in
raport cu functia.

Teorema 6.4. Fie V un domeniu de integrare, V.C R3, f,¢ : V - R, f, g
integrabile pe V, si c € R. Au loc urmdtoarele proprietiti.

1. Proprietatea de aditivitate

Functiile f + g si f — g sunt integrabile pe V, iar
] 6.2+ g6y, naxayiz = [If ey, axdyaz
14 14

+ // g(x,y,z)dxdydz
14

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv
|| 6.2 = g6y, naxayiz = [If e, axyaz
1 14

— // g(x,y,z)dxdydz
1%

(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).

2. Proprietatea de omogenitate

Functia cf este integrabild pe V, iar

///V cf(x,y,z)dxdydz = c // ; f(x,y,2z)dxdydz,
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(o constanta cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub integrala
inaintea integralei).

Condensat, formulele de mai sus pot fi scrise sub forma urmatoare.

Teorema 6.5. Fie V un domeniu de integrare, f,g: V — R, f, g integrabile pe V
sicy, ¢ € R Atunci cq f + cpg este integrabilid pe V si

///V (c1f(x,y,2) + c28(x, ¥, 2))dxdydz = c; // ; f(x,y,z)dxdydz
+ ¢ //V g(x,y,z)dxdydz.

6.2 Proprietdti ale integralei triple

6.2.1 Proprietiti in raport cu domeniul

Restrangerea domeniului de integrare

Teorema 6.6. Fie V un domeniu de integrare, V.C R3, sifie f : V — R, f
integrabild pe V. Atunci f este integrabili pe orice subdomeniu V4 C V.

Extinderea domeniului de integrare. Aditivitatea in raport cu domeniul

Teorema 6.7. Fie V un domeniu de integrare, V C R3, si fie f : V. — R. Dacil
domeniile de integrare Vi, Vy,. .., V, formeazi o diviziune a lui V, iar f este inte-
grabild pe V1, Vy, ..., Vy, atunci f este integrabilid pe intreg V, iar

//V f(x,y,z)dxdydz = //V1 f(x,y,z)dxdydz + //V2 f(x,y,z)dxdydz + . ..
+ // . f(x,y,z)dxdydz

6.2.2 Proprietiti in raport cu functia

Pastrarea inegalitatilor intre functii

Vom observa in cele ce urmeaza ca si integrala tripld pastreaza semnul functiei
de integrat si inegalitatile nestricte intre functii. In plus, inegalitatea stricta intr-
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un punct comun de continuitate al functiilor de integrat atrage inegalitatea strictd
pentru integrale.

Teorema 6.8. Fie V un domeniu de integrare, V. C R3,sifie f,g: V = R, f, g
integrabile pe V.

1. Dacid f(x,y,z) > 0O, pentru orice (x,y,z) € V, atunci
// f(x,y,z)dxdydz > 0.
v

2. Daci f(x,y,z) > g(x,y,z), pentru orice (x,y,z) € V, atunci

// gy 2ixdydz 2 // 8y Ddxdydz.

3. Daci f(x,y,z) > g(x,y,z), pentru orice (x,y,z) € V, si existd (xo, Yo, 2z0) €
V astfel ca

f(x0,Y0,20) > g(x0,Y0,20), 1ar f, g sunt continue in (xo, Yo, o),

atunci

// y f(x,y,2)dxdydz > // . g(x, y,z)dxdydz.

Corolar 6.8.1. Fie V un domeniu de integrare, V C R3, si fie f : V. — R, f integrabilii
pe V. Daci

m < f(x,y,z) <M, pentruorice (x,y,z) € V,

atunci

m - vol(V) < // f(x,y,z)dxdydz < M - vol(V).
1%

Corolar 6.8.2. Fie V un domeniu de integrare, V C R3, sifie f : V — R, f integrabilii
pe V. Atunci |f| este integrabili pe V, iar

’//V f(x,y,z)dxdydz

Teorema de medie

< //V |f(x,y,z)|dxdydz.

Teorema de medie pentru integrala tripld are o interpretare similara celei ob-
tinute pentru integrala dubld, aria domeniului fiind inlocuitd insd de volumul
acestuia.
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Teorema 6.9. Fie V un domeniu de integrare, V.C R3, sifie f : V — R, f
continud pe V. Atunci existd M(cq,cp,c3) € V astfel incit

// v f(x,y,z)dxdydz = f(c1,c2,c3) vol(V).

6.3 Calculul integralelor triple

Reamintim cd, pentru calculul integralelor duble, una dintre posibilele metode de
lucru era de a reduce calculul integralei duble la calculul succesiv a doud integrale
definite, utilizand pe rand cele doud variabile ca variabile de integrare. In acest
scop, se realizau o proiectie si o sectiune, domeniul numindu-se simplu in raport
cu axa paraleld cu domeniul de sectiune in anumite conditii cu suport geometric.

Ideea de a determina valoarea a unei integrale de ordin superior prin calculul
succesiv al unor integrale de ordin mai mic se pdstreaza si pentru integrala tripla.
Acum, proiectia se va realiza pe unul dintre planele de coordonate (si deci inte-
grala ,de proiectie” va fi o integrald dubla), iar sectiunea se va realiza paralel cu
una dintre axe (si deci integrala , de sectiune" va fi o integralad simpla).

6.3.1 Domenii simple in raport cu axa Oz
Fie V C R? un domeniu de integrare. V se numeste simplu in raport cu Oz daca

1. Proiectia lui V pe planul xOy este un domeniu de integrare D in R?.

2. Existd ¢1, ¢ : D — R continue astfel ca V' se poate scrie sub forma
V= {(x/yiz); 4’1(x/y) <z< (PZ(x/y)/ (x/y) € D} .

Cea de-a doua conditie reprezintd faptul cd orice paraleld la axa Oz prin M(x,y)
din proiectia lui V pe planul xOy taie frontiera domeniului V in cel mult doua
puncte, ¢1(x,y) fiind coordonata z (cota) punctului de intrare, iar ¢»(x,y) fiind
cota punctului de iesire. Cele doua puncte pot eventual si coincide.

Analog se definesc notiunile de domeniu simplu in raport cu Ox si de dome-
niu simplu in raport cu Oy.

Teorema 6.10. Fie V un domeniu simplu in raport cu axa Oz si fie f : V — R
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integrabild pe V. Daci I : D — R,

(PZ(x/y)
I(x,y) = / f(x,y,2)dz, pentru(x,y) € D,
P1(xy)

este bine definiti si integrabild pe D, atunci

// f(x,y,z)dxdydz = // </¢(z(x)y) fx,y, z)dz) dxdy.
P1ixy

La fel ca si in cazul integralei duble, ordinea de scriere a integralelor nu este
ordinea de calcul. Astfel, mai intai se calculeaza integrala interioara (cea in raport
cu z), iar abia apoi cea exterioara (cea in raport cu perechea de variabile (x, y)). In
particular, ipotezele asupra lui I sunt satisfacute daca f este functie continua.

Corolar 6.10.1. Fie V un domeniu simplu in raport cu axa Oz sifie f : V. — R continud
pe V. Atunci

P2(x, y)
// f(x,y,z)dxdydz = // (/ fx,y, z)dz) dxdy.
P1(x,y)

Formule de calcul similare celor enuntate mai sus au loc si pentru domenii
simple in raport cu Ox sau Oy. In situatia in care domeniul de integrare este sim-
plu in raport cu mai multe axe, alegerea uneia dintre formule se poate face pe
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considerente geometrice asupra formei domeniului sau pe baza formei particu-
lare a functiei.

Exemplu. Determinati volumul corpului V determinat de paraboloidul de
rotatie z = x? + y? si planul z = 4.

/

N

\V

Solutie. Avem ca

Vol(V):///Vldxdydz.

Domeniul este simplu in raport cu toate cele trei axe. Deoarece V este un corp de
rotatie in jurul lui Oz, iar proiectia lui V pe xOy este un disc (convenabil descris
cu ajutorul coordonatelor polare), vom folosi faptul ca V este simplu in raport cu
Oz.

Discul D de proiectie are raza egald cu cea a cercului de intersectie intre para-
boloid si planul z = 4, paralel cu planul xOy. Determindm acum raza cercului de
intersectie. Urmeaza ca

2.2

z=4
deci raza cercului de intersectie este R = 2, iar doua dintre coordonatele centrului
C sunt xc = 0si yc = 0. Cea de-a treia coordonata este zc = 4, intrucat cercul de
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intersectie este continut in planul z = 4. Discul de proiectie D are deci raza 2 si
centru O (proiectia lui C).

Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paraleld la axa Oz printr-
un punct oarecare (x, y) din domeniul de proiectie. Observam ca punctul de ,,in-
trare" in V al paralelei este situat pe paraboloidul z = x? 4 y?, in timp ce punctul
de ,iesire" este situat in planul z = 4. Urmeaza ca

vol(V) = ///V ldxdydz = //D (/ir . 1dz> dxdy.
X2ty

Calculam mai intai integrala interioard, obtinand ca

4
/ ldz =z
x2+412

4
=4 — (P +y?).
x2412

Atunci
vol(V) = //D (4 — (22 + y?))dxdy.

Intrucat D este un disc centrat in origine, pentru calculul integralei duble vom
folosi coordonatele polare, sub forma

= 0
{x pCf)S , p€l[0,2], 0¢€[0,2r], dxdy = pdpdo.
Yy = psinf

Urmeaza ca

vol(V) = // — (0? cos® 8 + p?sin” 0))pdpd6
0,2]x[0, 271

= // (4 — p*(cos? 6 4 sin’ 8))pdpd6
[0,2] x[0,27t]

= // (4 — p*)pdpdo
[0,2] x[0,27]

= </02(4 — pz)pdp) : (/Ozﬂwe) =1 - L.
I = /O 2(4 — 0*)odp = /0 2(4p —0%)dp = /0 2 dpdp — /O 2 pod

Deoarece
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2 2
4
P

4

16
4 4
0

27
12:/ 1d6 =6
0

vol(V) =4-2m = 8.

2

P

— 4
2

0
iar
27T

=27,
0

urmeaza ca

Exemplu. Determinati

// (x +y + z)dxdydz,
14

unde V este domeniul mdrginit de planelex =0,y =0,z =0six+y+z = 1.

N
Z
C(0,0,1)
® z=1-x-y
o B(0,1,0) R
]
D z=0 g
/ A(1,0,0)

Solutie. Domeniul V, reprezentat in figurd, este tetraedrul OABC, cu varfuri
0(0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1). EI este simplu in raport cu toate axele
de coordonate. Pentru calculul integralei, vom folosi faptul cd V este simplu in

raport cu Oz.
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Domeniul de proiectie este triunghiul OAB, impreuna cu interiorul acestuia,
domeniu notat in continuare cu D. Pentru a determina domeniul de sectiune,
ducem o paraleld la axa Oz prin M(x, y) oarecare din domeniul de proiectie. Deo-
arece punctul de intrare al paralelei se afld in planul xOy, obtinem cd Ziptrare = 0.
Deoarece punctul de iesire al paralelei se afld in planul x + vy + z = 1, obtinem ca
Ziegire = 1 — X — Y. Avem atunci

// ¥ Y+ Ddxdydz = //D ( /O ny(x +y+ z)dz> dxdy.

Calculam mai intai integrala interioard. Urmeaza ca

1-x—y 1—x—y 1—x—y 1-x—y
11:/ (x+y+z)dz:/ xdz+/ ydz+/ zdz
0 0 0 0

1—x—y 1—x—y 72 I=x—y
:x/ 1dz+y/ 1dz + —
0 0 2

z=1l—x—y
+yz

0

Z:1*X*]/ ZZl*X*]/

72

T2
z=0

1—x —y)2
2

Moty = S G

= Xz

z=0 z=0

=x(1-x—-y)+yl-—x—y+

De aici,

//V(x + v+ z)dxdydz = //D %(1 —(x+ y)z)dxdy

= % [ //D ldxdy — //D (x + y)zdxdy} = % {aria(D) - //D (x+ y)zdxdy} :

Cum D este un triunghi dreptunghic isoscel cu catete de lungimi egale cu 1, avem
ca aria(D) = %

Rdmane deci sd calculdm // (x + y)*dxdy. In acest scop, si observam ci do-
D

meniul de integrare D este simplu in raport cu ambele axe. Pentru calculul inte-
gralei duble, vom folosi faptul ca el este simplu in raport cu Oy.

Domeniul de proiectie (pe Ox) este intervalul [0,1], deoarece abscisa punc-
tului A este 1, iar cea a punctului O este 0. Pentru a determina domeniul de
sectiune, ducem o paraleld printr-un punct oarecare din domeniul de proiectie
la Oy. Deoarece punctul de intrare al paralelei se afld pe axa Ox, urmeaza cd
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Yintrare = 0. Punctul de iesire al paralelei se afld pe dreapta AB, a carei ecua-
— - -1
tie este X~ XA = Yy —Ya , sau r=- = Z, adici x +y— 1 — 0. Urmeazi ci
XB— XA YB— VYA -1 1
Yiesire = 1 — x. De aici,

//D(x + y)dxdy = /01 (/Ol—x(x _|_y)2dy) dx.

Calculdm mai Intdi integrala interioard. Avem ca

1—x 3 |y=l-x .3 3
24y = XY Y »_ 1, 3
| ey = =S - T =502
y=0
Atunci
1 1 aN |1
//(x-i-y)zdxdy:/ 1(1—x3)dx:1/(1—x3)dx:1 -
D 0 3 3 /o 3 4 0
1 1 1
—5(1—1)—1-
De aici,

11 1] 1
//V(x+y+z)dxdydz =5 [E_ﬂ — =

6.3.2 Domenii paralelipipedice

La fel ca si in cazul integralelor duble, formulele de calcul pentru integralele tri-
ple se simplificd n mod considerabil atunci cdnd domeniul de integrare este un
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paralelipiped cu laturile paralele cu axele de coordonate, nemaifiind necesara de-
terminarea domeniului de sectiune. Un astfel de paralelipiped poate fi scris ca un
produs cartezian de intervale sub forma

V = [ay,b1] x [ap, bp] X [as, bs],

unde [a1, b1], [a2, b2], [a3, D3], reprezintd intervalele de valori pentru abscisele, res-
pectiv ordonatele si cotele punctelor din V. In aceasta situatie, V este simplu in
raport cu toate cele 3 axe de coordonate.

N

z

Corolar 6.10.2. Fie f : [ay,b1] X [a2, by] X [a3,b3] — R, f continud. Atunci

b3
/// f(x,y,2)dxdydz = // ( flx,y, z)dz) dxdy
[a1,b1]x[a2,b2] % [a3,b5] [a1,b1]1x [a2,b7] as
by
= // ( f(x,y,z)dy) dxdz
[a1,b1]1x[a3,b3] \ /a2
by
= // ( f(x,y,z)dx) dydz.
[a2,b2]x[a3,b3] \ /a1

6.3.3 Domenii paralelipipedice si functii separabile ca produse

Dacd domeniul de integrare V este un paralelipiped cu laturile paralele cu axele
de coordonate, iar integrandul f se poate scrie ca produs intre o functie care de-
pinde doar de variabila x, o functie care depinde doar de variabila y si o functie

care depinde doar de variabila z, atunci integrala tripla /// f(x,y,z)dxdydz se
v

poate scrie ca un produs de integrale simple.
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Teorema 6.11. Fief 3 [611, bl] X [az, bz] X [a3, b3] — R,

feoy) = A() - L) - f(2),

unde f1, fa, f3 sunt functii continue. Atunci

/// f(x,y,z)dxdydz
[a1,b1]x[az,by] x[a3,b3]
- /// £ ) - fa@)dxdydz
[a1,b1]1x[az,b2] % [a3,b3]

by by bs
=( fl(x)dx) ( fz(y)dy) - ( / fs(y)dy)-

Exemplu. Determinati

/// sin x cos ydxdydz.
[0,51x[0,7]x[0,1]

Solutie. Domeniul de integrare este un paralelipiped cu laturile paralele cu axele
de coordonate, iar integrandul se separa ca un produs intre o functie doar de
variabila x, o functie doar de variabila y si o functie constantd, sub forma

sinxcosy = sinx-cosy - 1.
Urmeazad ca

T T 1
/// sin x cos ydxdydz = /2 sinxdx-/ cosydy-/ 1dz
[0,5]1x[0,71]x[0,1] 0 0 0

7T 1

[SE

=1-0-1=0.
0

*Z
0

= (—cosx) | -siny

0

6.3.4 Formula de schimbare de variabild in integrala tripla

In unele situatii, fie functia de integrat, fie forma geometricd a domeniului se
simplifica dupa schimbadri de variabile.

Schimbari de variabila (transformadri regulate)

Fie V; un domeniu de integrare marginit de suprafata inchisa neteda pe por-
tiuni S; si V2 un domeniu de integrare marginit de suprafata inchisd neteda pe
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portiuni Sp. Spunem cd V; se transforma in V; prin schimbarea de variabila (sau
transformarea regulata)

x = x(u,v,w)
T:<y=yuvw), (uo,w) €V,

z = z(u,v, w)
daca

1. T este bijectiva ca functie de la V; la V;.

2. Functiile x = x(u, v, w), y = y(u,v,w) si z = y(u, v, w) au derivatele partiale
de ordinul 1 si derivatele partiale mixte de ordinul al doilea continue.

3. Determinantul functional (numit determinant jacobian)

Jdx Jx Ox
ou Jdv ow
D(x,y,z) |dy dy 9y
D(u,v,w) lou ov ow
Jdz 0z 0z
ou Jdv ow

este nenul pentru (u,v,w) € V5.

A
w

v

Formula de schimbare de variabila

Teorema 6.12. Fie V; un domeniu de integrare mdrginit de suprafata inchisi netedd
pe portiuni Sy si Vo un domeniu de integrare mdrginit de suprafata inchisd netedi
pe portiuni Sy, astfel incit Vy se transformii in V; prin schimbarea de variabila
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(sau transformarea regulata)

x = x(u,v,w)
T:qy=yuow), (uo,w) € V.

z = z(u,v, w)

Fie de asemenea f : V1 — R o functie continud. Atunci

// f(x,y,z)dxdydz

/// flx(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v, w))‘ ll;)((x Y, 2)

In prima parte a membrului drept, variabilele vechi x, y si z se inlocuiesc in
functie de variabilele noi u, v si w. Cea de-a doua parte a membrului drept
reprezintd formula de transformare a elementului de volum, care poate fi scrisa
sub forma

dudodw.

D(x,y,z)

D, 0, ) dudvdw.

dxdydz = ‘

6.3.5 Coordonate sferice si sferice generalizate

Coordonate sferice

Fiind dat un reper cartezian Oxyz in spatiu, putem preciza pozitia unui punct
M ¢ Oz atat prin coordonatele sale carteziene (x,y,z), cat si prin coordonatele
sale sferice (p, ¢,0), unde

1. p reprezinta distanta intre M si O;
2. @ reprezintd unghiul neorientat intre raza vectoare OM si semiaxa Oz;

3. 8 reprezintd unghiul orientat intre Ox si OM;, M; fiind proiectia lui M pe
planul xOy, mdsurat in sens trigonometric.

In aceste conditii, legatura intre coordonatele carteziene (x,1,z) si coordona-
tele sferice (o, ¢, 0) este data de formulele

x = psin ¢ cos 6
y=psingsinf, p>0, ¢c[0,m], 0¢c][02m).

Z = pcos g
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De asemenea,

D(x,y,2z) _ |9y 9y dy
D(p,¢,0) |dp d¢ 96

o, . 9 . . Jd . .
a—(p sin ¢ cos ) @(p sin ¢ cos 0) %(p sin ¢ cos 0)

. . J , . . J, . :
= g(psmq)smé) @(psmqosmﬂ) %(psmq)smm

d d 9
a(p cos @) @(p cos ¢) g0 cos @)

singpcosf pcospcosf —psingsinf
= |singsinf pcos@sin® psin¢cosd
cos ¢ —psin @ 0

= p? sin ¢ cos? ¢ cos® § + p* sin’ @ sin” @ + p? sin ¢ cos® @ sin® O
+ p*sin® g cos? 6.
Grupand termenii doi cate doi, obtinem

D(x,y,z) 2 . 2 2 ) 2.3 .2 2
— 2T L = p”sin @ cos” @(cos” 0 + sin” B) + p” sin” @(sin” 0 + cos” 0
Do, 9,0) p-sing @( )+p @( )

= p?sin @ cos? @ + p*sin® ¢ = p? sin ¢(cos? ¢ + sin? )
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= p?sin ¢.

Formula de transformare a elementului de volum

De aici, obtinem urmatoarea formula de transformare a elementului de volum
pentru trecerea de la coordonate carteziene la coordonate sferice

dxdydz = p*sin dpdpdf.

Utilitatea coordonatelor sferice

Coordonatele sferice sunt utilizate in special pentru integrarea pe domenii
sferice (bile sferice), sau portiuni din aceste domenii, mai ales cand aceste do-
menii sunt centrate in origine. Din nou, in practicd, atat pentru p cat si pentru 0
vor fi folosite intervalele corespunzatoare inchise, intrucat inchiderea intervalelor
adaugd la domeniu multimi de volum nul, ceea ce nu modificd valorile integra-
lelor.

Exemplu. Determinati

// dxdydz

VST

unde V este domeniul spatial marginit de sferele (S1) : x>+ y> + 22 = 1si
(52) : xz—i—yz—i—zz =4,

-
-
Py

Solutie. Sfera (S1) are centrul in origine si raza Ry = 1, in vreme ce sfera (52) are
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centrul tot in origine si razd Ry = 2. Vom folosi coordonate sferice, sub forma

X = psin¢cos 0
y=psingsind, pe€[l,2], ¢<[0,r], 6¢€l02nr],
Z = [pCos @

dxdydz = p* sin pdpdpdo,

valorile maxima si respectiv minima ale lui p fiind deduse din faptul cd, intrucat
domeniul V este marginit de cele doud sfere, distanta dintre un punct al sdu si
origine este minimad si egald cu 1 cdnd punctul se afld pe (S1), respectiv maxima
si egald cu 2 cand punctul se afld pe (52). Atunci

\/x7-—|—y7-+z7- = \/pzsinzgocoszﬁ+p25in2gosin29+p2coszq)

= \/ 02 sin? p(cos? 0 + sin? §) + p2 cos? ¢ = \/ p2sin? @ + p2 cos? ¢
= \/pz(sin2 @ +cos? p) = +/p? =p.

Altfel, se putea observa direct cd /x? + y? + z2 reprezinta distanta intre punctul
curent M(x, y, z) si originea O(0, 0, 0), prin definitie egald cu p. Urmeaza ca

// fxdydz - = // . ! _dxdydz
v+ +2 V22 +2

—/// —-p sm(pdpdgodﬂ—/// p sin ¢dpd pdf
[1,2]x[0,7]x[0,277] £ 1,2]x[0,7] x[0,27]
o7 T 2
/ pdp - / sin pdg - / 1d6 = %

= 671.

=§-2-27'C

- (—cos @)

1 0

Exemplu. Determinati

/// \/ x2 + y? + 22dxdydz,
v

unde V este domeniul spatial definit prin

V= {(x,y,z);xz—kyz—kz2 < 42}.
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Solutie. Sa observam ca
PP+ <o+ P+ —dr+4<4e P+ +(z—22 <2

ceea ce Inseamna cd V este o bila sferica cu centrul in A(0,0,2) si de raza 2. Putem
folosi urmatoarea schimbare de variabild, similard coordonatelor sferice, dar care
ia In calcul si pozitia centrului

X = psin ¢ cos 6
y=psingsind , pe€[0,2], ¢<[0,n], 6¢€][02nr]
z=2+pcos¢
Atunci
ox dJdx OJx
dp 0¢ 00
D(x,y,z) _ |9y 9dy 9y

D(o,¢,0) |dp d¢p 06
i dz 0z 0z

dp dp 90
la fel ca si in cazul coordonatelor sferice, intrucat addugarea constantei 2 nu mo-
dificad valorile derivatelor partiale utilizate in calculul determinantului jacobian.

= p? sin pdpdpd,
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Deoarece

\/x2+y2+22 = \/(psin(pc:ose)z—|—(psinqosin€)2-l—(2—|—pcosgo)2

= \/ p2(sin? @ cos? @ + sin? ¢ sin? § + cos? @) + 4p cos ¢ + 4

= \/ 0p2(sin? @(cos? § + sin? 0) + cos? @) + 4p cos ¢ + 4

= \/p2(sin? ¢ + cos? ¢) + 4p cos @ + 4
= \/p2+4pcosg0—|—4,

urmeaza ca

/// \/ X% + y? + z2dxdydz
14
= /// \/p2 + 40 cos ¢ + 4 - p? sin pdpd pdf
[0,2] x[0,7t] x[0,277]

:// (/ \/p2+4pcosq)+4-pzsin(pd(p)dpdG.
[0,2]x[0,7] N0

%(p2 +4pcos @ +4) = —4psing,

Deoarece

aceastd din urmad derivatd putand fi pusd in evidentd sub integrald, este avan-
tajos sd integram mai intai in raport cu ¢ si sd folosim metoda de schimbare de
variabild. Pentru calculul integralei

7T
L = / \/pz +4pcos ¢ +4 - p?sin pde,
0
vom folosi deci schimbarea de variabila
u=p>+4pcosp+4 = du= —4psingde,

ceea ce conduce la

0% —4p+4 (0+2)?
11:/ \/ﬂ-(—£>duzg Vudu =
P2 +4p+4 4 4 Jip-2p (0—27

=2 (Vio+2° = o —2°) = £ (o +2° |~ [0 —2)%])..

Deoarece p € [0,2], urmeazi cd p — 2 < 0, iar [(0 — 2)°| = (2 — p). De aici

(0+2)

>~

3

uz

3
2

h=L((p+2°—@—pP) =40 +20%) =407 + e,
6 6 3
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Atunci

4
/// \/ X%+ y? + z?dxdydz = // <4p2 + p_) dpd6
% [0,2]x[0,7] 3

([ (e )an) ([ 70) = (55)

0

128
27T = _7r.

Alternativ, se pot utiliza coordonatele sferice

N

z

X = psin¢cost
y=psingsing , 6 < [0,2m].
Z = 0Cos ¢

Sa observam insa cd de aceasta datd ¢ € [0, 5], domeniul V aflandu-se in in-
tregime deasupra planului xOy. Sa determindm transformarea inegalitatii care
defineste domeniul V si sd determindm de aici valorile lui p.

X +yP 422 <dz e p* <4pcosg < p < 4cos g,
Domeniul V se transforma atunci in domeniul V; definit prin

1= {(p,go,G);O <p<4dcosgp, ¢E¢c [O,g], 0 c [0,27r]}.
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Urmeaza ca

4 cos ¢
/// \/ X2+ y? + z2dxdydz = // (/ 0% sin godp) dodf
x[0,27]

p=4cos ¢
- o
[0,3]x[027] 4 =0
7 27
=64 (/ cos4qosinqod(p) : (/ d9> — 641, - 27.
0 0

Cu schimbarea de variabila

- sin pddf = // 64 cos* ¢ sin pd pdf
0,31x[0,27]

u=cosp = du= —singpde,

0 1 U5
L = / ut(—du) = / utdy = —
1 0 5,

/// \/ X% + y? + 22dxdydz = %
14

Coordonate sferice generalizate

se obtine ca
1
1

7

de unde

Pentru domenii marginite de elipsoizi centrati in origine, sau portiuni ale aces-

tora, se pot folosi coordonatele sferice generalizate. Astfel, pentru un domeniu

2 .2 2
A

marginit de elipsoidul de ecuatie carteziana (E) : x_ + = 2 —|— = 1, vor fi folosite
coordonatele (p, @, 0) legate de cele carteziene prm relai;ule

X = apsin ¢ cos 0

y=bpsingsind , pec[0,1], ¢<[0,r], 6€]l0,2m).

Z = CpCOS ¢
Printr-un calcul asemdnator celui de mai sus se poate deduce c4, in acest caz,

D(x,vy,z)

— I — abcp?sing = dxdydz = abco? sin pdodpdb.
Dip, 9,0) o ¢ y 4 pdpdg
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Exemplu. Determinati volumul domeniului V definit prin

2 2 2
X Z
Vz{(x,y,Z);3+¥—6+E§1;zzo}.

QV

Solutie. Domeniul V este jumadtatea superioard a corpului eliptic marginit de

elipsoidul
2 20 2
x° Yyt oz
_ _— _— = ]_
9 + 16 + 5~ b

Vol(V):///Vldxdydz.

Vom folosi coordonatele sferice generalizate, date de

de semiaxe 3, 4, 5. Avem ca

x = 3psin ¢ cos
y =4psingsind, pe[0,1], (pE[O,%], 0 € [0,271],
z =5pcos ¢

intervalul de valori pentru ¢ fiind dat de faptul ca V este jumatatea superioara
(pentru cea inferioara ar fi trebuit ¢ € [7, 7]). In acest caz,

dxdydz = 3 - 4 - 50° sin pdpd pdf = 60p? sin pdpd pdf.
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Atunci

vol(V) = /// 1-600% sin pdpd pd6
[0,11%[0,%]x[0,27]

1 z 21 0’
:60-/ pzdp-/ sin(pd(p-/ 1d6 = 60 - =
0 0 0 3

:60-%-1-27124071.

27

NN

(~cos ¢)

1
0

0

6.3.6 Coordonate cilindrice

Fiind dat un reper cartezian Oxyz in spatiu, putem preciza pozitia unui punct
M ¢ Oz si prin coordonatele sale cilindrice (p, 6, z), unde

1. p reprezintd distanta intre proiectia M; a lui M pe planul xOy si O;

2. 6 reprezintd unghiul orientat intre Ox si OM;, mdsurat in sens trigonome-
tric.

3. zisi pdstreazd semnificatia.

o
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
o
~

Altfel spus, coordonatele cilindrice ale unui punct sunt coordonatele polare ale
proiectiei acelui punct pe planul xOy, la care se adauga coordonata z initiald. De
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remarcat faptul cd, pentru coordonatele cilindrice, p are o semnificatie diferita
fatd de cea avutd pentru coordonatele sferice.

In aceste conditii, legdtura intre coordonatele carteziene (x, y, z) si coordona-
tele cilindrice (p, 0, z) este datd de formulele

x = pcost
y=psinf, p>0 0¢c][0,2m), zeckR
z=z
De asemenea,
Jdx Jx Ox

d d d
% 90 oz ﬁ(pcose) %(pCOSQ) E(pcos@)

—g((;"’%)): g—z g—g g—z _ %(psin@) %(psin@) (.?—Z(psine)
0z 0z 0z 0 0

dp % 92 5(2) %(Z) E(z)
cosf —psinf 0O

= |sinff pcos® O] =p,

0 0 1

deci

dxdydz = pdpd¢pdo.
Utilitatea coordonatelor cilindrice

Coordonatele cilindrice sunt utilizate in special pentru integrarea pe dome-
nii cilindrice sau pe domenii de rotatie in jurul lui Oz (de exemplu, interioarele
unor conuri sau paraboloizi de rotatie). Din acelasi motiv ca si in cazul coordo-
natelor sferice, in practicd, atat pentru p cat si pentru 6 vor fi folosite intervalele

corespunzdtoare inchise.
/// xzdxdydz,
14

unde V este domeniul tridimensional definit de

Exemplu. Determinati

V={@y4<+P <% x>0,y>0,0<z<2}.

Domeniul V poate fi privit ca un cilindru cu raza a bazei 3, generatoarea paralela
cu Oz si indltime 2, din care se extrage un cilindru de acelasi tip, dar cu raza a
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A\

bazei 2, iar din rezultat se pdstreaza doar partea din primul octant. Vom folosi
coordonate cilindrice, date de

X = pcosf
y=psinf, pel23], 6¢lo, g], z€100,2], dxdydz = pdpdédz.
zZ=2Z

Atunci

/// xzdxdydz = /// p cos 0z - pdpdfdz
14 [2,31x[0,31x[0,2]

3 z 2 P 3
:/ pzdp-/ cosGdG-/ zdz = —

2 0 0 3
38

s
2 2

z
2
0

-sin 6
2

3

Exemplu. Determinati

/// Zdxdydz,
1%

unde V este domeniul tridimensional definit de

V={@y2?+y <A0<z<1}.

Solutie. Domeniul V este un con de rotatie in jurul lui Oz, cu varful in origine.
Desi V nu este un cilindru, coordonatele cilindrice sunt potrivite pentru repre-
zentarea lui V, datoritd caracteristicii acestuia de a fi corp de rotatie in jurul lui
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Oz. Vom folosi deci coordonate cilindrice, date de

x = pcost
y=psing, 6¢c[0,2n], zel[0,1], dxdydz = pdpdfdz.
z2=12

Ramane deci sd determindm intervalul de valori pentru p. Conditia x> + y? < 22
se transformad atunci in

(p cos 0)> + (psin 0)? < 7> = ,oz(cos2 0 +sin’0) < 2> = p2 < 2.

Tinand seama cd 0 < z < 1, p > 0, ultima conditie este echivalentd cu p < z.
Atunci

/// zzdxdydz = /// zzpdpdez, Vi={(,0,2);0 €[0,2m],p < z,0<z<1}.
1% 1

Deoarece domeniul V; este simplu in raport cu Oz, urmeaza cd

/// z2pdpdfdz = // (/ pzzdz) dpdf = // Z—
Vi [0,1]%[0,277] 0,1]x[0,27] 3
1 3 1 4
- Lot — p)dpdo = = / (0—pbdp) ([ 146

[01]x[027] 3 3 \Jo

1 2 5 1
—_<_‘__‘)
0

6.4 Aplicatii ale integralei triple

z=1
dodf
z=p

-Zn:z

6.4.1 Centrul de masa al unui corp

Corpuri neomogene

Teorema 6.13. Fie un corp neomogen V, asimilabil unui domeniu de integrare, cu
densitate variabild p(x,y, z). Atunci masa corpului este

mz// o(x,y,z)dxdydz
14
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iar coordonatele centrului de masd al corpului sunt

1 1
XCM = P ///pr(x, y,z)dxdydz, ycy = = //V yp(x,y,z)dxdydz,
ZeM = %///Vzp(x,y,z)dxdydz.

Corpuri omogene

Pentru corpuri omogene, cu p(x,y,z) = p = constant, urmeazd ca

m = /// pdxdydz = p/// ldxdydz = pvol(V),
14 D
si similar

/// xdxdydz /// xdxdydz // ydxdydz // ydxdydz
/// 1dxdydz vol(V) /// \dxdydz  VOlYV)
/// 2dxdydz /]/ zdxdydz
/// 1dxdydz vol(V)

Exemplu. Determinati coordonatele centrului de masd al corpului omogen
V definit prin

Zc

V= {(x,y,z); x2+y2—|—22 <R%z< 0}, unde R > 0.

Solutie. Corpul respectiv este jumatatea superioara a bilei sferice cu razd R cen-
tratd in origine. Atunci

/// xxdydz // ydxdydz /// 2dxdydz
/// 1dxdydz /// \dxdydz /// 1dxdydz

pentru calculul acestor integrale putand fi folosite coordonate sferice, date de

X = psin ¢ cos 6
y=psingsinf , pc[0,R], q)E[O,%T], 0 € [0,27],

Z = pCos ¢
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dxdydz = p?sin pdpdpdf.

Com volumul lui V este jumadtate din volumul unei bile sferice de raza R, adica
147R® _ 4nR3

5=3 - = —¢ ,urmeazd cd
/// psin@sin® - p2 sin ¢dopd¢d0
_ [0,R]x[0,71]x[0,27]
Xcm = pr
6
6 R 3 % ’ 27T

= : d / sin” @d / sin 040.

Deoarece

27T

2r
/ sin 6dO = (— cos 0) =0,
0

0
urmeaza cd xcpy = 0. Cu un rationament similar, putem obtine cd ycy = 0.
De fapt, la aceste concluzii se puteau obtine si observand cd axa Oz este axd de
simetrie pentru V. Atunci si centrul de masa se afld pe aceastd axa, deci xcp = 0,
ycm = 0, intrucat toate punctele de pe Oz au abscisa si ordonata nula.

De asemenea,

/// 0 cos @ - p? sin pdpd pdf
_ [0,R]x[0,7r]x[0,27]

ZCM = 47R3
6
6 R 3 % 27T
= — . do - i do - 140
1IR3 /0 P dp /0 sin ¢ cos @d¢ /o
= LBl o7 Zsin2¢de -0
27R® 4 /0 g S epae
0 0
3 R_4 1(—c082(p) 2 -
2R3 4 2 2 .
_ 6nRY (= cos2¢) 7_§.1_§
~ 167tR3 2 . 8 87

6.4.2 Momentele de inertie ale unui corp
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Teorema 6.14. Fie un corp neomogen V, asimilabil unui domeniu de integrare, cu
densitate variabild p(x,y, z). Atunci momentele de inertie ale corpului in raport cu
axele de coordonate sunt

Ix = ﬂ (y2 “F Z2)p(x/ ]// Z)dxdydz, Iy — /// (x2 + Zz)p(x’ y/ z)dxdydz
v v
L = // (> + yH)p(x,y, z)dxdydz,
1%
momentele de inertie ale corpului in raport cu planele de coordonate sunt

Loy = ///v 20(x, y, 2)dxdydz, Lo, = ///v x*o(x,y, z)dxdydz

Lo, = //V yzp(x, Y, Z)dxdydz,

iar momentul de inertie al corpului in raport cu originea este

Iy = // (x? 4+ y* + zH)o(x, y, 2)dxdydz.
v

Aplicatii

6.1. Reprezentati grafic urmdtoarele multimi

1)V = {(x,y,z);x2 +yt 422 = 25}; )V = {(x,y,Z);9 <4+ < 16};
JV =A@y +y* =9} HV={(y2;1<2>+y* <4},
5)V={y2z=x"+y} 6V={(xy222>2>+y};

7))V = {(x,y,z);z = \/x2+y2}; 8V = {(x,y,z);Zz < \/x2+y2}.

6.2. Determinati valorile urmdtoarelor integrale pe domenii paralelipipedice

1)/// xy 264 cos zdxdydz; 2)/// 1m—yezdxclydz
[0,1]x[1,2]x 1,e]x[2,3]x[0,1] X
3)/// smxcosydxdydz.

0,21x[0,1]

6.3. Determinati valorile urmdtoarelor integrale pe domenii paralelipipedice

1
1)/// —————dxdydz, 2)/// sin(x 4+ y + z)dxdydz.
[011x[12]x[1,3] (X + ¥ +2)? / [0,Z]x[0,Z]%[0,%] J y
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6.4. Determinati /// zdxdydz, unde V este corpul prismatic marginit de planele de

1%
coordonatele si de planele (Py) : z = hsi (Py) : x +y = R, unde h,R > 0.

/// z\/ X% + y2dxdydz,
14

unde V este domeniul mirginit de paraboloidul (P) : z = x* + y? si sfera (S) : x*> + y* +
22 =6.

6.6. Determinati /// \y? + z2dxdydz, unde V este corpul mdirginit de paraboloidul
1
(P):x= y2 + 22 si planul (Py) : x = 9.

6.5. Determinati

6.7. Cu ajutorul coordonatelor sferice, determinati

1. /// xyzdxdydz, V = {(x,y,2); x> + y* + 22 < 9,x,y,z > 0}.
v

2. // (Vx2 + 12+ zdxdydz, V = {(x,y,2);1 < x*+y* + 22 < 4,z > 0}.
14
3. // (x + y)dxdydz, unde V este domeniul mirginit de sfera (S) : x> + y* + 2> = 4
1
siconul (C) : z = \/x% + 2.

4. /// \/ 3+ (x2 + y2 + 22)3dxdydz, unde V este bila sfericit cu centrul in origine
14

sirazd 1.

6.8. Cu ajutorul coordonatelor cilindrice, determinati

1. /// zdxdydz, V. = {(x,y,2;1 <x*+y* <9,x,y > 0,0 <z < 1}.
v
2. /// 22dxdydz, V fiind domeniul mirginit de conul (c) : z = \/x2 + y2 si planul
1%
(P):z=4.

3. /// xy(1 — 2z)dxdydz, V fiind domeniul mdrginit de cilindrul (C) : x2 4 yz =1,
1%
paraboloidul (P) : z = x? + y? si planul (P;) : z = 0.

4. /// xydxdydz, V fiind domeniul mdrginit de paraboloizii (Py) : z = x> + y? si
14
(P):z=8—x2—1>
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6.9. Determinati

2P
/// zdxdydz, V= {(x,y,z);— +L +22<1,z> O} .
1% 9 4

1. folosind faptul cid domeniul este simplu in raport cu Oz;
2. folosind coordonatele sferice generalizate.

6.10. Determinati

/// zzdxdydz, V= {(x,y,z); x? + y2 <2z,0<z< 2} .
1%

1. folosind faptul cid domeniul este simplu in raport cu Oz;
2. folosind coordonatele cilindrice.

6.11. Determinati volumul corpului mdrginit de sfera (S) : x> + y? + z> = 8 si parabo-
loidul (P) : x*> + y? = 2z, situat deasupra planului xOy.

6.12. Determinati volumul corpului mirginit de paraboloizii (Py) : z = x* + y? si (Py) :
2—z=x2+y>%

6.13. Determinati coordonatele centrelor de greutate ale urmditoarelor corpuri omogene
1. Tetraedrul cu varfurile O(0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1).
2. Corpul mérginit de paraboloidul (P) : z = x> + y? si planul (Py) : z = 4.

3. Corpul mérginit de paraboloidul (P) : z = x> + y? si sfera (S) : x> + y* + 2% = 6,
situat deasupra planului xOy.
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ELEMENTE DE TEORIA
CAMPURILOR

7.1 Definitii si proprietati

7.1.1 Campuri scalare. Cimpuri vectoriale

Fie D C R3. Numim camp scalar pe D o functie (cu valori scalare) u : D — R.
Numim camp vectorial pe D o functie (cu valori vectoriale) F: D — Vj. Astfel,
oricdrui punct M € D i se poate asocia un scalar (in cazul cAmpurilor scalare),
respectiv un vector (in cazul cdmpurilor vectoriale). Atunci cand un astfel de
camp nu depinde decat de pozitia punctului M, el se numeste stationar, in cazul
in care el depinde si de alte variabile (de obicei de timp) numind-se nestationar.

7.1.2 Aspecte fizice

De exemplu, oricdrui punct de pe suprafata Pamantului i se poate asocia tem-
peratura in acel punct, obtindndu-se un camp scalar (evident, nestationar). Ace-
lasi lucru se poate realiza asociindu-i umiditatea relativa, presiunea atmosferica,
s.a.m.d.

Similar, oricdrui punct de pe suprafata Pdmantului i se poate asocia inten-
sitatea campului gravitational in acel punct (directionatd catre centrul de masa
al Pamantului, necesitdnd utilizarea unui vector pentru caracterizare completd),
obtindndu-se un camp vectorial (stationar). Acelasi lucru se poate realiza asoci-
ind viteza si directia vantului in acel punct (care, din nou, necesita utilizarea unui
vector pentru caracterizare completd), obtinandu-se insa in acest caz un camp

223



224 Capitolul 8 ELEMENTE DE TEORIA CAMPURILOR

vectorial nestationar.

Vom nota uneori u(M), in loc de u(x, y, z), (respectiv E (M), in loc de F (x,v,2))
pentru a sublinia dependenta cdmpului de punctul M, mai degraba decat de co-
ordonatele x, 1, z ale acestuia, in special in cazul in care cAmpul respectiv cores-
punde unei realitati fizice.

Campuri de componente

Fie un cAmp vectorial F : D — V3,
F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, ¥, 2)k.

Pentru determinarea acestui cAmp vectorial este deci necesara determinarea a trei
campuri scalare P, Q, R, numite cimpuri de componente.

Camp vectorial de clasi C*

Se spune ca F este camp vectorial de clasa Ck k>0, 1in situatia in care cam-
purile scalare (functiile) componente P, Q, R au aceastd proprietate.

7.2 Campuri scalare. Gradientul unui camp scalar

7.2.1 Suprafete de nivel

Fie u : D — R un camp scalar. Numim suprafata de nivel (suprafatd echipoten-
tialda) a cAmpului u locul geometric al tuturor punctelor lui D pentru care valoarea
lui # rdmane constanta.

Ecuatia unei suprafete de nivel

Suprafetele de nivel ale lui u au deci ecuatia u(x,y,z) = C, C € R. In parti-
cular, ecuatia suprafetei de nivel care trece printr-un punct dat My(xo, yo, zo) este
u(M) = u(Mp), unde M este un punct curent de pe suprafatd, forma analitica a
acestei ecuatii fiind u(x, y, z) = u(xo, yo, zo0)-

Sd observam de asemenea cd printr-un punct al domeniului D trece o singurd
suprafatd de nivel, in vreme ce doud suprafete de nivel oarecare fie coincid (daca
au acelasi C), fie nu se intersecteaza (daca ele corespund la valori diferite ale lui
0).

Exemplu. Fie campul scalar u : R® — R, u(x,y,z) = x> + y> + z%. Atunci
suprafetele de nivel u(x,y,z) = C, C > 0, sunt sfere cu centrul in O(0, 0, 0) si
razd v/ C, in vreme ce suprafata de nivel u(x,y,z) = 0 consta dintr-un singur
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| punct, anume originea O.

7.2.2 Derivata unui camp scalar dupa directia unui vector

Fiind dat un cAmp scalar #, dorim sd studiem variatia acestuia dupd o directie
datd, intr-o vecindtate a unui punct dat. Prin analogie cu cazul functiilor de o sin-
gurd variabild reald, pentru care studiul monotoniei se putea realiza cu ajutorul
derivatei, vom defini acum notiunea de derivata dupa o directie.
Fie u : D — R un cAmp scalar, fie My € D si fie ¥ un vector oarecare. Numim
s 1. a  die ot Lot , du o X
derivata a lui u in My dupa directia lui 7, notata ¥r , mdrimea care masoara
Mo
viteza de variatie a lui u In aceasta directie, raportatd la unitatea de lungime,

definita prin

du ) u(M) — u(Mp)
- = lim S
dv M, [MoM)—0 I[(MyM)

—— —
unde [(MyM) reprezintd lungimea orientatd a vectorului MyM,
o —
— |MoM||, pentru MoM = t7,t > 0,
I(MgM) = . s
—||MoM]|, pentru MoM = t7,t < 0.

9 9 . au
S3 observam cd —

do

ia in calcul, in fapt, nu doar directia, ci si sensul lui 7.
My

Monotonia unui camp scalar dupa directia unui vector

Observam atunci urmadatoarele

. du . . . .
e Daca T > 0, atunci campul scalar u creste Intr-o vecinatate a lui M
0
My

dupad directia (si sensul) lui 7,
du

e Daca 5 < 0, atunci campul scalar u scade intr-o vecinatate a lui My
v
My

dupa directia (si sensul) lui 7.

Legatura cu conceptul de derivata partiala

Conceptul de derivatd dupd directia unui vector il generalizeazd pe cel de

d

derivatd partiald. Astfel, pentru v = 7 obtinem ca _L; = %/ iar pentru 7 = 7,

respectiv @ = k, obtinem c& du_ ou respectiv du _ ou
P o ont i oy PN R T o
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Formula de calcul

Teorema 7.1. Daci u este de clasii C' pe o vecindtate a lui My, iar T = v17+ va] +
vsk este un vector nenul, atunci

du _ du (7 ou vy  du v 1)
dg |, ox |, gl "oy |, 118l oz |, 7] '
My My My My
o Ay Y1 U2 U3 . 1 . =
Intrucat & Tl Tal sunt componentele versorului director al lui 7 cu ace-
g)|” ||9]|” |7
lasi sens ca si ¥, membrul drept reprezintd produsul scalar dintre vectorul #i =
ou — ou - ou 7 . . . .
5 +5 |, T k normal la suprafata de nivel a lui u prin My si verso-
MO MO MO

rul asociat lui 7 cu acelasi sens ca si @.

Practic, valorile derivatelor partiale ale lui u, calculate in punctul My, se in-
multesc cu componentele corespunzdtoare ale versorului obtinut prin impartirea
lui 7 la norma sa, adunandu-se apoi rezultatele.

De asemenea, formula de mai sus se poate pune si sub forma

Ju

o+ ou +
cos 3y cos 3 e

Mo

cos 7y,
My

My My
unde cos «, cos B, cos y sunt cosinusii directori ai lui @.

Exemplu. Determinati derivata cAimpului scalar
u:RP 5 R, u(x,y,z) = x4+ x? — xXyz
in My(1, —3,2) dupa directia vectorului = 27 — 2] 4 k. Creste u intr-o ve-

cindtate a punctului My dupa directia lui 7, sau scade dupa aceasta directie?
Determinati ecuatia suprafetei de nivel a lui u pe care se aflda M.

Solutie. Calculdm mai intdi derivatele partiale ale lui u. Au loc relatiile

g—z = %(x3 + x?y — xyz) = 3x% 4+ 2xy — yz
g—; = %(x3 +x%y — xyz) = ¥* — xz

ou 0

Fr E(x3 + x%y — xXyz) = —Xxy.
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Precizam acum valorile acestor derivate partiale in punctul My. Pentru x = 1,
y = —3,z = 2, obtinem cd

ou
7 ay

a_u
"0z

= 3.
My

My My

De asemenea,

13] = /22 + (—2)2 +12 = V9 =33,

iar versorul asociat lui 7 cu acelasi sens ca si U este

1 1 .2 2. 1.
L G S(T—274R) = S7— 574 -k
R A A U VR
Atunci
du 2 <2> 1 1
Ml 3. ci (e (=2) 432 == >
i | 37D —3)+33=73>
0

Deducem de aici cd intr-o vecindtate a punctului My campul scalar u creste dupd
directia (si sensul) lui 7. Deoarece u(Mp) = 13 + 1?(=3) — 1(—3)2 = 4, rezulti ca
ecuatia suprafetei de nivel a lui u pe care se afla M este u(M) = 4.

7.2.3 Gradientul unui cAimp scalar

Fie u : D — R un cAmp scalar de clasd C!. Numim gradient al lui u cAmpul
vectorial definit prin

radu = a—u?+ a—uﬁ—k B_uE
& ©ox ay] 0z

Exemplu. Determinati grad u, unde u : R®> — R este cAmpul scalar definit
prin

u(x,y,z) = x>+ yz.

Solutie. Se obtine cd

_ 9.2 -, 92 -, 9.2 T 2T Tk
gradu = ax(x +yz)i + ay(x +yz)] + 8z(x +yz)k = 2x7+ zj + yk.

Exemplu. Determinati grad u, unde u : R®> — R este cAmpul scalar definit
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prin
u(x,y,2) = 22 +y?+ 22 = ||7|
(norma vectorului de pozitie 7 = x7+ y7 + zk atasat lui M(x, y, z)).

Solutie. Pentru (x,y,z) # (0,0, 0), se obtine ca

9 J d -

gradu = a(\/xz + Y2+ 227+ @(\/xz + >+ 227+ a—z(\/x2 +y? + z2)k
a 7+ Y 7+ z k

SIS

1 . . -
= (X7 4 y7 + zk).

oS

Are deci loc relatia

|~

grad([|7]}) = K 7 #0.

=~y

Gradientul ca vector normal

Sd observdm cd grad u |, (vectorul gradient calculat intr-un punct M) este
coliniar cu versorii normali la suprafata de nivel a lui u care trece prin punctul
M. In fapt, in ipoteza ca grad u | M, 7 0, unul dintre versorii normali este

- gradu [y,

4

ngad U | pg,
celalalt fiind —7i.
Proprietatea de proiectie

Conform (7.1), rezulta cd, pentru un vector 7 dat,

du
dd

B

= gradu |y, -

]| = pry(grad u |Mo)r
Mo

unde ,,-" noteaza produsul scalar a doi vectori. Obtinem cd derivata dupa directia
unui vector este proiectia scalara a gradientului pe acel vector.

Directia celei mai rapide cresteri (descresteri)

Conform (7.1), rezultd cd, pentru un versor @ dat,

= gradu [y, - T.
My

dd
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De aici, calculand derivata dupa directia versorului 7 (in fapt, directia gradientu-
lui), obtinem

du
dii

rad u
= gradu |y, -1 = gradu |, 8 g

My | ngadu | Mo ) ngad“ |MOH.

Deducem de aici cd directia lui 7 (in fapt, directia gradientului) este o directie de
crestere a lui u. Similar, directia lui —7 (in fapt, directia opusd gradientului) este
o directie de descrestere a lui u.

Deoarece

du

75 = gradu [y, -0 = ngadu |M0Hﬁ-z7: ngadu |M0Hc056,

0

unde 6 este unghiul dintre # si 7, obtinem atunci

cos 0.
My

Cum |cos 6| < 1, directia celei mai rapide cresteri (descresteri) a cimpului sca-
lar u este cea a unui versor al normalei la suprafatd. De asemenea, sensul de
crestere este sensul gradientului, sensul de descrestere fiind sensul opus gra-
dientului.

Exemplu. Fie cimpul scalar
u:R3 — R, u(x,y,z)= x2 —y2 + 72

si fie A(2,1, —2). Sd se determine suprafata de nivel ce trece prin A, gradien-
tul cdmpului scalar u in acest punct si un versor director al normalei in A
la suprafata de nivel a lui u. Precizati daca u creste sau scade dupa directia
acestui versor.

Solutie. Deoarece u(A) = 7, urmeazad ca suprafata de nivel a lui u care trece prin
A are ecuatia u(x,y,z) = u(A) = 7, adicd x> — y? + z> = 7, fiind un hiperboloid
cu o panzd. Deoarece

Jdu ou ou

5. — 2 7 5. — _2 7 = — 2 7

ox * y Yoz :
rezulta ca

grad u = g—Z?—k ?)_;q- g—;l% — 2x7— 2y] + 22k —> gradu |, = 47— 2] — 4k.
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Un versor director al normalei la suprafata de nivel a lui u care trece prin A este

. gradu |, 1 I N D
n= = (47— 27— 4k) = — (47— 27 — 4k)
lgradu o] ~ 21 (225 (a2 6
_ 2 1. 2
333"

Deoarece 7i are sensul gradientului, se obtine ca u creste dupa directia lui 7.

Proprietdti de calcul

Au loc urmatoarele proprietati, consecinte imediate ale proprietatilor deriva-
telor partiale cu ajutorul carora este definit gradientul (aditivitate, omogenitate,
formula de derivare a produsului, formula de derivare a raportului, regula lan-
tului).

Teorema 7.2. Fie uq, up doud campuri scalare de clasi C pe D si fie c € R. Atunci
1. grad(u; + up) = grad u; + grad uy;
2. grad(cuy) = cgrad(uy);
3. grad(uqup) = (grad uy)uy + ui(grad up),

iar dacd up # 0 are loc i
[Z5] 1
4. grad (—) = —l(grad u1)up — ug(grad uy)].

Fie de asemenea u un camp scalar de clasi C* pe D si fie ¢ : R — R o functie de
clasd C'. Atunci

grad ¢(u) = ¢'(u) grad u.

Exemplu. Dacd
7= x4 yJ + zk,

determinati f : [0,00) — R de clasd C! astfel incat 7- grad f(||7]]) = ||7||
pentru orice 7 € V3.

Solutie. Conform regulii lantului, rezulta cd

7:‘

grad f(I7ID = F/(I7) grad(I7l) = £ (UFD ey, 770
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De aici, pentru orice 7 # 0,

R N "A7D - FAFD o2 S 1
7-grad fIF) = - () = el = HEel e = ey ).
Urmeaza ca
FATDIF = 171> = FA7) = |7, 7 #0.
Atunci f'(4) = u pentru orice u € (0,00) (de fapt, prin continuitate, si pentru

2
u:0),iarf(u):/udu:%—I—C,CElR.

7.3 Campuri vectoriale. Divergenta si rotorul unui
camp vectorial
In cele ce urmeazd, vom incerca sa caracterizam atat ,intensitatea"”, cat si rota-

tia unui cdmp vectorial F. Ambele concepte vor fi mai usor de urmarit daca ne
imagindm campul vectorial respectiv ca descriind miscarea unui fluid. Intuitiv,

NANAYT 72727 NNV LY
NNAN KT S NN N VS
A N N I A A T
e L YN N T T YN N
O LV NN 7 NN
S LIV NNN S T NVNN

Figura7.1: F, B : R® — V3, Fi(x,y,2) = xT+ y], B(x,y,2) = —xT— yT

tigurile de mai sus, in care cAmpurile vectoriale respective sunt reprezentate cu
ajutorul unor sdgeti par sd descrie patru situatii distincte.

In prima, cAmpul vectorial pare a fi in expansiune, avand ca sursa principala
originea, care pare si ,,emitd" campul vectorial. In cea de-a doua, originea pare sa
,absoarba" campul vectorial. In cea de-a treia, cAmpul vectorial pare s execute
o miscare de rotatie in jurul originii. Toate aceste situatii sunt ,pure", in sensul
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Figura 7.2: F3,F; : R® — V3, B(x,y,2) = —yT+ &7, Fa(x,y,2) = (y — x)T— (x + )T

ca in primele doud exemple campul (sau fluidul) executd o miscare radiald (de
indepartare sau apropiere de centru), corespunzatoare , emisiei" sau , absorbtiei",
fara rotatie, In vreme ce in al treilea exemplu este executatd o miscare de rotatie.

In fine, cea de-a patra situatie este ,mixtd", in sensul cd sunt executate in ace-
lasi timp o miscare de rotatie si una de apropiere de centru (,,absorbtie").

Pentru a studia aceste fenomene (,,emisie" si ,absorbtie” pe de o parte), res-
pectiv rotatie pe de alta parte, vom introduce in cele ce urmeazd doi operatori
diferentiali, numiti divergenta si rotor.

7.3.1 Divergenta unui cimp vectorial
Fie F: D C R® — V3 un camp vectorial de clasi C,
F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, y, 2)k.

Numim divergenti a cAmpului vectorial F cdimpul scalar definit prin

.= OdP 9Q dR
leF_$+a_y+B_z'

In aceste conditii, referindu-ne la primele doua exemple,
- d d d
le(Fl) = a(X) + @(y) + E(O) =2>0,

.= 0 0 d
div(Ry) = S0+ 5 (9 + L0 = -2<0,
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deducand, intuitiv, faptul cd divergenta pozitiva este asociatd unor fenomene de
,emisie", iar divergenta negativa unora de ,,absorbtie" (o justificare mai detaliata
va fi oferitd ulterior). Ceea ce este poate mai putin intuitiv este faptul cd toate
punctele domeniului ,emit", respectiv ,,absorb", originea nefiind singurul punct
cu aceastd proprietate, asa cum pare sd indice desenul.

De asemenea,

- 0
div(F3) = aa—x(—y) + @(x) + aa_z(O) =0,

.= d d )
div(Fy) = S =0+ 5 (X =P+ S0 = -2 <0,

ceea ce confirmad intuitia initiald (in al treilea exemplu are loc doar o miscare de
rotatie, fard ,emisie" sau ,absorbtie", iar in cel de-al patrulea are loc o ,absorb-
tie").

S observam ci putem defini similar si divergenta unui camp vectorial G :
E C R? — V,. Astfel, daci G:E— V; este un camp vectorial de clasa cl,

G, y) = P(x,y)i+Q Y],
vom numi divergentd a cimpului vectorial G cAmpul scalar definit prin

. = JdP 9Q
le G == g + @
Campuri vectoriale solenoidale

Fie F : D — V3 un camp vectorial de clasi C'. Spunem ci F este solenoidal
in D daca div F este identic nul in D.

Conform cu observatiile anterioare, un camp solenoidal este un camp fara
surse (pozitive sau negative, adicd atat fara ,emisie" cat si fara , absorbtie"). Sa
observam cd, utilizand notatiile de mai sus, I% este un camp vectorial solenoidal.

Proprietiti de calcul

Au loc urmaétoarele proprietati.

Teorema 7.3. Fie Fy, F, doui campuri vectoriale de clasi C' pe D, fie u un camp
scalar pe D gi fie c € R. Atunci

1. div(F; + B) = div(F) + div(E);

2. div(cF)) = cdiv(E);
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| 3. div(uFy) = (gradu) - i + u div(Fy).

Ultima formuld este un rezultat analog formulei de derivare a unui produs, cu
deosebirea cd lui u, fiind un cdmp scalar si nu unul vectorial, nu i se poate aplica
divergenta.

Exemplu. Determinati div E,unde F: D — Vj; este campul vectorial definit
prin
F(x,y,2) = xT+yj+ zk

(7 = x7+ yj + zk reprezinti vectorul de pozitie atasat lui M(x, y, z))

Solutie. Se obtine ca

. = 0 0 0
divF = g(x)+@(y)+a—z(z) =1+1+1=3.
Are deci loc relatia
div(7) = 3.

Exemplu. Determinati div F, unde F : D — V3 este cimpul vectorial definit
prin
F(x,y,2) = |[FII*7

(7F=x1+yr+ zk reprezintd vectorul de pozitie atasat lui M(x,y, z))
Solutie. Se obtine cd
div F = div(||7||*7) = grad(||7||%) - 7 + ||7]|? div(7).

Cu notatia ¢(x) = x?, deducem

|~

grad(|[7]%) = grad ¢(|[7]) = ¢'(|[7])) grad |7]| = 2|[7|l;zr =27, 7 #0.

=~

Deoarece
divy =3,

rezulta ca
div F = 2774 3||7)|* = 2||7]|* + 3]|7||> = 5|7

Solutie alternativa. Observam ca

F(x,y,2) = (&* + y* + 2)(xT+ y] + zk)



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 235

= x( + ¥+ D)+ Y+ + D+ 20+ + 2k,

si atunci
div(F) = (2 + 12 + 20 + (2 4+ 12 + ) + (2 + 2+ 2)2)
ox oy 0z
:2x2+(x2_|_y2+22)+2y2+(x2+y2+22)+222+(x2+y2+22)

= 5(x? + y2 + 22).

7.3.2 Rotorul unui camp vectorial

Fie F : D — V3 un camp vectorial de clasi C?,

F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, y, 2)k.

Numim rotor al campului vectorial F campul vectorial rot F definit prin

&

-(5-%)

—

1

Jdz  Ox

()5 (22

rotﬁ =

NS~
QO &y -
Yl =

Referindu-ne la exemplele de mai sus,

rot Fy = = (%(0) - a%(y)) 7+ <%(x) - %(0))7

=2 Hlo ~
< o~
o Flo =

(5500 550)F =0

similar observandu-se ca rot [, = 0. Aceasta confirmd, din nou, intuitia initiala

(lipsa fenomenenului de rotatie din primele doua exemple). In plus,

ro’cl-?;»j = = (aa—y(O) — %(x)) 7+ (%(_y) _ aa_x(o)> 7

Flo =~
R Yo —y
o Yo =

—y
+ (%(x) - %(—y)) k = 2k,
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- (%(0) - %(—x - y)) I+ (aa—z(y —X) = %(@) 7

o Yo =1

d 0 - >
+ (a(—x —VY) — @(y — x)) k = —2k.

Notatie alternativa

In loc de rot F se mai foloseste si notatia curl F (,,to curl”, din limba engleza,
inseamna ,a se rasuci', ,,a se ondula").

Campuri vectoriale irotationale

Fie F : D — V3 un camp vectorial de clasi C!. Spunem c4 F este irotational
in D daci rot F este identic nul in D.

Sa observam cd, utilizand notatiile de mai sus, F si F, sunt cAimpuri vectoriale
irotationale.

Proprietati de calcul

Au loc urmaétoarele proprietati.

Teorema 7.4. Fie Fy, F, doud campuri vectoriale de clasi C! pe D, fie u un camp
scalar de clasii C pe D si fie c € R. Atunci

1. rot(F; + E) = rot(F;) + rot(E);

2. rot(cEy) = crot(Ey);

3. rot(uﬁl) = gradu X 151 + urot ?1.

Ultima formuld este, din nou, un rezultat analog formulei de derivare a unui

produs, cu mentiunea cd lui u, fiind un camp scalar si nu unul vectorial, nu i se
poate aplica rotorul.

Exemplu. Fie cdimpul vectorial [:R3— V;,

F(x,y,2) = (y + 2)T+ (z + 07 + (x + y)k.

Demonstrati ci F este atat irotational, cat si solenoidal.
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Solutie. Se obtine ca

77 K
F—| 2 9 9
rot F = ox ay 0z

y+z z+x x+y
_ (9 _9 )~ (3 9 >H
_(ay(x+y) az(Z”) Lt az(y“) ax(”y)]
0 0 -
—I—(a(z—l—x)—@(y-i—z) k
=(1-1)7+1 -1+ @1 -1k =0.

Are deci loc relatia
rot(ﬁ) =0,

campul vectorial F fiind irotational. De asemenea
divF = a( +z)+ J (z 4 x) + a(x+ )=0+04+0=0
VET Y Ay azo VT -

Are deci loc relatia
div(F) = 0,
campul vectorial F fiind si solenoidal.
Exemplu. Determinati rot E,unde F : R3 — V; este campul vectorial definit

prin
F(x,y,2) = xT+yj+ zk

(7 = x7+ yj + zk reprezinti vectorul de pozitie atasat lui M(x, y, z)).

Solutie. Se obtine ca

T 7 k
rotF = % % %
x Yy z

d d . d d . d d -

= (570~ 50) 7+ (5209 - 520 7+ (5200~ 55

Are deci loc relatia
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Exemplu. Determinati rot ﬁ, unde F: D — V3 este campul vectorial definit
prin
F(x,y,z) = ||7||°7

(7 = x7+ yj + zk reprezinti vectorul de pozitie atasat lui M(x, y, z))

Solutie. Se obtine ca
rot F = rot(||7]|*7) = grad(||7||?) x 7+ ||7]| rot(¥).

Cu notatia ¢(x) = x2, obtinem

H

grad(|[7]%) = grad ¢(|[7])) = ¢'(|7])) grad |7]| = 27|l = 27, 7 #0.

=l

Deoarece
rot7 =0,

urmeaza ca
rotF =2 x7¥+0=0.

Solutie alternativa. Observam ca

F(x,y,2) = (X2 +y* + 2 (T + y7 + zk)
= x( + Y2 + T+ y? + P+ DT+ + 7 + 2,

si atunci
7 7 k
T 0 0 0
I‘Ot(F ) = a 8_ a—

x(x? —l—y +2%) y(x —l—y +2%) z(x? -|—y +2%)
( z(x* +y* +2%) — J (y(x +y +z2)))

( (G0 P+ 2) — (P 4y 4 )T

J 2 .2 2y 2 ,.2, .2 > 7
+(a(y(x +y°+2z9) @(x(x +y +2z9) )k
= Qyz — 2yz)T+ (2zx — 2zx)7 + (2xy — 2xy)E =0.
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Exemplu. Fiind dat un camp scalar u, precizati daca urmatoarele operatii au
ca rezultat scalari, vectori, sau nu sunt bine definite

1. div(rotu), 2. grad(divu), 3. div(grad u), 4. rot(grad u).

Solutie. Operatia 1 nu este bine definitd, Intrucat rot u nu este bine definit (roto-
rul se poate aplica unui camp vectorial, nu unuia scalar).

Operatia 2 nu este bine definitd, intrucat div u nu este bine definit (divergenta
se poate aplica unui cAmp vectorial, nu unuia scalar).

Operatia 3 este bine definitd, cu rezultat un scalar (divergenta vectorului grad u
este un scalar).

Operatia 4 este bine definitd, cu rezultat un vector (rotorul vectorului grad u
este un vector).

Exemplu. Fiind dat un cAmp vectorial F, precizati dacd urmatoarele operatii
au ca rezultat scalari, vectori, sau nu sunt bine definite

1. rot(grad F), 2. grad(div F), 3. div(rot F), 4. rot(div F).

Solutie. Operatia 1 nu este bine definitd, intrucat grad F nu este bine definit (gra-
dientul se poate aplica unui cdmp scalar, nu unuia vectorial).

Operatia 2 este bine definita, cu rezultat un vector (gradientul scalarului div F
este un vector).

Operatia 3 este bine definitd, cu rezultat un scalar (divergenta vectorului rot F
este un scalar).

Operatia 4 nu este bine definitd, intrucat rot(div F) nu este bine definit (rotorul
se poate aplica unui cAmp vectorial, in timp ce div F este unul scalar.

7.3.3 Operatorul V al lui Hamilton

Operatorii de baza ai teoriei cdimpurilor mentionati mai sus, anume grad, div
si rot, se pot exprima sub o forma simplificatd cu ajutorul urmatorului operator
diferential V, numit si operatorul lui Hamilton,

Jd, Jd_, 0=

Acest operator poate fi gandit ca un vector simbolic, cu conventia cd produsul

, o : . J
fiecaruia dintre simbolurile —, —, —
ox" oy’ 0z
partiald corespunzdtoare a acestei functii.

cu o functie (cAmp scalar) u este derivata
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Exprimarea gradientului

Astfel, pentru un camp scalar u de clasa C L

Jd, OJ_, O0- _Buq ou._, au—»_
Vu—<£l+@]+£k>u—al+@ +$k—gradu,

operatie care trebuie ganditd similar Inmultirii dintre un vector si un scalar.
Exprimarea divergentei
Similar, pentru un cAmp vectorial F de clasi C?,
F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x,y, 2)k,

rezulta ca
= (0. 0, 8—») . . > dP 9Q OJR . =
V.F_<$1+@]+$k <P1+Q]+Rk>—ax+ay+az—dlvF,

operatie care trebuie ganditd similar produsului scalar a doi vectori. Sa remar-
cam, totusi, ca operatia respectiva nu este comutativa. Intr-adevar

= d 0 d
F-V=P— — + R—.
v ox + Qay + 0z
Exprimarea rotorului
De asemenea
T 7 k
Vxﬁ:% % aa—zzrotf,
P Q R

operatie care trebuie gandita similar produsului vectorial a doi vectori.
Retinem deci

= =

Vu = grad u, V.-F=divF, V x F =rotF.

7.3.4 Operatorul A al lui Laplace

Prin analogie cu operatorul V al lui Hamilton, putem introduce urmatorul ope-
rator diferential A, numit si operatorul lui Laplace, sau laplacian

02 9% 92

A=—=+5+-5.

a2 T Iy? oz
2 9 &
o2 9y a2
cu o functie (cAmp scalar) u este derivata partiald corespunzdtoare acestei functii.

Din nou, se face conventia cad produsul fiecaruia dintre simbolurile
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A aplicat unui cdmp scalar
Astfel, pentru un camp scalar u,

C\ox2 oy?  9z2 )7 9x2  9y?  09z2

Se observa cd, in fapt,

div(grad u) = div (a—uT+ a—uj'—i— a—“%) _9 <8u> + 9 <a_u) + 9 (E)u)

ox  dy’ 0z ox \dx oy \dy oz \ 9z
_ %u L 0%u n Pu Au
Cox2 oy 9z2

Altfel scris,
Au =YV -(Vu) = Vu

A aplicat unui cdmp vectorial
Pentru un caAmp vectorial F,
f(x, y,z) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)]T + R(x,y, Z)E,
rezultd ca

AF = A(PT+ Q7 + RK) = (AP)7+ (AQ)] + (AR,

operatorul A aplicandu-se pe componentele lui F.

7.3.5 Productivitatea unui domeniu si circulatia unui camp vec-
torial
Productivitatea unui domeniu

Fie F : D C R® — V3 un camp vectorial de clasd C!. Vom numi productivitate

a domeniului V C D cantitatea // div FdV.
1%

Circulatia unui cdamp vectorial

Vom numi circulatia cAimpului vectorial F de-a lungul curbei (I) C D mari-
mea (scalard)

C:/fwﬁ:/PM+Q@+Rﬂ.
r r
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Observam cd daca E este un camp de forte, atunci C reprezinta lucrul mecanic
efectuat de F de-a lungul lui (T).
Sd presupunem acum ca (I') mdrgineste un domeniu plan D;. Definim atunci

1 -
=——— | F-dr
Con aria(Dl)/r r

ca fiind circulatia medie pe unitatea de arie a lui D;.

7.3.6 Definitia revizuita a rotorului

Putem defini atunci rotorul unui cAmp vectorial F, nu neaparat de clasi C!, pre-
cizand proiectia (scalard) a lui pe un versor arbitrar 7 din V3 cu ajutorul formulei

= 1 F
gTotF(M) = lim  ~——-o | F-d7,
pr;; rot F(M) aria(lDIS—ﬂ) aria(Dl)/F '
MeDq

(T') fiind curba inchisa care margineste D1, un domeniu continut intr-un plan per-
pendicular pe 7, atunci cand aceastd limita exista.

Daci F este un camp vectorial de clasi C', aceastd definitie se reduce la defi-
nitia initiald. Totusi, aceasta din urma definitie precizeaza sensul fizic al rotorului
ca fiind circulatia infinitezimala pe unitatea de arie.

7.4 Campuri vectoriale particulare

Vom incepe prin a mentiona cateva proprietdti de legdtura intre gradient, diver-
gentd si rotor.

Teorema 7.5. 1. Pentru orice cimp scalar u de clasd C?,

rot(grad u) = 0.

2. Pentru orice cAmp vectorial E de clasi C2?,

div(rotF) = 0.

Demonstratie. 1. Fiind dat un cAmp scalar u de clasd C?, si observam ca

— — E

; g) 3 ?u  u ., ?u  Pu .
rot(gradu) = |37 v 32| = — T+ _ j

ﬁ ﬁ ﬁ dyoz  9dzdy 0z0x  0x0z

Jx dy 0z
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Pu  Pu \- =
i <8x8y a ay8x> k=0,
conform egalitdtii derivatelor partiale mixte ale lui u.
2. Fiind dat un camp vectorial F de clasa C2?,
ﬁ(x, y,z) = P(x,y,z)T+ Q(x,y,2)T + R(x,y, Z)E,

sd observdm ca

div(rot F) = div KG_R - 8_Q> 7+ (a—p - a—R> 7+ (a—Q — 8_P> ﬂ

dy 0z oz Odx ox  dy
_ 2 (R0, 0 (0P aRY 0 (0 o)
- 9x \dy 0z oy \dz  ox dz \ox  dy

__%R__¥Q4_¥P__¥R4_¥Q__¥P
~ 9xdy 0xdz Oydz Jydx 0zdx  0zdy
—0,

conform egalitdtii derivatelor partiale mixte ale lui P, Q, R. [ |

7.4.1 Campuri potentiale
Fie un camp vectorial F:D— Vs,
F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, y, 2)k.

Vom spune cd F este un camp potential daci el este gradientul unui cAmp sca-
lar, adicd existd u : D — R astfel ca F = grad u, campul scalar # numindu-se
potentialul sau functia de fortd a cimpului vectorial E.

Legdtura intre potentialul unui cAmp vectorial si potentialul unei forme dife-
rentiale

Se observi de aici ci daca F este un cAmp potential,
F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, y, 2)k.

iar u este potentialul sdu, atunci

ou ou Ju
FPARECI MR M

Altfel spus,
F(x,y,2) = P(x,y,2)7T+ Q(x,y,2)] + R(x, y, 2)k
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este un camp potential dacd si numai daca forma diferentiald asociata
dF = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz

este formd diferentiald exactd, iar u este un potential pentru F dacs si numai
dacd este un potential pentru dF. Obtinem atunci urmdtoarea consecintd a Te-
oremei 4.10.

Teorema 7.6. Fie F : D C R® — R un camp de clasi C* pe domeniul simplu conex
D. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente.

1. / F - d7 este independentd de drum in D.

2. / F.-dF =0 pentru orice curbd inchisd netedi pe portiuni (C) continutd in
C
D.

3. F este camp potential.

4. F este camyp irotational.

Dacd D nu este simplu conex, atunci primele trei conditii sunt echivalente, iar cea
de-a patra este o conditie necesara pentru celelalte trei, nu neapdrat si suficienta.
In plus, are loc urmdtoarea formuld de calcul, similard formulei Leibniz-Newton
pentru integrala definita.

Corolar 7.6.1. Fie F : D C R® — R un cimp potential pe D si fie AB o curbi netedi
pe portiuni in D. Atunci

//TB ﬁ -dr = M(xB, ]/B/ ZB) - u(xA/ yA/ZA)/

unde u este potentialul lui F.

Exemplu. Fie cdimpul vectorial F:R® — V3 definit prin
F(x,v,2) = xyz(yz7 + zx7 + xyk).

Demonstrati ci F este un camp potential si determinati un potential al aces-
tuia.
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Solutie. Observam ca

F(x,v,2) = xy?2%T+ x2y22] + x>y?zk,

iar
r7F
r—| 9 9 9
rot F = ox ay 0z
xy’z? x*yz? x*y’z

_azz_az2>~ (8 22y 9 22)~
= (ay(x y°z) aZ(x yz9) | T+ aZ(xy z°) Bx(x yz) |7
d .2 2 9, 23 )*
+ (530292 - P2 )
= (2x%yz — 2x%y2)T + (2xy*z — 2xy%2)] + (xyz? — 2xyz?)k = 0.
Urmeaza ci F este irotational si, fiind definit pe intreg IR? (care este simplu conex),
este si cAmp potential. Fie u potentialul sdu. Atunci

Ju 2 2

ou ou _ o o O _ o9
5 = W ay—xyz, 5, =Xz

Deducem cd ,
u= /xyzzzdx = Exzyzzz + ¢1(y, 2).

Observam ca u(x,y,z) = %xzyzz2 verificd toate cele trei egalitdti, fiind deci un

potential al lui F.

Exemplu. Fie campul vectorial F : R® — V3 definit prin

F(x,y,2) = (x +y + 2)(xT+ y] + Zk).

Demonstrati ci F nu este un camp potential.
Solutie. Observam ca

F(x,y,2) = (4 xy + x2)T+ ( + yx +y2) + (& + 2x + zy)k,

iar

Flo—t
o =

7
rot F = % %2
X>+xy+xz vP+yx+yz z2+zx+zy
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= (i(zz+2x+z )—i( 2+ yx+ z))?
+ (3(x2+x + xz) — i(224—zx+z ))q
0z 4 ox V)

ox
=z—-yYi+x—-—27+W— x)E.

d 0 >
+ <—(y2 +yx +yz) — @(x2 +xy + xz)) k

De aici, rot F este neidentic nul in R3, iar F nu este irotational. Nefiind un camp
irotational, F nu este nici un camp potential.

Exemplu. Fie campul vectorial F : R® — V3 definit prin
F(x,y,2) = (¢ +y* + 22)"(x7 + y7 + k).

Demonstrati ci F este un camp potential si determinati un potential al aces-

tuia.
Solutie. Observam ca
E(x,y,2) = ||7||*"7, 7= x7T+ y]+zk.

Cautdm atunci un potential u de forma u = ¢(||7||). Atunci

— - ? = e
grad u = grad ([|7])) = ¢'(I|r||)W, r#0,

iar
— — 1 — — — =
712" = @'(HY\I)W = ¢'([7Fl) = [[F|>**!, 7#0.
De aici,
Pr)=r"" r >0 = o) = /rZ”Hdr _ +C
’ 2n +2

Se obtine cd un potential al lui F este

(\/x2+]/2+22)2n+2 1 2 2 2w+l
2n+2 = o2 Y +25)"

u(x,y,z) =
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7.4.2 Campuri solenoidale

Reamintim ¢ un cAmp vectorial F : D — V3 de clasi C! se numeste solenoidal
in D daci div F este identic nul in D.

Urmadtoarele proprietdti sunt atunci consecinte ale formulei lui Stokes, res-
pectiv ale formulei Gauss-Ostrogradski si formulelor de legdturd mentionate in
Teorema 7.5.

Teorema 7.7. 1. Fluxul unui cimp solenoidal de clasi C* printr-o suprafati ne-
tedd itnchisi este 0.

2. Rotorul unui camp G de clasit C2 este un camp solenoidal.

7.4.3 Campuri armonice

Fie F : D C R® — V3. Vom spune ci F este armonic daci este in acelasi timp
solenoidal si irotational.

Dacd D este simplu conex, atunci F este de asemenea un camp potential. Fie
u potentialul acestuia. Atunci

Au = div(grad u) = div F = 0. (7.2)

O functie u de clasd C? care satisface ecuatia (7.2), numitd ecuatia lui Laplace, va
fi numita functie armonica.

Exemplu. Fie campul vectorial F definit prin F : R® — V3,

F=@Wy+z2)+E+x)7+(x+ y)E.

Determinati un cimp vectorial A astfel ca F = rot A.
Solutie. Fie A : R® — V3,

A(x, y,z) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)T + R(x, y, Z)E.

Atunci
L 20 oP  9R 90 P
A2 9 9| _ (22 _ =)y (L T2 )70 (2= _T2 )%
otA=1ac 9y % <8y BZ)H_(BZ 8x> +(8x 8y>k'
P Q R
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de unde
J0R 0Q
@ — & =Y +z
P IR _ ik
9z ox
0Q oP
\a — @ =x+ y
Din motive de simetrie, cautam P, Q, R astfel incat
(OR 1 00 1
@—E(y+z), 5, = —§(y+2)
oP 1 oR 1
g—E(Z‘i‘x), g——E(Z‘i‘X)
00 1 oP 1
\g—i(x*‘y)/ Em 2(x—|—y)
Deoarece
o _ 1(z + x)
oz 2 ’

rezultad ca

1 1, 1
P—/z(z—i—x)dz—zlz +§zx+g01(x,y).

Similar, deoarece
oP

1
@——E(Hy),
rezulta ca

P—/—l(xqL )d _ 1 2—1x + @a(x, 2)

Comparand cele doud expresii ale lui P, observam ca o posibila solutie este

1, 1 1, 1 1
P=2"4 -zx— 37 — Sxy = —(y
17 Ty =5l

Din considerente similare obtinem

— 2% — %x(y —2).

IR PR N S R P R N S
Q= 4(2 x°) 2y(z x), R= 4(x y) 2z(x ).

Campul vectorial cautat este atunci
Fo 22— 4 txy - }*_{12_2 o
Fe o 102Dt 5xy—2)| 71— |3 )+ -] 5

1 , 2 1 -
Z(x —y )+§z(x—y)} k.
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Exemplu. Fie campul vectorial F definit prin F : R® — V3,

F = x7+ yj + zk.

Demonstrati cd nu existd un camp vectorial A de clasa C? astfel ca F = rot A.

Solutie. Daci ar exista un cAmp vectorial A de clasi C2 astfel ca F = rot A, atunci
ar trebui ca
div F = div(rot A) = 0.

Observam cid

2 0 9 . B
dlvF_a(x)+@(y)+g(z)—l+l+l—37&0,

de unde deducem cd nu exista un cdmp vectorial A cu proprietatile cautate.

Aplicatii
7.1. Fie d € V3 un vector constant. Demonstrati ci
grad(d-7) =4, div(@ x 7) = 0, rot(d x 7) = 24.
7.2. Fie d € V3 un vector constant. Demonstrati ci
grad(@-7)") = n(@-7" 4, n<cN*

7.3. Fie d € V3 un vector constant. Demonstrati ci

a a-7 o
d = 7, 7#£0.
gra (H H”) FlF R T

7.4. Determinati o functie f : [0,00) — R de clasd C' pentru care

7 grad f(||7]]) = [|7]].
7.5. 1. Demonstrati cid

?
il

grad( )= —n 7#0,neN.

7

| n
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2. Demonstrati cid F:R?®— V;,

@

—

f(x,y,z):— 7, rT=x —|—yj'—|—z%, CeR,C>0,

Gk
(cAmpul fortelor de atractie gravitationali) este un cdmp potential.
7.6. Fie F : R® — V3,
F(x, Y,z) = (yz +4x)7+ (xz + 4y)7 + (xy + 42)K.
Calculati rot F si arititi ci E este irotational.
7.7. Fie F : R® — V3,
F(x, y,2) = (xy — 227+ (4xz — y*)T+ (yz — 2x2)k.
Calculati div F si aratiti ci F este solenoidal.
7.8. Determinati ¢ : (0,00) — R de clasd C' astfel incat campul vectorial
F(x,v,2) = x@(x)T — yo(x)] + x2zk
sii fie solenoidal. Pentru ¢ astfel determinat, precizai rot F.

7.9. 1. Daci f : [0,00) — R este o functie de clasi C', iar @ € V3 este un vector
constant, demonstrati ci

fAI7ID

171

div(f(|[7])a) = (7-d), 7#0.

2. Demonstrati ci

a 7-d ~
div <T> = — 7S 7 7& 0.
171 7%

7.10. 1. Daci f : [0,00) — R este o functie de clasii C', demonstrati ci

div(f(I7ID7) = fAFDIFI +3£I7]), 7 #0.

div (

3. Determinati p € R astfel ca

2. Demonstrati cd

N

|~

) |17l

=l

div(||7]|P7) = 0.
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711. 1. Daci f : [0,00) — R este o functie de clasii C?, demonstrati ci

div(grad f([7]) = F'(I7) + 2L "(’Q,ﬁ”), 740,

2. Demonstrati cd
2 ~
7]

171

7.12. Fiind date doud cAmpuri vectoriale ?, G de clasi cl demonstrati ci

=U

div(E x G) = rot(F) - G — rot(G) - F.

7.13. Demonstrati ci dacd doud cdmpuri vectoriale f, G de clasi C! sunt irotationale,
atunci E x G este solenoidal.

7.14. Fie u, v doud campuri scalare de clasi C' si fie F campul vectorial definit prin
F = gradu x grad v.
1. Demonstrati ci F este solenoidal.
2. Demonstrati ci E = rot A, unde A = %(u gradv — v grad u).
7.15. Fie F un camp vectorial de clasi C2. Demonstrati cii
V(V-F)=V?F+V x (V xF,

adicd
grad(div ﬁ) = AF+ rot(rot f)

” oA

(prima formd este mai usor de retinut, intrucit toti membrii contin ,pdtrate” in care
intervine operatorul Hamilton, putdnd fi si privitd prin analogie cu formula de derivare
a unui produs).

7.16. Demonstrati cd, folosind notatia

P
F= [Q] pentru F = PT+ Qf + Rk,
R

au loc relatiile

0 -2 4
. = a a a = — a z ya -
leF—[a @ $:| F, rotF = Ea g - F.
—2 2
dy  ox
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7.17. 1. Demonstrati cd, pentru orice d, 5, ce€ Vs,
Ax(bxd)= (@ O)b—(a-)b.
2. Fie E, G doui campuri vectoriale de clasi C'. Demonstrati cit
Vx(ExG) =[(V:-GF—(V-FG|+ (G- V)F - (F- V)G]

(prima parte este similari celei din formula de mai sus, iar a doua este ,,comple-
tarea” ei, dupd schimbarea ordinii in produsele simbolice, care, reamintim, sunt
necomutative).

3. Demonstrati (si pe aceastd cale) cid dacd @ € V3 este un vector constant, atunci

rot(@ x 7) = 24.
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Camp Divergentd, 232
de componente, 224 Diviziuni ale unui interval
nestationar, 223 echidistante, 35
stationar, 223 intervale elementare, 35
Camp scalar, 223 noduri, 35
derivata dupa o directie, 225 normd, 35
Camp vectorial, 223 sistem de puncte intermediare aso-
armonic, 247 ciat unei diviziuni, 36
circulatie, 241 Domenii plane
irotational, 236 diametru, 149
potential, 243 diviziune (partitie), 149
solenoidal, 233 multiplu conexe, 142
Coordonate in plan simple in raport cu Ox, 128
polare, 169 simple in raport cu Oy, 126
polare generalizate (eliptice), 175 simplu conexe, 141
Coordonate in spatiu Domenii spatiale
cilindrice, 214 diametru, 189
sferice, 205 diviziune (partitie), 188
sferice generalizate, 212 simple in raport cu Oz, 195
Curba simplu conexe, 142
continud, 104
cu tangentd continud, 105 Ecuatia lui Laplace, 247
inchisa, 105 Element
netedd, 105 de arc (de lungime), 112
neteda pe portiuni, 105 de arie, 152
orientare (sens de parcurgere), 108 de volum, 190
punct critic, 105 Elice
punct regulat, 105 cilindrica, 106
rectificabilad, 109 conicd, 106
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Forma diferentiala exacta, 134
primitiva (potential), 134
Formula
Leibniz-Newton
pentru integrala curbilinie, 136
pentru integrala definitd, 40
Riemann-Green, 179
Formula complementelor
pentru functia 8, 99
pentru functia I', 98
Functii
armonice, 247
hiperbolice, 13
impare, 48
pare, 48
rationale, 16

Gradient, 227

Integrala unei functii
definita (integrala Riemann), 37
nedefinita, 3
Integrale binome, 29
Integrale curbilinii
de specia (speta) I, 115
de specia (speta) II, 122
independente de drum, 132
Integrale improprii
in raport cu functia (de specia II), 88
in raport cu intervalul (de specia I),
78
Integrale improprii de specia I
absolut convergente, 88
convergente, 79
convergente in sensul valorii princi-
pale (Cauchy), 82
divergente, 79
Integrale improprii de specia II

GLOSAR

absolut convergente, 93
convergente, 89
divergente, 89

Integralele improprii ale lui Euler
functia 8, 98
functia I, 97
integrala Euler-Poisson, 98

Metode de calcul pentru integrale defi-
nite
a doua metoda de schimbare de va-
riabild, 46
metoda de integrare prin parti, 43
prima metoda de schimbare de va-
riabila, 44
Metode de calcul pentru integrale duble
reducerea la integrale iterate (metoda
de proiectie si sectiune), 158
schimbarea de variabila, 167
separarea ca produs de integrale sim-
ple, 164
Metode de calcul pentru integrale triple
reducerea la integrale iterate (metoda
de proiectie si sectiune), 196
schimbarea de variabila, 205
separarea ca produse de integrale sim-
ple, 202
Metode de calcul pentru primitive
a doua metoda de schimbare de va-
riabila, 14
descompunerea in fractii simple, 16
metoda de integrare prin parti, 8
prima metodd de schimbare de va-
riabilg, 10

Operatorul
lui Hamilton (V), 239
lui Laplace (A), 240



ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL

Primitiva a unei functii, 1
Punct singular
pentru integrale improprii de spe-
cia II, 88

Reprezentdri ale unei curbe
explicitd, 107
implicitd, 107
parametrica, 104
parametricd vectoriald, 107
Rotor, 235

Spirala lui Arhimede, 111
Substitutiile
lui Cebasev, 30
lui Euler, 26
Sumad Riemann, 36
Suprafata
de nivel (echipotentiald), 224
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