Capitolul 4

INTEGRALE CURBILINII

Pand in momentul de fatd, s-a presupus cd reprezentarea geometricd a domeniu-
lui de integrare este o parte a unei drepte, anume un segment (pentru integralele
definite si unele integrale improprii), respectiv o semidreaptd sau o dreaptd (pen-
tru alte integrale improprii). In cele ce urmeaza vom renunta la aceasta restrictie,
domeniul de integrare fiind acum o curbd din plan sau din spatiu. Desigur, este
necesar sd definim mai Intdi conceptul, intuitiv evident, de curba continua.

4.1 Curbe in plan si in spatiu

4.1.1 Notiuni de baza

Curba continua (drum continuu) in spatiu

Numim curba continua (drum continuu) in spatiu o multime de forma

(C) = {(x(t), y(t),z(t)), t € [a,b], x,y,z continue pe [a,b]}.

Reprezentarea
x = x(t)
©):qy=y), tclab],
z = z(t)

se numeste reprezentarea parametrica a curbei (C), t numindu-se parametrul
curbei. Pozitia unui punct M pe curba se poate indica precizdnd valoarea para-
metrului care-i corespunde, sub forma M = M(ty), tp € [a,b]. O curba in R3 se
mai numeste si curbd in spatiu.

104
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B(b)
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L |
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In situatia in care x,y,z € C![a,b] (functiile care definesc reprezentarea pa-
rametricd sunt derivabile cu derivata continud), se spune ca (C) este o curba de
clasd C! (un drum de clasi C!) sau o curbi cu tangenti continui (un drum cu
tangenta continua).

Daca (C) nu se autointersecteazd, ea se numeste simpld, iar daca punctul ini-
tial A(a) si punctul final B(b) coincid, curba se numeste inchisa.

Curbe plane

Similar se definesc notiunile corespunzdtoare pentru curbe in plan, reprezen-
tarea parametrica fiind de aceasta data

my{x:“”temb]
ly=ye’ o
Puncte critice

Fiind dat4 o curba in spatiu de clasi C!, reprezentata parametric sub forma

x = x(t)
C):y=y®), telab]
z = z(t)

vom spune cd M(x(to), y(to), z(to)) este un punct critic al curbei (C) daca x/(tp) =
Y'(tp) = Z'(tp) = 0 (derivatele functiilor care definesc reprezentarea parametricd
se anuleaza simultan). Un punct al unei curbe de clasd C! care nu este punct critic
se numeste punct regulat.

Curba neteda

O curba cu tangentd continua si farda puncte critice se numeste curba neteda.
O curba care nu este netedd, dar se poate scrie ca reuniunea unui numar finit de
curbe netede se numeste curba neteda pe portiuni.
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Analog se definesc notiunile corespunzatoare pentru curbe in plan.

Exemplu. Curba in spatiu

x = rcos(kt)
(C): s y=rsin(kt) , t € [a,b], r,c,k #0,

z =ct

2, se numeste elice cilindrici.

situatd pe suprafata cilindrului x> + y?> = r
Cum functiile care definesc reprezentarea parametrica sunt de clasa C, iar

Z'(t) = ¢ # 0, elicea cilindrica este o curba neteda.

Exemplu. Curba in spatiu

x = rt cos(kt)
(C): Sy =rtsin(kt) , t € [a,b], r,c,k #0,
z=ct
2
ituats f lui 2 +y2 — 522 = 0 te el icd

situatd pe suprafata conului x* + y~ — 2% = 0, se numeste elice conica.
Cum functiile care definesc reprezentarea parametricd sunt de clasd C!, iar
Z/(t) = ¢ # 0, elicea conica este o curba neteda.
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Alte moduri de a defini o curbi in R®

Reprezentarea parametrica

x = x(t)
C):y=y), telab]
z = z(t)

este echivalentd cu
F(H) = x(B + y(OF + z(OK,  t € [a,b],

unde 7(t) este vectorul de pozitie al punctului curent M(t), numita reprezentarea
parametrica vectoriala. Curbele pot fi reprezentate si in alte moduri, de exemplu
ca intersectia unor multimi (reprezentarea implicitd), sau precizand valorile a
doud coordonate ca functie de cea de-a treia (reprezentarea explicita). Pentru
consideratiile urmdtoare, cea mai ,bund" reprezentare va fi cea parametrica.

Exemplu. Curba

2 2 2 2
x*+y“+z-=R
(C):{ Y R >0,

x+y+z=0

reprezintd un cerc, definit in mod implicit ca intersectia dintre sfera x> + y> +
z2 = R? cu centrul in origine si cu razd R si planul x +y +z = 0.
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Curba definita explicit prin

=2x+1
<C>:{y T xe2l
z=3x+2

-1 -2
reprezintd un segment al dreptei x = Y =z , cu capetele in A(0,1,2)

2 3
si B(2,5,8).

Transformarea unei reprezentari explicite intr-una parametrica

Sa observdm cd o reprezentare explicitd a unei curbe poate fi transformata
intotdeauna intr-una parametricd alegdndu-se variabila in functie de care sunt
reprezentate celelalte doud ca parametru, iar o curba de clasi C! definita explicit
este intotdeauna neteda. Intr-adevar, dacd

©) : {y =0 f,g € Cla,bl,
z = g(x)

este o curba de clasd C!, atunci o reprezentare parametrica a ei este

x=t
(C) y :f(t)/ t €la,b],
z = g(t)

iart' =1 #0.
Orientarea unei curbe

Pe o curba datd parametric se pot defini doud orientari (sensuri de parcur-
gere). Sensul pozitiv este cel al cresterii argumentului. In situatia in care o
curbd este definita prin consideratii geometrice, reprezentarea parametrica fiind
absentd, sensul pozitiv va fi cel trigonometric (un observator care se deplaseaza
pe frontiera domeniului vede intotdeauna domeniul la stanga sa).

4.1.2 Lungimea unei curbe

Intuitiv, lungimea unei curbe continue s-ar putea defini ca limita lungimilor unui
sir de linii frinte aproximante. Totusi, ceea ce este poate mai putin intuitiv este
faptul ca existd curbe continue cu multe ,salturi abrupte” si, in consecintd, cu
lungime infinita. Astfel, formule de calcul ale lungimii vor putea fi obtinute doar
pentru curbe cu proprietdti mai mari de regularitate (netede pe portiuni).
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Aproximarea cu linii frante

Fie
x = x(t)
C):y=yt), telab]
z = z(t)

o curba continud in spatiu si fie
A={ty,t1,t2,...,tn}, cu a=t <t <bh<..<t,=D,
o diviziune a intervalului [a, b], care determind pe (C) punctele
Ao(to), Ax(tr), -, Anltn).

Lungimea liniei frante corespunzdtoare fp = AgA; ... A, este

n—1
(fa) =), \/ [x(tit1) — x(t) P + [y(tiv) — y(E)I? + [z(tis1) — z(8)]>
i=0

Intrucat cea mai scurti distants intre punctele A; si A;; estelinia dreapta A;A; 1,

nu arcul A;A;;4, intuitiv, lungimea liniei frante este mai mica sau egala cu lungi-
mea curbei (C).

4 ()
A1)

4()
4,(1,)
4,,(t.)

Curbe rectificabile

Vom defini atunci lungimea I(C) a curbei (C) ca fiind marginea superioard a
multimii lungimilor linilor frante de acest fel, spunand cd (C) este rectificabila
dacd aceastd lungime este finita.

Formula de calcul a lungimii unei curbe
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Teorema 4.1. Fie

x = x(t)
©):qy =y, tclab],
z = z(t)

o curbd in spatiu cu tangentd continud. Atunci (C) este rectificabild, iar

b
I(C) = / VIXOP + [y (O + [/ (0]t

Conform proprietatii de aditivitate a integralei definite in raport cu domeniul,
formula de mai sus se poate extinde imediat si pentru curbe cu tangentd continua
pe portiuni.

Exemplu. Determinati lungimea curbei

X =rcost
(C):Qy=rsint, t €[0,27], r > 0.
z =ct

Solutie. Au loc egalitdtile
x'(t) = —rsint, y'(t) =rcost, zZ'(t)=c.

Atunci

s 27
I(C) = VI[—rsint]? + [rcost]? + [c]2dt = / \/1’2(sin2 t+ cos?t) + cdt
0 0

s
= V1?2 + 2dt = 2/ 12 + 2.

0

Se poate observa cd elicea de mai sus are ca punct initial A(r,0,0), iar ca punct
final B(r,0,27tc), cu aceleasi valori ale coordonatelor x si y, dar cu z diferit, intre
timp parametrul ¢ parcurgand intervalul de periodicitate [0, 27r] pentru cos si sin.
Putem spune cd (C) este o spira a unei elice de raza r si pas 27c.

Formula de calcul a lungimii unei curbe plane
Similar, fie

my{x:“”temb]
y=y T
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o curba plana cu tangentd continud. Atunci

b
IC) = / VIXOR + Ly ()t

Formula de calcul pentru lungimea unei curbe definite in coordonate polare

Teorema 4.2. Fie

©): {x = 0(6) cos 6

, 0¢€labl, peClabl],
y = p(f)sin0 la,bl,p [a,t]

o curbd reprezentatd in coordonate polare. Atunci

b
1) = / VI0@F + [o'(@)2de.

Demonstratie. Asa cum s-a observat anterior, lungimea curbei (C) este data de
formula

b
10 = [ VIOF + Iy @pde.
Deoarece

x'(0) = p'(0) cos 6 — p(6) sin 6
y'(0) = p'(0) sin 6 + p(6) cos b,

urmeaza ca

VIXOPR + [y 0)2 = /[0'(6) cos 6 — p(6) sin 82 + [0'(6) sin 6 + p(6) cos 6]
= Ip@OP + [0 O,

de unde concluzia. [ ]

Exemplu. Determinati lungimea spiralei lui Arhimede
(C) =A{(p,0);0p=ab, 0 €[0,2]}, a>0.

Solutie. Au loc relatiile

27T 2 27
1(C) = /0 \/[a6]2 + [(a6)'12d6 = /0 Va2 +a2dg =a | /62 + 146,

0
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27T
Fiel = v/ 02 4+ 1d6. Atunci

0
27T 2r 27T /
1:/ / —/ 0 (Vo2 1) do
0 0
27 27T n2
= 2T\ 4 + —/ 6 6—27r\/47r2 —/ 0 +1
21
=2\ 4r? + —/ \/62—|—1d9—|-/ 1
0 0 02 +1
27T
=2nV4an2+1—IT+In0 + 62 +1)
0

de unde

02 +1 02 +1

4

— % [27r\/47r2 +1+1In (27‘[ + V42 + 1)} ,
I(C) = [Zm/4n2 1+1In (27 +V4n2 +1)] .

Alte detalii asupra coordonatelor polare sunt precizate in Capitolul 5.

iar

4.1.3 Elementul de arc (elementul de lungime)

Elementul de lungime in spatiu

Fie
x = x(t)
(©):qy=y®), tclab]
z = z(t)

o curbd cu tangentd continud. Definim s : [a, b] — [0, o) prin
s(t) = lungimea portiunii din (C) cu capetele A(a) si M(t).

Conform celor de mai sus,
t
)= [ VIX@P + I @F + 2P,

de unde, tinand seama ca ds = s/(t)dt,

ds = /I (OP + [y (OF + [2/ ().
Diferentiala ds de mai sus poartd numele de elementul de arc (elementul de lun-
gime) al curbei (C).
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s() | /B(b)
/ "M (7

A(a)

Elementul de lungime in plan (coordonate carteziene)

(C)-{x:x(t) t € [a,b]
ly=y®’ o

o curbd plana cu tangentd continud. Atunci
ds = /X' (D + [y (1)t
Elementul de lungime in plan (coordonate polare)
Fie

Similar, fie

©) : {x =pO)cost bl peClabl

y = p(H)sinf

o curbd reprezentatd in coordonate polare. Atunci

ds = /Tp(®)12 + [0 (6)124o.

4.2 Integrale curbilinii de specia (speta) I

Reamintim cd integrala Riemann a unei functii definite pe un interval a fost de-
finitd cu ajutorul unui procedeu de aproximare. Mai precis, dat fiind intervalul
de integrare [4, b], s-au construit diviziuni ale acestuia, in fiecare subinterval ast-
fel determinat alegandu-se cate un punct intermediar. Pe baza acestor elemente,
s-au construit sume Riemann in care fiecare subinterval , contribuia" cu valoarea
functiei in punctul intermediar, inmultita cu lungimea subintervalului.

421 Definitie

Vom folosi un procedeu asemdndtor pentru a defini notiunea de integrala curbi-
linie de specia I. Fie
x = x(t)
©):qy=y®), tclab],
z = z(t)
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o curbd netedd in spatiusi F : D C R?> — R astfel incat (C) C D. Fie de asemenea
A={ty,t1,t2,...,tn}, cu a=t) <t <th<..<t,=0
o diviziune a intervalului [a, b], care determind pe (C) punctele

AO(tO)/ Al(tl)/ SRR An(tn)

~

Pe fiecare arc de curba AOAAl, AlA Ay, ..., Ay_1A, alegem cate un punct intermediar
Mi(c1), Ma(ca), -.. ,Mulcn), ti1<c¢ <t 1<i<n.
Aceste puncte determind un sistem de puncte intermediare
S={My,My,...,M,}.

Numim atunci suma Riemann asociatd diviziunii A si sistemului de puncte
intermediare S suma

F(x(ci), y(ci), 2(e))I(Ai_1 A).
1

oa(F,S) =

1

n

4,(1,)
M,(c,)

Anfl (tnfl )

Definitie. Daca existda un numar real I astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 existd J; > 0
cu proprietatea ca

~

oricare ar fi diviziunea A cu max [(A;_1A;) < ; si oricare ar fi sistemul de
1<i<n

puncte S asociat lui A, are loc inegalitatea

loa(F,S) —I| <,
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atunci I se numeste integrala curbilinie de specia (speta) I a functiei F pe curba
(C) si se noteaza

/ F(x,y,z)ds.
C

Integrala curbilinie de specia I se mai numeste si integrala curbilinie in raport
cu elementul de lungime.

4.2.2 Formula de calcul

Are loc urmatoarea formuld, prin intermediul cdreia calculul unei integrale cur-
bilinii de specia I se reduce la calculul unei integrale definite, o formuld similara
avand loc si pentru curbe plane.

Teorema 4.3. Fie

x = x(t)
©):qy=y®), tclab],
z = z(t)

o curbi netedd in spatiu sifie F : D C R® — R astfel incat (C) C D, iar F continud
pe D. Atunci

b
/C F(x,y,2)ds = / Fx(t), y(8), )/ O + [y (OF + [/ (1) Pat.

Pentru F = 1 (functia constanta 1), folosind si Teorema 4.1, obtinem ca

/C ds = 1(C),

adicd integrand functia constanta 1 in raport cu elementul de lungime al unei
curbe obtinem lungimea acelei curbe.

Curbe plane (coordonate carteziene)
Similar, fie
x = x(t)
(C) : s t e [ll,b],
y =y
o curbd netedd in plan si fie F : D C R? — R astfel incat (C) C D, iar F continua
pe D. Atunci

b
/C Fx s = [ FG0,y0) /I OF + [y (0P
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Curbe plane (coordonate polare)
Fie

©): {x = p(0) cos € [w.b],

y = p(0)sind

o curbd netedd in plan reprezentatd in coordonate polare si fie F : D C R> — R
astfel incat (C) C D, iar F continud pe D. Atunci

b
/C FCx,y)ds = [ F(p(®) cos,p(®)sind)/1o(@)1 + 15/ O)Fap.

Procedeul de inlocuire

Din cele de mai sus, se observa cd determinarea valorii integralei incepe cu
operatia de inlocuire. Mai precis, coordonatele x, y, z se Inlocuiesc cu expresiile
acestora date de reprezentarea parametrica a curbei, iar pentru calculul lui ds se
inlocuiesc de aceastd datd derivatele ¥/, i/, 2.

Exemplu. Determinati / xyds, unde (C) este curba plana definita explicit

C
prin (C) : y = x2, x € [-1,1].

v

Solutie. Curba (C) se poate reprezenta parametric alegdnd x ca parametru. Se
obtine

=t
©): {x 2 te[-1,1] = x’(t) = 1,y’(t) =2t = ds = /1 + 4t2dt.
Atunci

1 1
/xyds:/ t-tz-\/1+4t2dt:/ £3v/1 + 42dt = 0,
C 1 1

deoarece intervalul de integrare [—1, 1] este simetric fatd de origine, iar integran-
dul este functie impara.
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4.2.3 Proprietdti de calcul

Independenta de sensul de parcurgere

Fie
R x = x(t)
AB:qy=yt), tclab],
z = z(t)

o curba netedd si fie F : D C R® — R astfel ca AB C D, iar F continud pe D.
Atunci

/A F(x,y,z)ds = /A F(x,y,z)ds,

AB BA

adicd valoarea integralei nu depinde de sensul de parcurgere al curbei AB, pro-

prietate motivata de faptul cd, in definitia de mai sus, lungimea I(A;_1A4;) nu
depinde de sensul de parcurgere al arcului.

Intrucat calculul integralelor curbilinii de specia I se poate reduce, in conditi-
ile date, la calculul unei integrale definite, integrala curbilinie de specia I moste-
neste unele dintre proprietdtile de calcul ale integralei definite.

Aditivitatea in raport cu functia

Fie
x = x(t)
Q) :Qy=yt), telab]
z = z(t)

o curbi netedi si fie F, F, : D € R3® — R astfel incat (C) C D, iar F;, F, continue
pe D. Fie deasemenea c1,c; € R. Atunci

/ (@Fi(x,9,2) + 2B, v, 2)ds = o1 / Fi(x, v, 2)ds + o2 / By(x, , 2)ds.
C C C

Aditivitatea in raport cu domeniul de integrare

Fie AB o curb4 netedd si M un punct pe AB. Fie deasemenea F : D C R®> — R
astfel ca AB C D. Atunci

/A F(x,y,z)ds = /A P(x,y,z)ds—e—/A F(x,y,z)ds.
AB

AM MB
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Exemplu. Determinati / xyds, unde (C;) este pdtratul de varfuri O(0,0),
C
A(1,0), B(1,1) si C(1,0).

N

y

) B(1,1)

S
\ 4 re

O A(1,0) X

Solutie. Reamintim cd un segment MN paralel cu Ox, cu M = M(a, k), N =
N(b, k) se poate parametriza astfel

x=1t t€Elab],
. Pentrua<b:{ [a,0]

y=k

= b—t, t b,al,
e Pentrub < a: {x at el a]’

y=k

intervalul de valori al parametrului fiind de la coordonata variabilda mai mica la
coordonata variabild mai mare. Similar se pot reprezenta parametric si segmente
paralele cu Oy. Curba (C;) este netedd pe portiuni, iar

/ xyds:/ xyds+/ xyds+/ xyds+/ xyds.
G OA AB BC co

Putem parametriza fiecare segment prin

=t
OA : {x o te1l — ds = \/(t)2 + (0'2dt = dt

y:
x=1

AB:{ o ten], = ds = \/(1)2 + (¢)2dt = dt
y:

=04+1—t=1—t
BC:{x 1+_ , t€0,1], ::ck:\ﬂa—wﬂ2+0gwt:dt
y:
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co:1*=0 FE[0,1] = ds = /(02 +[(1 — tyPdt = dt.
y=1+0-t=1—1t '

Atunci

1 1 1 1
/}wkz/quJﬁﬁ/14~ﬁ+/fl—ﬂqwﬁ+/(%a—n-ﬁ
C 0 0 0 0
1 1 1 1
:/tm+/XL4mhi/a+1—mﬁ:/1m:L
0 0 0 0

4.2.4 Aplicatii
Consideram un fir material de grosime neglijabild, asimilabil unei curbe (C), cu
densitatea pe unitatea de lungime p = p(x, y, z).
Masa firului
Masa firului este
me = [ o, s
C
Coordonatele centrului de masa

Coordonatele centrului de masa sunt

1 1 1
Xg = —/ xp(x,y,z)ds, yg = —/yp(x,y,z)ds, zZc = —/zp(x,y,z)ds.
C mc Jc mc Jjc

mc
Momente de inertie
In raport cu axele

Momentul de inertie in raport cu axa Oz este
fo = [ 62+ ot s,

x? + y? reprezentand pétratul distantei de la punctul curent M(x,v,z) la axa Oz.
Similar se calculeazd momentele de inertie in raport cu celelalte axe.

In raport cu planele de coordonate

Momentul de inertie in raport cu planul xOy este

Ixoy:/czzp(x,y,z)ds,

z? reprezentand pétratul distantei de la punctul curent M(x, v, z) la planul xOy.
Similar se calculeazd momentele de inertie in raport cu celelalte plane de coordo-
nate.
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In raport cu originea

Momentul de inertie in raport cu originea O este

o= [ 62+ + Pptx,y, s,
C

x? + y? + 2% reprezentand patratul distantei de la punctul curent M(x,y,z) la

0.

Exemplu. Determinati coordonatele centrului de masa al firului

X =rcost
(C):{y=rsint, t€[0,27], r,c #0,
z =ct

cu densitatea liniard constanta p.

Solutie. Masa firului este

m:/p(x,y,z)ds:p/ds
C C

Deoarece

ds = \/[(r cost)'? + [(rsint)']? + [(ct)']Pdt = \/[—rsint]? + [r cos t]? + [c]2dt

= \/1’2(si1r12 t +cos? t) + c2dt = /1?2 + c2dt

urmeaza ca

2r
m:p/O V24 c2dt = p\/r2 4221

Coordonatele centrului de masa sunt

— — 01212
XCM = /Cxp(x,y,z)ds— N c2~27r/o rcost-p -1+ cadt
27

2
r r
27 0 27

0
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1 1 27T
= — x,v,z)ds = / rsint-p - \/r? 4 c2dt

27
=0,
0

27 r
sintdt = — (— cost
2ﬂ( )

:EO

1 1 21
ZCM:Z/CZP(X;y/Z)dSZP\/m.Zn/O ct-p-Vr?+c2dt

o Zntdt—c 2\ |7
2 S 2m\2 .

4.3 Integrale curbilinii de specia (speta) II

= CTT.

4.3.1 Definitie

Din nou, vom folosi un procedeu de sumare pentru a defini notiunea de integrala
curbilinie de specia II. Fie

x = x(t)
(©):qy=y®, tclab]
z = z(t)

o curba neteda in spatiu si fie F:DCR®—V;
F(x,y,2) = P(x,y, 2+ Q(x, y,2)] + R(x, y, 2)k
astfel incat (C) C D. Fie de asemenea
A={ty,t1,t2,...,tn}, cu a=t <t <bh<..<t,=D,
o diviziune a intervalului [a, b], care determind pe (C) punctele

Ao(to), Ar(tr), ..., Au(ty).

~

Pe fiecare arc de curba AgAq, A1 Ay, ..., A,_1A, alegem cate un punct intermediar
Mi(c1), Ma(c2), ... ,Mu(cn), tic1<c¢i<t, 1<i<n
Aceste puncte determind un sistem de puncte intermediare

S={M,M,,...,M,}.
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Numim atunci suma Riemann asociatd diviziunii A si sistemului de puncte
intermediare S suma

oa(F,S) = Y P(x(ci), y(ci), 2(ci))(xi — xi—1) + Qx(cy), y(ci), ()i — Yi—1)
i=1

+ R(x(ci), y(ci), 2(ci))(zi — zi—1)-

Definitie. Daca existda un numar real I astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 exista J; > 0
cu proprietatea ca

~

oricare ar fi diviziunea A cu max [(A;_1A;) < J; si oricare ar fi sistemul de
1<i<n

puncte S asociat lui A, are loc inegalitatea
‘UA(ﬁ,C) — I‘ <eg,

atunci I se numeste integrala curbilinie de specia (speta) II a functiei F pe curba
(C) si se noteaza

/ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz
C

Sau

/ L (x,y,z)dr
C

In situatia in care curba (C) este inchisd, se pot folosi notatiile 991?0117’, gﬁfd?,
acestea indicand si sensul de parcurgere al lui (C)

Integrala curbilinie de specia II se mai numeste si integrala curbilinie in ra-
port cu coordonatele, datoritd prezentei lui dx, dy, dz. Functiile P, Q, R se mai
numesc si componentele lui E.

4.3.2 Formula de calcul

Are loc urmadtoarea formuld, prin intermediul cdreia calculul unei integrale cur-
bilinii de specia II se reduce la calculul unei integrale definite, o formula similara
avand loc si pentru curbe plane.

Teorema 4.4. Fie
x = x(t)

©€):qy=yt), t €lab]
z = z(t)
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o curbd netedi in spatiu si fie P,Q,R : D C R® — R astfel incit (C) C D, iar
P, Q, R continue pe D. Atunci
b
/CP(x, y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = / [P(x(t), y(t), z(£)x'(¢)
+Q(x(t), y(t), ()Y () + R(x(t), y(t), z(£))2'(t)] dt.

Similar, fie

(C)-{x:x(t) t e [a,b]
ly=v)’ Y

o curbd netedd in plan si fie P,Q : D C R? — R astfel incat (C) C D, iar P,Q
continue pe D. Atunci

b
/C P(x,y)dx + Q(x, y)dy = / [P(x(t), y(£)x'(F) + Q(x(t), y(1)y' ()] dt.

Formulele de mai sus se extind si pentru cazul curbelor netede pe portiuni.
Procedeul de inlocuire

Din cele de mai sus, se observa cd, din nou, determinarea valorii integralei
incepe cu operatia de inlocuire.

Exemplu. Determinati

x:et

/ xyzdx + xydy + xdz, (C):{y=e "', tc[0,1].
C
z= /3t

Solutie. Calculdm mai intéi dx, dy, dz. Observam cd
dx = eldt, dy = —etdt, dz = /3dt.
Atunci, inlocuind x, y, z si dx, dy, dz, obtinem
1
/ xyzdx + xydy + xdz = / (et et /Bt et et (—e ) et - \/§> dt
e 0
1
= / (\/gtet —ety \/§et> dt
0

1 1 1
= \@/ tetdt—/ e—fdt+\/§/ etdt
0 0 0
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1 , e—t
\/§(/O t(e dt) -

1

1
+V/3e!

0

0

+ V3¢t

1

1

4.3.3 Proprietidti de calcul

Dependenta de sensul de parcurgere
Fie
x = x(t)
AB:{y=yt), t € [ab],
z = z(t)

o curbd netedi si fie P, Q,R : D C R® — R astfel ca AB C D, iar P, Q, R continue
pe D. Atunci

/A P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz
AB

— [ Py, 2dx+ Qv 2y + Rex,, 2z,
BA

adicd valoarea integralei depinde de sensul de parcurgere al curbei AB, in sensul
cd 1si schimba semnul atunci cand se schimba sensul de parcurgere al curbei.

Aceastd proprietate este motivata de faptul cd, in definitia de mai sus, dife-
rentele intre coordonate x; — x;_1, y; — yi—1, zi — zj—1 1si schimbd semnul atunci
cand se schimbd sensul de parcurgere al curbei, devenind, respectiv, x;_1 — x;,
yi_1A —Yi, Z2i-1 — Zi-

Intrucéat calculul integralelor curbilinii de specia II se poate reduce, in condi-
tiile date, la calculul unei integrale definite, si integrala curbilinie de specia II are
proprietdtile de aditivitate ale integralei definite.

Aditivitatea in raport cu functia
Fie
x = x(t)
©):qy=y®), tclab]
z = z(t)
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o curbd neteda si fie 1_51, ﬁz :D CR® = Vicu componentele continue pe D astfel
incat (C) C D. Fie deasemenea c1,c» € R. Atunci

/(clfl(x,y,z)+c2f2(x,y,z))d?: cl/ fl(x,y,z)d?+ cz/ fz(x,y,z)d?.
C C C

Aditivitatea in raport cu domeniul de integrare

Fie AB o curbi neteda si M un punct pe AB. Fie deasemenea F : D C R® —

V3 cu componentele continue pe D astfel ca AB C D. Atunci

/A F(x,y,z)d7 = / _ E(x,y,z)d7 + / _ F(x,y,z)dr.
AM

AB MB

Exemplu. Determinati
/ y2dx + x2dy,
C

unde (C) este triunghiul cu varfurile O(0,0), A(1,0) si B(1, 1), parcurs in sens
trigonometric.

Y B(1,1)

S N
7 rd

O 41,0) X

Solutie. Curba (C) este netedd pe portiuni, iar

/ y2dx + x*dy = / y2dx + x*dy + / y2dx + xX*dy + / y2dx + x*dy.
C 0A AB BO

Putem parametriza segmentele OA si AB prin

x=t, te]0,1],
OA: 0 — dx=dt, dy=0
y:

=1,
AB: 17" — dx =0, dy = dt.
y=t tel0,1]
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Rdmane sd precizdm (si comentdm) parametrizarea lui BO. Acest segment face

parte din prima bisectoare, cu ecuatia y = x. Alegand (natural) x ca parametru,

obtinem nsd ca de la B la O valoarea lui ¢ (adica a lui x) scade de la 1 1a 0.
Obtinem

BO: {x_t’, t €[1,0] = dx =dt, dy = dt.
y=t

Scrierea (mai putin uzuald) t € [1,0] este facutd pentru a pdstra orientarea seg-
mentului BO, de la B (obtinut pentru t = 1) cdtre O (obtinut pentru t = 0).
Aceastd scriere este compatibilad cu (si motivata de) proprietatea integralei curbi-
linii de specia II de a-si schimba semnul dupa schimbarea orientdrii domeniului
de integrare. Nu putem aplica acelasi artificiu si pentru calculul integralei curbi-
linii de specia I, care nu are aceastd proprietate! Atunci

1 1 0 1
/ y2dx + x°dy = / 0%dt + / 1%dt + / 2124t =t
C 0 0 1 0

0

12
2.

* 3

4.3.4 Aplicatii
Lucrul mecanic
Consideram un camp de forte E=F (x,y,2),
E= P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, vy, Z)E

care deplaseaza un punct material M(x, y, z) de-a lungul curbei (C). Atunci lucrul
mecanic efectuat de cimpul de forte F este

/ Ed7 = / P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz.
C C

Ariile unor domenii plane
Domenii simple in raport cu Oy

Fie D C R? o multime inchisa si marginita. D se numeste simpla in raport cu
Oy daca au loc urmatoarele proprietati.

1. Proiectia lui D pe Ox este un segment [4, b].

2. Existd ¢1, ¢ : [a,b] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma

D = {(x,y); p1(x) <y < ¢a(x),x € [a,]]}.
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y:(Pl(x)

v

S b
=

O a

Cea de-a doua conditie reprezintd faptul ca orice paraleld prin interiorul segmen-
tului [a, b] la axa Oy taie frontiera domeniului D in cel mult doud puncte, ¢;(x)
tiind ordonata punctului de intrare, iar ¢,(x) fiind ordonata punctului de iesire.
Cele doud puncte pot eventual si coincide. De remarcat cd domeniul este simplu
in raport cu axa la care se duce paralela, nu cu cea pe care se face proiectia.

Ariile domeniilor simple in raport cu Oy

Teorema 4.5. Fie D un domeniu simplu in raport cu Oy, cu frontiera (C). Atunci

aria (D) = —/ydx.
C

Y ]/:(Pz(x) C

y:(pl(x)
@) X

Demonstratie. D fiind simplu in raport cu Oy, au loc proprietétile de mai sus.
Pastrand notatiile, fie A1 = Ai(a, ¢1(a)), B1 = B1(b, 1(b)), Az = Ax(a, p2(a)),
By = By(b, 2(b)) ca in figura.

Conform formulei care precizeazd aria portiunii dintre graficele a doua functii,
obtinem cd

b b b
aria (D) = [ (92 = (M = [ gawdx — [ guoyix.
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Deoarece

/ydxz/A ydx—|—/ ydx—I—/A ydx—|—/ ydx,
C ByAy Ay A, ABy B, B,
iar /ydx:/
BB, Ay Ay
a b
/ydx:/A ydx—i—/A ydx:/ q)z(x)dx—l—/ @1(x)dx
C BzAz AlBl b a

= - / ’ p2(x)dx + / b p1(x)dx.

ydx = 0, deoarece dx = 0 pe aceste segmente, urmeaza cd

De aici,

A
F ] I

x=¢ (y) x=9,(y)
) I
O x>

Fie D C IR? o multime inchis si madrginitd. D se numeste simpla in raport cu
Ox dacd dacd au loc urmatoarele proprietati.

1. Proiectia lui D pe Oy este un segment [c, d].

2. Existd ¢1, 2 : [c,d] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma

D = {(x,y); p1(y) < x < a2(y),y € [c,d]}.
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Cea de-a doua conditie reprezintd faptul cd orice paraleld prin interiorul segmen-
tului [c,d] la axa Ox taie frontiera domeniului D in cel mult doud puncte, ¢1(y)
tiind abscisa punctului de intrare, iar ¢,(y) fiind abscisa punctului de iesire. Cele
doud puncte pot eventual si coincide.

Ariile domeniilor simple in raport cu Oy

Fie D un domeniu simplu in raport cu Oy, cu frontiera (C). Atunci

aria (D) = / xdy.
C

Demonstratia este similara celei efectuate mai sus pentru domenii simple in ra-
port cu Ox.
Semnul integralelor curbilinii folosite in calculul ariilor se poate retine cu aju-

torul urmadtoarei reguli mnemotehnice: / xdy, cu x ,inaintea" lui y (de fapt, a lui
C

dy), corespunzitor ordinii alfabetice, reprezinta aria lui D. In schimb, / ydx, cu
C

y ,inaintea” lui x (de fapt, a lui dx), contrar ordinii alfabetice, reprezinta opusul
ariei lui D.

Ariile domeniilor simple in raport cu ambele axe

Fie D un domeniu simplu in raport cu ambele axe, cu frontiera (C). Prin com-
binarea formulelor de mai sus, obtinem ca

aria (D) = %/ xdy — ydx.
C

2 2
Exemplu. Determinati aria domeniului marginit de elipsa (E) : 2—2 +35 =

de semiaxe a si b, unde a,b > 0.

Solutie. Domeniul respectiv este simplu in raport cu ambele axe. Frontiera sa se
poate parametriza sub forma

X =acost
(OF { -, te0,2m].
y = bsint

Din motive de simetrie, vom folosi formula

aria (D) = %/ xdy — ydx.
C
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B(0,b)

A'(-a,0)

Atunci

dx = —asintdt, dy = bcostdt,

deci
2

1
aria (D) = 5 (acost-bcost —bsint - (—asint))dt
0

2
1
= —/ ab(cos? t + sin® t)dt = 5 ab - 27t = mab.
0

Exemplu. Determinati aria domeniului marginit de astroida x5 + Yy
r>0.

:1",
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Solutie. Determinam mai intai o reprezentare parametrica a lui (C). Intrucat ecu-
atia lui (C) poate fi pusd sub forma

1\2 1\2 1\2
() + () = ()"
| 1 1
sau, cu notatiile x3 = X, y3 =Y, r3 =R,
X2 +Y?=R?
acest lucru sugereaza folosirea ecuatiilor parametrice
. 1 1 1 1,
X = Rcost, Y = Rsint = x3 =r3cost, y3 = r3sint,

de unde

x = rcos’ t
(©O): { . 5., t€]0,2m].
y=rsin’t

Din motive de simetrie, vom folosi formula

1
aria (D) = = / xdy — ydx.
2 Jc
Atunci
dx = (rcos’t) dt = —3rcos’tsintdt, dy= (rsin®t) dt =3rsin®tcostdt,

deci

1 27
aria (D) = 5 / [1’ cos® t - 3rsin® tcost — rsin® t - (—3r cos?  sin t)} dt
0

37,2 37,2 27
cos? t sin? t(cos? t + sin® H)dt = - / cos? t sin? tdt
0

271 27T
1— 4
= —/ sinZ 2tdt = 3;; %tdt

27

27T
3r ; _ sin 4t
~ 16 4

0

4.4 Integrale curbilinii independente de drum

S-a observat cd integrala curbilinie de specia II poate fi folositd pentru a calcula
lucrul mecanic al unei forte care actioneaza asupra unui punct material care se
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deplaseaza de-a lungul unei curbe netede. Pentru cazul unui cdmp de forte con-
servativ (de exemplu miscarea in cdmp gravitational, fara frecare sau rezistentd),
acest lucru mecanic depinde doar de punctul de plecare si de cel de sosire, nu si
de calea de deplasare aleasa. Acest lucru ne conduce la investigarea conditiilor in
care valoarea unei integrale curbilinii de specia II este independentd de drumul
ales.

4.4.1 Definitie

Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D. Spunem ci integrala curbilinie de

specia II / Pdx + Qdy + Rdz este independentd de drum in D dacd pentru orice

A, B € D valoarea integralei / _ Pdx + Qdy + Rdz este aceeasi pentru orice curba
AB

—~

netedd pe portiuni AB care uneste A si B.

Notatie
Daca / Pdx + Qdy + Rdz este independentd de drum in D, iar AB este o curba

netedd pe portiuni oarecare in D, vom nota / _ Pdx + Qdy + Rdz si prin
AB

B
/ Pdx + Qdy + Rdz.
A

Teorema 4.6. Fie P,Q,R : D C R3 — R continue pe D. Atunci integrala cur-
bilinie de specia 11 / Pdx 4+ Qdy + Rdz este independenti de drum dacd si numai

dacd / Pdx 4+ Qdy + Rdz = 0 pentru orice curbi inchisi netedd pe portiuni (C)
C

continutd in D.

Demonstratie. ,, =" Vom considera numai cazul curbelor simple, situatia in care
curba (C) se autointersecteaza putand fi tratatd cu ajutorul acelorasi idei.

Fie (C) o curba inchisa simpla neteda pe portiuni continuta in D. Fie A, B €
(C). Pentru fixarea ideilor, fie M pe unul din arcele determinate pe (C) de A si B,
iar N pe celdlalt. Atunci, conform proprietdtii de aditivitate a integralei curbilinii
de specia II in raport cu domeniul de integrare,

/de+Qdy+Rdz = /A de+Qdy+Rdz+/A Pdx + Qdy + Rdz
C AMB BNA
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M

A N

:/A de—t—Qdy%—Rdz—/A Pdx + Qdy + Rdz = 0
AMB ANB

,<"Fie A, B € D si AMB, ANB doud curbe netede pe portiuni unind A si B.
Fie deasemenea curba inchisa (C) definitd prin

(C) = AMBU BNA.
Atunci
0= / Pdx + Qdy + Rdz = /A de+Qdy+Rdz+/A Pdx + Qdy + Rdz
C AMB BNA

= /A de+Qdy+Rdz—/A Pdx + Qdy + Rdz,
AMB ANB

de unde

/A Pdx + Qdy + Rdz = /A Pdx + Qdy + Rdz.
AMB ANB

Cum A, B si curbele netede pe portiuni AI?/IB, ANB erau arbitrare, urmeaza ca
/ Pdx 4 Qdy + Rdz este independentd de drum in D. u

Sd notam faptul ca / Pdx + Qdy 4 Rdz = 0 pentru orice curba inchisd neteda

C
pe portiuni (C) continutd in D corespunde unui principiu de conservare a energiei
pentru campul de forte F = P7+ Q7 + Rk in D.

4.4.2 Forme diferentiale exacte. Primitive (potentiale)

Numitd si teorema fundamentald a calculului integral, teorema Leibniz-Newton
permite calculul unei integrale definite atunci cand se cunoaste o primitiva a inte-
grandului, valoarea acestei integrale fiind egala cu diferenta valorilor primitivei
in capetele intervalului.
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Cum integrala curbilinie de specia II este o0 extensie a integralei definite, mai
tideld decat cea de de specia I, intrucat, spre deosebire de aceasta din urmad, pas-
treaza si proprietatea de schimbare a semnului dupd schimbarea orientdrii dome-
niului de integrare, o intrebare naturala este daca un rezultat asemanator teore-
mei Leibniz-Newton are loc si pentru integrala curbilinie de speta a doua.

Mai mult, dacd raspunsul la aceasta intrebare ar fi afirmativ, o integrald cur-
bilinie de speta a doua cdreia i s-ar aplica aceastd teorema ar fi automat inde-
pendentd de drum, intrucat valoarea acestei integrale ar depinde doar de valorile
primitivei corespunzand capetelor curbei, nu si de forma curbei.

Desigur, ramane sa definim mai intai conceptul de primitiva in contextul dat.
Pentru integrala definits, derivand primitiva se obtinea integrandul. In acest con-
text, diferentiind primitiva (daca aceasta exista), se obtine integrandul.

Forme diferentiale exacte

Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D. Spunem cd forma diferentiala
Pdx + Qdy + Rdz este forma diferentiala exacta dacd exista U : D — R de clasa
C! pe D astfel incat Pdx + Qdy + Rdz este diferentiala acesteia, adicd

dU = Pdx + Qdy + Rdz.

Primitive (potentiale)

In aceasti situatie, U se numeste primitiva sau potentialul formei diferentiale
Pdx + Qdy + Rdz, avand loc egalitatile

ou ou ou

azpl @:Q/ gZR-

Ca si in cazul functiilor de o singurd variabild reald, primitivele unei functii sunt
determinate pana la o constanta.

Teorema 4.7. Fie P, Q,R: D C R3 — R continue pe D. Atunci / Pdx + Qdy +

Rdz este independenti de drum in D dacd si numai dacd Pdx + Qdy + Rdz este
formd diferentiali exacti.

Demonstratie. , =" Definim U : D — R prin

M
U(x,y,z) = / Pdx 4+ Qdy + Rdz, unde M = M(x,y,z),
A
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iar A este un punct oarecare din D. Deoarece

ou ou ou

pentru a verifica faptul ca dU = Pdx + Qdy + Rdz va trebui sa calculam %—g, %—;I,
%—ggiséarétémcé% = P,%—lj = Q,aa—LZI = R.

Fie My = My(x+ h,y,z) € D. Atunci

M, M
U(x+hy,z)—Ux,y,z) = / Pdx + Qdy + Rdz — / Pdx + Qdy + Rdz
A A

M,

M
=/ de+Qdy+Rdz+/ Pdx + Qdy + Rdz
A M

M
— / Pdx 4 Qdy + Rdz
A

M
= / Pdx + Qdy + Rdz.
M

M,y
Calculand / Pdx + Qdy + Rdz de-a lungul segmentului MM;, pentru care
M
dy = dz = 0, deoarece y,z sunt constante, iar x = ¢, t € [x,x + h], de unde
dx = dt, obtinem ca

x+h
U(x + h,y,z) — U(x,y,z) = / P(t,y,z)dt = hP(0,y,z),

X

cu 0 € [x, x 4 h], conform teoremei de medie pentru integrala definita. De aici,

U(x + h’ y’ Zl/z _ U(x’y’Z) — P(QIJ/, Z)/

iar trecand la limitd pentru i — 0 obtinem, tindnd seama de continuitatea lui P,
cd

ou
g(x/ylz) — P(x/}/;Z)~

Similar demonstram cd
ou ou
@(x/yrz) - Q(x/]/,Z)/ g(xz]/zz) - R(x/]//Z)-

Deoarece oU U U
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urmeaza ca
dU = Pdx + Qdy + Rdz,

iar forma diferentiald Pdx + Qdy + Rdz este exactd, cu potential U.
,<"Fie A, B € Dsi fie

R x = x(t)
AB:qy=y(t), tclab],
z = z(t)

o curbd netedd pe portiuni cu punct initial A(x 4,y 4,z4) si punct final B(xg, yg, zp).
Atunci

ou ou ou
/A“B Pdx + Qdy + Rdz = /AAB et gyt 5

b
= [ [ Sr v, 2000 + 5 0,50, 200/

0
220, 90, 202 )

b
— / UG, y(h), z(1)] dt

= U(x(), y(b), z(D)) — U(x(a), y(a), z(a))
= U(xp,yB,zB) — U(xa,Yy4,24)
[ |
Formula Leibniz-Newton

Inspectand demonstratia Teoremei 4.7, observam cd am obtinut de asemenea
urmatoarea formula de tip Leibniz-Newton pentru integrala curbilinie de specia
II.

Corolar4.7.1. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D astfel incit Pdx + Qdy + Rdz

este formd diferentiali exactd si fie AB o curbi netedd pe portiuni in D. Atunci

/A Pdx + Qdy + Rdz = U(xg, yp,zB) — U(xA,Y4,24),
AB

unde U este o primitivd a formei diferentiale Pdx + Qdy + Rdz.
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Exemplu. 1. Demonstrati ca
Y a2,
w =" x+ LAy — ydz

este o forma diferentiald exactd in D = (0, 0)3, observand ca o primitiva
a acesteia este N
U:D—R, UQxyz) ="
z
2. Determinati

Y Xq, XY
/XB de + Zdy 2 dz,

unde AB este o curbd netedd pe portiuni care uneste A(1,1,1) si B(4,2, 2).

Solutie. 1. Auloc egalititile
WY 29 (W gy O (XYY gy O (XY
d(z)_8x<z>dx+ay<z)dy+az(z>dz
L R
= de+ Zdy 22 dz,
de unde concluzia.

2. Conform formulei Leibniz-Newton pentru integrala curbilinie de specia II,

Fax+ Zay -z = U@4,2,2) - U1, 1,1) =4—1=3,
AB 2 z z

Determinarea primitivei unei forme diferentiale exacte

Este cunoscut faptul ca dacd f : [2,b] — R este o functie continud, atunci
X
F:la,b] - R, F(x)= / f(u)du,
a

este o primitivd a lui f. In demonstratia Teoremei 4.7, implicatia ,=", s-a obtinut,
in fapt, un mod de calcul complet analog al primitivelor unei forme diferentiale
exacte date.

Corolar4.7.2. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D astfel incit Pdx + Qdy + Rdz
este formd diferentialid exactd. Atunci o primitivid a sa este U : D — R definitd prin

M
U(x,y,z) = / Pdx + Qdy + Rdz, unde M = M(x,y,z),
A

iar A este un punct oarecare din D.
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M(x.y,z)

AZ (x:yac)

A(a,b,c) 4 (x,b,c)

v

In situatia in care drumul paralel cu axele de coordonate
Aa,b,c) = Ai(x,b,c) = Ax(x,y,c) = M(x,y,2)

este continut in D, primitiva U ia forma simplificata
X y zZ
U(x,y,z) = / P(t,b,c)dt + / Q(x, t,c)dt + / R(x,y, t)dt.
a b c

Sd observam céa sub fiecare integrald se afld cate o singura componentd a formei
diferentiale. Componentele de dinaintea pozitiei pe care se integreaza sunt cele
ale punctului de sosire, M(x,y,z), cele de dupd sunt ale punctului de plecare,
A(a,b,c).

Exemplu. Stiind ca

w = 2xyzdx + (¥ + x*z)dy + x*ydz

este o forma diferentiald exactd, determinati o primitiva a sa.
Solutie. Alegem ca punct initial A(0,0, 0) si notdm
P(x,y,z) =2xyz, Q(x,y,z)=¢€Y+ x%z, R(x,y,z) = xzy.

O primitivd a lui w este atunci

x Y z
U(x,y,z) :/ P(t,0,0)dt+/ Q(x, t,O)dt—i—/ R(x,y, t)dt
0 0 0
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x y z
= / 0dt —l—/ e'dt —|—/ x2ydt = et
0 0 0

Primitiva U se poate deduce si prin integrarea directd unui sistem de ecuatii cu
derivate partiale. Astfel, daca

t=z
= e/ — 14 x%yz.
t=0

t=y
+ xzyt
=

0

dU = 2xyzdx + (¢ + x*z)dy + x*ydz,

urmeaza ca

ou ou
£:2xyz, — =V +x%z, — =x%y.

Urmeaza ca

ou

M =2xyz = U= /nyzdx = yz/Zxdx = xzyz + @1(y, 2)-

Sd notam cd functia ¢ depinde de variabilele ramase, y si z aici, deoarece se
integreazd dupd x. De asemenea

oul J
ol _ oy 2 Y r.2 — oY 2
5 Y+ xz — ay(xyz+(p1(y,z)) el +x°z
Y d
= ¥’z + oy (p1(v,2) =&/ + 3z — dy (11, 2) = ¢

= ¢(y,2) = /eydy = e/ 4+ ¢(2).

Din nou, functia ¢, depinde de variabila rdmasd, z, intrucat se integreaza dupa y
iar variabilele ,disponibile” inainte de integrare erau y si z. Urmeazd ca

U = x*yz + ¢1(y,2) = xX*yz + e/ + ¢a(2).

In plus
o =Xy = a—z(x yz+e +902(Z)>)—x3/
» d 2 /
— XY+ o (9200) =¥y = ¢25) =0 = ¢a(5) = C.
Atunci

U(x,y,z) = x*yz +e’ +C,

unde C este o constanta arbitrara.
Sd notdm cd, in prima metodd, constanta C este determinatd de alegerea lui
A(0,0,0) ca punct initial, ceea ce impune ca U(0,0,0) = 0.
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Rdmane deci sd precizam un test care sd decidd daca o forma diferentiald data
este exactd sau nu. In acest scop, sd reamintim cd, daca U este o primitiva a lui
Pdx 4+ Qdy + Rdz, atunci

ou ou ou

_ = P, _— = Q, - = R

ox ay 0z
Conform criteriului lui Schwarz de egalitate a derivatelor partiale mixte ale unei
functii de mai multe variabile, obtinem atunci urmatorul rezultat.

Teorema 4.8. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D si derivabile partial, cu
derivatele partiale continue pe D. Dacid Pdx + Qdy + Rdz este formi diferentiali
exactd, atunci

oP  0Q oJP OR 0Q OR

W % w moa

Demonstratie. S3 observam ca

oP  92*U  0Q o%U

dy dydx’ 9dx  9xdy’
iar aceste derivate partiale mixte sunt continue pe D. Conform criteriului lui
Schwarz, obtinem c4 ele sunt egale in D, adica

U U
dxdy  dyox’
de unde g—ly) = aa—g, celelalte egalitati obtindndu-se analog. |

Un rezultat aseméandtor are loc si pentru functii cu domeniul in R?.

Teorema 4.9. Fie P,Q : D C R?> — R continue pe D si derivabile partial, cu
derivatele partiale continue pe D. Dacid Pdx + Qdy este formd diferentialid exactd,
atunci

o _ 20

@— o in D.

Folosind determinanti simbolici si faptul cd un vector este nul daca si numai daca
toate componentele sale sunt nule, teoremele de mai sus se pot pune sub urma-
toarele forme mai usor de vizualizat.
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Corolar 4.9.1. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D si derivabile partial, cu
derivatele partiale continue pe D. Dacid Pdx + Qdy + Rdz este formd diferentiald exactd,
atunci

T 7 Kk

d d 0 _—_—
a @ E—O n D.
P O R

Corolar4.9.2. Fie P,Q : D C R? — R continue pe D si derivabile partial, cu derivatele
partiale continue pe D. Dacid Pdx + Qdy este formd diferentiald exactd, atunci

9 9
ox dy|=0 1inD.
P Q

4.4.3 Integrale curbilinii pe domenii simplu conexe. Conditii
echivalente pentru independenta de drum

Teoremele de mai sus reprezind conditii necesare ca o forma diferentiald sa fie
exactd. Aceste conditii nu sunt insa neaparat si suficiente, reciprocele lor neavand
neapdrat loc in absenta unor conditii auxiliare asupra domeniului D.

Domenii simplu conexe in plan
Definitie. Fie un domeniu D C IR?. Spunem cd D este simplu conex dacd odatd

cu orice curba inchisa (C) domeniul D contine si interiorul acesteia.

N

O X O X

Domeniu simplu conex Domeniu dublu conex

Cu alte cuvinte, un domeniu simplu conex in plan nu contine goluri, indife-
rent de cat de mici sunt acestea. Astfel, interioarele unui cerc sau unui patrat
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sunt domenii simplu conexe. Un inel (regiunea dintre doud cercuri) nu este insa
un domeniu simplu conex, si nici interiorul unui cerc din care lipseste centrul nu
este un domeniu simplu conex. In ultimul caz, ,golul" consta dintr-un singur
punct! Astfel de domenii vor fi numite, in general, multiplu conexe. Distingand
dupd numarul de goluri, un domeniu cu un singur gol va fi numit dublu conex,
un domeniu cu doud goluri va fi numit triplu conex; in general, un domeniu cu
n — 1 goluri va fi numit n-uplu conex.

Domenii simplu conexe in spatiu

Definitie. Fie un domeniu D C IR®. Spunem cd D este simplu conex daca odata
cu orice curbd inchisd (C) domeniul D contine si o suprafatd neteda cu frontiera

(©).

In acest caz, un domeniu simplu conex poate contine goluri. De exemplu,
domeniul dintre doud sfere concentrice este simplu conex, si tot domeniu sim-
plu conex este interiorul unei sfere din care lipseste centrul (sau chiar lipsesc un
numadr finit de puncte). Daca domeniul nu are goluri, atunci el este simplu conex.

Pentru domenii simplu conexe, conditiile Teoremelor 4.8 si 4.9 sunt si sufi-
ciente (acest lucru va fi demonstrat ulterior). Obtinem atunci urmdtoarele conse-
cinte.

Teorema 4.10. Fie P,Q,R : D C R3 — R continue pe D si derivabile partial,
cu derivatele partiale continue pe domeniul simplu conex D. Urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente.

1. / Pdx + Qdy + Rdz este independentd de drum in D.

2. / Pdx + Qdy + Rdz = 0 pentru orice curbd inchisi netedd pe portiuni (C)
C
continutd in D.
3. Pdx + Qdy + Rdz este formd diferentiald exacti.

4. Are loc egalitatea

I
ol

in D.

SIS RSS!

o Y~
Q| o~
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Teorema 4.11. Fie P,Q : D C R?> — R continue pe D si derivabile partial,
cu derivatele partiale continue pe domeniul simplu conex D. Urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente.

1. / Pdx + Qdy este independentd de drum in D.

2. / Pdx 4+ Qdy = 0 pentru orice curbi inchisi netedd pe portiuni (C) conti-
C
nutd in D.
3. Pdx + Qdy este form diferentiald exactd.

4. Are loc egalitatea

9 9
ox dy|=0 inD
P Q
Exemplu. Determinati
/ e* sinydx + e* cosydy,
C

unde (C) este dreptunghiul cu varfurile O(0,0), A(1,0), B(1, ), C(0, 7).

Solutie. Sd observam mai intai faptul ca dreptunghiul din enunt este o curba
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inchisd. Mai departe,

2 2
o :ixny excacy)sy ~ Ix (e* cosy) — 3y (e¥siny) = e*cosy —e*cosy =0,

de unde / e* sinydx + e* cosydy = 0.
C

Exemplu. Demonstrati ca valoarea integralei

_ yZ?dx + xz%dy + 2xyzdz
AB

nu depinde de arcul AB care uneste A(1,0,2) si B(2,1,1) si calculati aceasta

valoare.

Solutie. Demonstram mai intdi independenta de drum. Observam ca

T 7k

9 9 9| 9, . 3 a. 3 o=

a @ & = @(23(]/2)1 + E(yz )] + a(xz )k
2 2

d, o7 O, 5, 0 .
— 5y W g B = )]
= 2x27 4 2yz] + 2%k — 2%k — 2x27 — 2yz] = 0,

valoarea integralei respective fiind independenta de drum. Pentru a calcula aceasta
valoare, alegem un drum format dintr-o succesiune de segmente paralele cu axele
de coordonate, anume

A(1,0,2) — A1(2,0,2) —— Ax(2,1,2) — B(2,1,1).
x=2

x=t x=2
te[1,2] y=t y=1
y=0 te[0,11] z=t
z=2 z=2 te21]
dx = dt dx =0 dx =0
dy =0 dy = dt dy=0
dz=20 dz=10 dz = dt
Urmeaza ca
_ yZ2dx + xz2dy + 2xyzdz

AB
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= | yzZPdx + xz%dy + 2xyzdz
AA,

+ / yz2dx + xz2dy + 2xyzdz
ALA,

+ | yZPdx + xz2dy + 2xyzdz
A3B

1 1

2 1 1
:/‘Mﬁ+/‘wﬁ+/‘%ﬁ:0+8t-+%2 =2.
1 0 2 0 5
Aplicatii
x=t
4.1. Determinati / yds, unde (C) : , te[2,3]
c y =t
. . 3. 2 X = t
4.2. Determinati | x°y~ds, unde (C) : 27 te[—1,1].
c y=

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

3
Determinati /(x3 +y)ds, unde (C) : y = ;—7, x € [0,3].
C

Determinati / ds, unde AB este segmentul cu capetele in A(0, 3) si B(1,5).

ABY — X
2 2

Determinati / xyds, unde (C) este elipsa de ecuatie 2—2 + Z_Z =1,a,b>0.
C

Determinati / \/x2 + yzds, unde (C) este cercul de ecuatie X2+ yz = 2ax,a > 0.
C

x = In(1 + %)

, te]0,1].
y = 2arctgt —t

Determinati / ye *dx, unde (C) : {
c

Fie O(0,0), M(1,0), A(1,1). Determinati / (x + y)dx + xdy pentru urmdtoarele
C

alegeri ale curbei (C)

1. Segmentul OA.

2. Portiunea din parabola y = x? determinatii de O si A.

3. Reuniunea segmentelor OM si M A.
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Puteti explica rezultatul?

4.9. Demonstrati cid urmdtoarele forme diferentiale sunt exacte si precizati primitive ale
acestora

wi = (x +ydx + (x —ydy, wy = Bxy +y)dx + (&* + x)dy
w3 = (ye* + siny)dx + (¢* + x cosy)dy,

4.10. Demonstrati cd urmdtoarele integrale sunt independente de drumurile care unesc
punctele A si B si precizati valorile acestora

B
1. / 3x?ydx + x°dy, A(1,1), B(2,3).
A

B
2. / (1 —ye Ndx+e *dy, A(0,0), B(1,3).
A
B
3. / (e* + 2xsiny)dx + (x? cosy — 3y2)dx, A(—1,0), B(2,2m).
A

B X y
4, / ——dx + —=——dy, A®4,3), B(2,1), pe un drum care nu trece

prin O(0,0).
B1—x . x s
5. /A m smydx + m Ccos ydy, A(O, _)/ B(l, 7-[)'

4.11. Fie f,g : R — R derivabile cu derivata continud. Demonstrati cd urmidtoarele
integrale sunt independente de drum.

L [ e + gy
2. /f(x + y)(dx + dy).

3. /f(xy)(ydx+ xdy).

4.12. Fie (C) cercul unitate, parcurs in sens trigonometric.

1. Demonstrati ci /C 2 _]’/_yzdx + " :C_yZdy =2 #0.
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2. Demonstrati cid
v (i) o (i)
ay \ x2+y?)  ox \x2+4y2/’
Contrazice acest lucru Teorema 4.10?
4.13. Determinati a € R pentru care forma diferentiali
w = ax*zdx + 2ydy + x3dz
este exactd si precizati o primitivd a acesteia.
4.14. Determinati f : R® — R pentru care forma diferentiald
w=(y+z)dx+ (z+x)dy + f(x,y,z)dz

este exactd si precizati o primitivd a acesteia.



