Capitolul 2

INTEGRALA DEFINITA

Incd din antichitate, s-a pus problema determindrii ariilor unor figuri geometrice
care nu erau marginite de segmente de dreapta. Maestri ai geometriei clasice, ve-
chii greci s-au dovedit a fi si precursori a ceea ce urma sa devina calculul integral.
Desi in acea vreme nu exista, desigur, notiunea de trecere la limitd, acest impedi-
ment nu l-a oprit pe Eudoxius sd introducd in preajma anului 370 1.Hr. metoda
exhaustiunii (epuizdrii). In aceastd abordare, aria misurati se extindea pas cu
pas, devenind din ce in ce mai apropiatd de aria cdutata.

Arhimede a folosit aceastd metodd pentru a calcula (in mod exact!), in jurul
anului 230 1.Hr., aria de sub graficul unei parabole, oferind cu aceasta ocazie pri-
mul exemplu de serie convergentd, si pentru a aproxima ariile cercurilor si elipse-
lor. De aceeasi atentie din partea sa s-a bucurat si calculul volumelor unor corpuri
cum ar fi sferele si paraboloizii de revolutie.

Bazele calculului integral au fost puse de citre Isaac Newton, in 1666, pornind
de la probleme de naturd cinematicd. Pentru Newton, calculul integral insemna
gasirea ,fluentilor" atunci cand sunt cunoscute ,fluxiunile" (derivatele), obiec-
tivul principal fiind determinarea legii de miscare a unui punct material atunci
cand este cunoscutd permanent viteza sa. Din motive conjuncturale, tratatul res-
pectiv nu a fost publicat in mod formal decat dupa mai mult timp de la redactarea
sa, desi continutul devenise cunoscut matematicienilor vremii.

In vreme ce punctul de vedere al lui Newton era, intr-un fel, de natura geo-
metricd, Gottfried Wilhelm von Leibniz a contribuit la punerea bazelor calculului
integral cu un punct de vedere ceva mai apropiat de cel al analizei de azi si sis-
tematizat mai convenabil din punct de vedere analitic. Abordarea propusa de
Leibniz consta in utilizarea proprietitile seriilor convergente (in fapt, Leibniz si-a
numit abordarea ,,calculus summatorius”, numele de calcul integral fiind sugerat
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ulterior de Jacob Bernoulli, in 1690). Tot lui Leibniz i se datoreaza utilizarea can-
titatilor infinitezimale dx si dy si notatiile pentru acestea, precum si introducerea

semnului / pentru operatia de integrare.

Leibniz a fost cel care si-a publicat mai intai propria abordare (1684, 1686), lu-
cru care a dat nastere unei controverse intense privind adevaratul creator al calcu-
lului integral, punctul central al acesteia fiind mdsura in care Leibniz a cunoscut
rezultatele lui Newton. Astdzi, atat lui Newton cat si lui Leibniz li se acorda credit
pentru dezvoltarea independentd a notiunilor de baza ale calculului integral.

Definitia actuald a notiunii de integrald i se datoreaza lui Bernhard Riemann
(1854), extinderi ale acestei notiuni fiind introduse, intre altii de Thomas Joan-
nes Stieltjes (1894, integrala Riemann-Stieltjes) si Henri Lebesgue (1904, integrala
Lebesgue).

2.1 Definitia notiunii de integrala definita

Diviziuni ale unui interval

Fiind dat un interval marginit [a, b], numim diviziune a sa o multime ordo-
natd

A= {xp,x1,X2,..., X0}, cu a=x9<x<x<...<x,=>0

Punctele xq, x1, x3, ..., x; se numesc nodurile diviziunii, iar lungimea maxim4d a
intervalelor elementare [x(, x1], [x1, x2], ..., [X,_1, X, ] astfel determinate,

Al = 1 — X
8] = max (xis1 ),

se numeste norma diviziunii A. In situatia in care toate intervalele elementare ale
diviziunii A au aceeasi lungime, egald cu %(b — a), diviziunea se numeste echi-
distanta.

Exemplu. Multimea
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fard a fi echidistantd. Multimea

B 1234}
A2_{0’55551
0,

este o diviziune echidistanta a intervalului [0, 1], toate intervalele elementare

ale diviziunii avand lungimea +.

Notatie
Multimea diviziunilor unui interval [a, b] se noteazad Dy, .
Sisteme de puncte intermediare asociate

Fiind datd o diviziune A = {xg, x1, X2, ..., Xy}, vom numi sistem de puncte
intermediare asociat diviziunii A o multime ordonata

C - {C11C2/"'/Cﬂ}/

astfel incat ¢; € [x;_1,x;] pentru1l < i < n (in fiecare interval elementar se afld
cate un punct intermediar).

Sume Riemann. Interpretare geometrica

Fiind date o functie f : [4,b] — R, o diviziune A = {xg,x1,%2,...,%,} a
intervalului [a,b] si C = {cy1,¢2,...,cn} un sistem de puncte intermediare asociat
diviziunii A, vom numi sumda Riemann asociata diviziunii A si sistemului de
puncte intermediare C suma

oa(f,C) = Y fle)(xi — xi—1)
i—1
= f(c1)(x1 — x0) + f(c2)(x2 — x1) + ... + fcn)(xXn — Xp—1)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmulteste cu lungimea interva-
lului din care punctul intermediar face parte, adunandu-se rezultatele).

Pentru fixarea ideilor, sd presupunem cd f(x) > 0 pentru orice x € [a, D], gra-
ficul functiei f fiind atunci situat in intregime deasupra axei Ox. Atunci f(c1)(x —
Xp) reprezinta aria unui dreptunghi care aproximeaza aria trapezului curbiliniu
delimitat de graficul functiei f, dreptele x = xp, x = x7 si axa Ox (primul trapez
curbiliniu dintre cele n in care a fost impartitd portiunea dintre graficul functiei
f siaxa Ox). Desigur, aceastd aproximare este cu atat mai buna (adicd eroarea de
aproximare este mai micd) cu cat x; este mai apropiat de xo.
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Xp=a ¢ X, ¢ X, X

Ceilalti termeni ai sumei Riemann avand interpretdri similare, obtinem cd
suma Riemann reprezintd o aproximare pentru aria portiunii dintre graficul func-
tiei f, axa Ox, paralela ,initiald" la Oy, x = g, si paralala ,finald" la Oy, x = b.
Aceastd aproximare este cu atat mai bunad cu cat toate lungimile de intervale ele-
mentare x| — Xg, X — X1, ..., Xp — X;_1 sunt mai mici.

Functii integrabile Riemann

Definitie. Fie f : [4,b] — R. Vom spune cd f este integrabild Riemann pe [a, b]
(pe scurt, f este integrabild pe [a,b]) dacd existd un numar real I astfel incat
oricare ar fi ¢ > 0 exista . > 0 cu proprietatea ca

oricare ar fi diviziunea A € Dy, cu ||A|| < & si oricare ar fi sistemul de puncte
intermediare C asociat lui A, are loc inegalitatea

|0'A(f, C) — I| < &

Astfel, pentru o normd a diviziunii A suficient de micd, suma Riemann ca(f, C)
reprezintd o aproximare ,suficient de buna" a lui I, indiferent de alegerea siste-
mului de puncte intermediare C.

Integrala Riemann

Numadrul I de mai sus se numeste integrala definita, sau integrala Riemann,
a functiei f pe intervalul [a, b] si se noteaza

/ab f(x)dx.

Sa obsevam si ca I, dacd existd, este unic determinat.
Numerele a si b se numesc limitele de integrare, intervalul [a, b] se numeste
interval de integrare, iar variabila x se numeste variabilad de integrare.
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Definitie alternativa

Are loc urmdtoarea echivalentd, cea de-a doua afirmatie putand fi utilizata de
asemenea ca definitie a integrabilitatii Riemann.

Teorema 2.1. Fie o functie f : [a,b] — R. Urmadatoarele afirmatii sunt echivalente.
1. f este integrabili pe [a, b].

2. Oricare ar fi un sir de diviziuni (Ay),>o ale intervalului [a, b] cu ||Ay|| — 0,
impreund cu un gir de sisteme de puncte intermediare asociate (Cy,), >0, Sirul
sumelor Riemann (o, (f, Cy))n>0 este convergent.

Cea de-a doua afirmatie pare, la prima vedere, imprecisd. Mai precis, se cere
doar ca limita unui sir de sume Riemann sa fie finitd, aparind, la prima vedere,

posibilitatea ca siruri diferite de sume Riemann sd tindd la limite diferite, adica
b

sd existe ,candidati" diferiti pentru / fx)dx. In fapt, se poate demonstra cd

a
limita unui astfel de sir de sume Riemann nu depinde nici de alegerea sirului
de diviziuni (Ay),>0, nici de alegerea sirului de sisteme de puncte intermediare

b
asociate (Cy),>0. Valoarea (comund) a acestor limite reprezinta / fx)dx.
a

Diferenta intre integrala nedefinita si integrala definita a unei functii

Integrala nedefinitd a unei functii f este 0 multime de functii, pe cand inte-
grala sa definitd este un numar.

Inversarea limitelor de integrare

Observam din cele de mai sus cd nu este neapdrat necesar ca a < b. Com-
parand sumele Riemann obtinute pentru intervalele [a, b] si [b, a] (si aceeasi di-
viziune A si acelasi sistem de puncte intermediare C), observam cd a doua este
opusd primei, intrucat (x; — x;_1) se transformad in (x;_1 — x;) = —(x; — x;_1). Ur-

meazd imediat ca
b a
/ flx)dx = —/ f(x)dx
a b

(inversarea limitelor de integrare are ca efect inversarea semnului integralei).
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Interval de integrare redus la un punct

Prin definitie (consistentd cu observatia de mai sus si cu interpretarea geome-
trica a integralei definite)

/aa f(x)dx =0,

(daca lungimea intervalului de integrare este 0, atunci si valoarea integralei
este 0)

Integrala functiei nule

Cu ajutorul definitiei, putem observa cd, dacd f(x) = 0 pentru orice x € [a, b],
atunci

/ab f(x)dx =0,

intrucat toate sumele Riemann asociate sunt nule.

2.2 Legaturaintre integrabilitate si alte proprietati ale
functiilor

Dupa definirea notiunii de functie integrabila, este natural sa ciutdm legaturile
intre integrabilitate si alte proprietdti uzuale ale unor functii (continuitate, mono-
tonie, marginire).

Tinand seama de motivatia practicd a introducerii notiunii de integralad de-
finita (calculul unor arii), ar fi natural ca functiile continue pe un interval [a, b]
sa fie si integrabile. Tinand seama si de faptul ca integrala definitd a unei func-
tii este, in fapt, limita (finitd) a unui sir (convergent) de sume Riemann, cum un
sir convergent este marginit, ne putem astepta prin analogie ca si o functie in-
tegrabild sd fie marginita. Prin acelasi gen de analogie, cum un sir monoton si
madrginit este convergent, ne putem astepta ca o functie monotona si marginita sa
fie integrabila.

Teorema 2.2. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a, b]. Atunci f este integrabili pe
[a,D].

Teorema 2.3. Fie f : [a,b] — R, f integrabili pe [a, b]. Atunci f este marginitd pe
[a, b].
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In fapt, putem preciza o proprietate mai generals, dar a cdrei prezentare deta-
liata depdseste cadrul acestui curs.

Teorema 2.4. Fie f : [a,b] — R. Atunci f este integrabild pe [a, b] dacd si numai
dacd f este marginitd si continud ,,aproape peste tot” pe [a, b].

Aici, continud ,aproape peste tot" inseamna faptul cd multimea punctelor de di-
scontinuitate ale lui f are masura Lebesgue 0, in sensul cd poate fi acoperitd cu o
reuniune numadrabild de intervale cu sumad a lungimilor oricat de micd. De exem-
plu, o functie cu un numar finit de puncte de discontinuitate (caz des intalnit in
practicd) este continud ,,aproape peste tot".

Teorema 2.5. Fie f : [a,b] — R, f monotond si marginitd pe [a, b]. Atunci f este
integrabili pe [a, b].

2.3 Formula Leibniz-Newton

Formula urmatoare reprezintd legdtura dintre notiunile de integrald definitd, res-
pectiv nedefinita.

Teorema 2.6. Fie f : [a,b] — R astfel incat f este integrabili pe [a, b] si admite
primitive pe [a, b]. Atunci

b
F(x) 4

notatie

b
| fedx = E0) - F@

F fiind o primitivd oarecare a lui f.

Demonstratie. Sd observam mai intdi cd valoarea expresiei F(b) — F(a) nu de-
pinde de primitiva F, intrucat doud primitive F;, F, diferd printr-o constantd,
F, = F; + C. Atunci

Fy(b) — Bx(a) = (Fi(b) + C) — (Fi(a) + C) = Fi(b) — Fi(a).
Fie F o primitivd a lui f. Atunci F este derivabild pe [a, b], iar

F'(x) = f(x), pentru orice x € [a,b].
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Fie A = {x0,x1,x2,...,%,} o diviziune a intervalului [a,b]. AplicAnd teorema
valorii medii a lui Lagrange functiei F pe fiecare interval [x;_1,x;], 1 < i < n,
obtinem cd exista ¢; € (x;_1, x;) astfel incat

F(x;) — F(xi—1) = F'(ci)(xi — xi—1) = fc)(x;i — xi_1).

Suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte interme-
diare C = {cy,¢cp,...,cn} este atunci

oa(f,C) =) flea)(xi — xi—1) = ) [F(x;) — F(x;-1)]
i=1 i=1

= [F(x1) — F(x0)] + [F(x2) — F(x1))] + ... + [F(xn) — F(xp—1)]
= F(xn) — F(xo) = F(b) — F(a).

Fie ¢ > 0 arbitrar. Deoarece f este integrabild pe [a, b], existad . > 0 astfel ca

b b
OA(f,C)—/ fx)dx| <e = P(b)—F(a)—/ f(x)dx| <e

pentru orice A cu ||A|| < J si orice sistem C de puncte intermediare asociat lui A
ca mai sus. Cum ¢ era arbitrar, urmeaza ca

b b
P(b)—F(a)—/ fx)dx =0 = / f(x)dx = F(b) — F(a).

in fapt, prin intermediul formulei Leibniz-Newton, calculul unei integrale de-
tinite se reduce la calculul unei primitive si la scaderea valorilor acestei primitive
in capetele intervalului de integrare, mai precis din valoarea in capatul superior
scazandu-se valoarea in capatul inferior.

Exemplu.

T
4

—tg(;) —tg0 =1,
0

i
/ s—dx = tgx
0 COS?X

deoarece

/ ! dx =tgx+C,

cos? x

T P .
o primitivd a functiei _ fiind functia tg.
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2.4 Operatii cu functii integrabile

Prin intermediul formulei Leibniz-Newton, numitd si formula fundamentala a
calculului integral, formulelor de calcul al primitivelor pentru functii uzuale le
corespund formule de calcul pentru integrale definite.

Teorema 2.7. Fie f,g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a,b] si c € R. Au loc
urmitoarele proprietiti.

1. Proprietatea de aditivitate

Functiile f + g si f — g sunt integrabile pe [a, b], iar

b b b
/ (f(x) + g())dx = / FOodx + / g(x)dx

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv

b b b
| (0~ gtonax = [ s~ [ g
a a a
(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).

2. Proprietatea de omogenitate

Functia cf este integrabili pe [a, b], iar

/ﬂb cf(x)dx = c/abf(x)dx,

(o constanta cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub integrala
inaintea integralei).

Mentionam cd nu au loc formule asemdndtoare pentru produs si raport, adica
integrala produsului nu este, de reguld, produsul integralelor si nici integrala
raportului nu este, de reguld, raportul integralelor. Condensat, formulele de mai
sus pot fi scrise sub forma urmatoare.

Teorema 2.8. Fie f, g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b] si c1,c2 € R. Atunci
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c1f + cpg este integrabili pe [a, b] si

b b b
/ (c1f(x) + c2g(x))dx = c1/ f(x)dx + cz/ g(x)dx.

Proprietatea are loc si pentru mai mult de doud functii. Prin inductie mate-
maticd se poate demonstra urmatorul rezultat.

Teorema 2.9. Fie f1, fa,..., fn : [a,b] = R, f1, fo,..., fn integrabile pe [a, b] si
€1,€2,...,0n € R Atuncic1f + cafs + ... + cufn este integrabili pe [a, b] si

b
/ (CLf )+ c2fo®) + ...+ nful)dx

b b b
201/ fl(x)dX+C2/ fz(x)der...—i—cn/ fu(x)dx.

2.5 Metode de calcul

Din nou, metodelor de calcul pentru integrale nedefinite le corespund prin in-
termediul formulei Leibniz-Newton metode de calcul similare pentru integrale
definite.

2.5.1 Metoda de integrare prin parti

Teorema 2.10. Fie f, g : [a,b] — R derivabile, cu f', ¢’ continue. Atunci f'g si
fg' sunt integrabile pe [a, b], iar

b
| F@gax = g

b b
- [ g w

Demonstratie. Deoarece f’, ¢’ sunt continue, urmeazid cd f'¢ si f¢' sunt inte-
grabile pe [4, b], fiind continue pe acest interval, ca produse de functii continue.
Intrucat

(f8)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x), pentru orice x € [a,b],
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functia produs, fg, este o primitivd a functiei f'¢ + fg’. Aplicand formula Leibniz-
Newton, urmeaza ca

b

b
/ (f (0)8(x) + f(x)g(x)dx = f(x)g(x)

a
b

b b
— [ Fwgeir+ [ g @i = fogw

a

b b b
— / Fg0dx = Fg@)| — / Fg (D),

ceea ce trebuia demonstrat. [ |

7T
Exemplu. Determinati / X cos xdx.
0

Solutie. Intrucat x este o functie polinomiald, incercam sa scriem cealalta functie
de sub integrald ca o derivatd, sub forma cos x = (sinx)’. Urmeaz4 ca

T 7T T 7T
/ xcosxdx:/ x(sin x)'dx = xsin x —/ (x) sin xdx
0 0 0 0
7T T 7T T
= xsinx —/ sinxdx = xsinx | — (— cosx)
o 70 0 0
7T 7T
=xsinx| 4cosx| =0—2=-2
0 0

2.5.2 Prima metoda de schimbare de variabila

Teorema 2.11. Fie [a, b],[c, d] intervale si [a, b] 5 e, d] i> R functii care satisfac
urmdtoarele proprietiti

1. u este derivabild cu derivata continud pe [a, b];

2. f continud pe [c, d];
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Atunci (f o u)u’ este integrabilii pe [a, b], iar

u(b)

b
/ (Fowpu @iz = [ s,

u(

Remarcam faptul ca atunci cand se schimba variabila de integrare se schimba si
limitele de integrare.

Demonstratie. Deoarece (f o u) este functie continua pe [a, b] (ca o compunere de
functii continue), iar u’ este de asemenea continud pe [a, b], produsul lor (f o u)u’
este functie continud pe [, b], fiind deci si integrabild pe acest interval.

Deoarece functia f este continud, ea admite primitive. Fie F o primitiva a sa.
Atunci F' = f.

Conform formulei de derivare a functiei compuse,

(Fou) (x) = F'(u(x))u'(x) = fu(x)u'(x) = (f o u)(x)u'(x),

si atunci F o u este o primitiva a functiei (f o u)u’, iar conform formulei lui Leibniz-
Newton

b

b
/ (fow)(x)u'(x)dx = (Fou)(x) | = F(u(b)) — F(u(a).

a

De asemenea, tot conform formulei Leibniz-Newton,

u(b) u(b)
fw)du = F(u) = F(u(b)) — F(u(a)),
u(a) u(a)
deci
b u(b)
| oneneodx = [ fanan,
a u(a)
ceea ce trebuia demonstrat. [ |

Exemplu. Fie integrala

1
/ arctgxdx.
0o 1+x2

Atunci

1 1 1
t 1
/0 alri%;dx = /0 arctgx - 3 xzdx = /0 arctg x - (arctg x)'dx.




46 Capitolul 2 INTEGRALA DEFINITA
Notand u = arctg x, obtinem ca

du = (arctg x)'dx = dx.

1+ x?

Calculam noile limite de integrare, inlocuindu-le pe cele vechi in schimbarea
de variabilad. Astfel,

x=0 = u=arctg0 =0

x=1 :>u:arctg1:g.
Inlocuind du si u (in aceastd ordine), urmeazi cd
1 z 2 |4 2
arctg x 4 u 1/m\2 1, m
dx = du =% :_<_> =TT
/01+x2x/0””2024 20 T3

2.5.3 A doua metoda de schimbare de variabila

Teorema 2.12. Fie [a, b], [c, d] intervale si [a, b] 5 e, d] i> R functii care satisfac
urmdtoarele proprietiti

1. u este derivabilii si inversabild, iar v = u~! este derivabilii cu derivata conti-
nud pe [c, d];

2. f este continud pe [c,d];

Atunci (f o u) este integrabili pe [a, b], iar

b u(b)
/ (f 0 u)(x)dx = / ) - o' ().
a u(a)

Practic, ca si pentru integrale nedefinite, cea de-a doua metodd de schimbare de
variabild corespunde situatiei in care nu se poate pune in evidentd sub integrala
initiala derivata schimbadrii de variabila.
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2.6 Proprietidti ale integralei definite

2.6.1 Proprietiti in raport cu intervalul

Restrangerea intervalului de integrare

Teorema 2.13. Fie f : [a,b] — R, f integrabilii pe [a, b]. Atunci f este integrabili
pe orice subinterval [c,d] C [a, b].

Extinderea intervalului de integrare. Aditivitatea in raport cu intervalul

Teorema 2.14. Fie f : [a,b] — R, ¢ € (a,b). Daci f este integrabild atit pe [a, c]
cit si pe [c, b], atunci este integrabildi pe intreg intervalul [a, b], iar

/ﬂ Cf(x)dx—I— /C : fx)dx = /ﬂ b f(x)dx. 2.1)

Sd observam insd cd, in ipoteza in care toate cele trei integrale sunt bine de-
finite, nu este neapdrat necesar ca ¢ € (a,b). In tfapt, dacd integralele sunt bine
definite, egalitatea are loc indiferent de pozitia lui c fatd de a si b.

Intr-adevir, pentru ¢ > b, urmeaza cd b € (a, c), iar conform Teoremei 2.14 are

loc egalitatea
b c c
/af(X)dx+/b f(x)dx:/lZ f(x)dx,

/acf(x)dx — /bcf(x)dx = /abf(x)dx.
b

c
Cum / flx)dx = — / f(x)dx (inversarea limitelor de integrare are ca efect in-
b

de unde

C
versarea semnului integralei), urmeaza cd (2.1) are loc si pentru ¢ > b. Un ratio-
nament similar se poate face si pentru ¢ < a.

Cc a
Pentru ¢ = 4, urmeaza ca / flx)dx = / f(x)dx =0, deci
a a

un rationament similar avand loc si pentru ¢ = b.
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Integrarea functiilor pare si impare

Reamintim cd o functie f : [—a,a] — R, a > 0, se numeste para daca
f(—=x) = f(x), pentruoricex € [—a,a]

(semnul — dispare, asa cum dispare cand —1 este ridicat la putere para). De
asemenea, daca

f(—x) = —f(x), pentruorice x € [—a,a]

(semnul — se pdstreazd, asa cum se padstreazd cand —1 este ridicat la putere im-
pard), functia f se numeste impara.

Teorema 2.15. Fie [—a,a] un interval simetric fatd de origine, a > 0, i fie f :
[—a,a] — R, f integrabili pe [—a, a].

a
1. Dacd f este impard, atunci [ f(x)dx = 0.
—a

a a
2. Daci f este pard, atunci | f(x)dx =2 / f(x)dx.
—a 0

Exemplu. Determinati
1
/ x"\/1 + x2dx.
-1

Intervalul de integrare, [—1, 1], este simetric fatd de origine. Rdmane sa de-
termindm paritatea functiei de sub integrala. Fie

fil-1,1] = R, f(x)=x"v/1+x2
Atunci

f(=x) = (=) \/1+ (—x)2 = —x"V/1+x2 = —f(x), x€[-1,1],

deci f este impara, iar

1
/ x’\/1+x2=0.
-1

Practic, functiile impare , pdstrand semnul", integrala pe partea negativa [—a, 0]
a intervalului [—a, a] are semn schimbat fatd de integrala pe partea pozitiva [0, a]
a intervalului [—a, a], iar suma lor este 0.
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Functiile pare , eliminand semnul", integrala pe partea negativa [—a,0] a in-
tervalului [—a, a] este egald cu integrala pe partea pozitiva [0,a] a intervalului
[—a, a], suma lor fiind dublul integralei pe partea pozitiva [0, a].

2.6.2 Proprietiti in raport cu functia

Vom observa in cele ce urmeaza cd integrala definita pastreaza semnul functiei
de integrat si inegalitatile nestricte intre functii. In plus, inegalitatea stricta intr-
un punct de continuitate a functiei de integrat atrage inegalitatea strictd pentru
integrala.

Pdstrarea inegalitatilor nestricte

Teorema 2.16. Fie f, g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b].

1. Dacd f(x) > 0, pentru orice x € [a, b], atunci

b
/ f(x)dx > 0.

2. Daci f(x) > 0, pentru orice x € [a, b], iar [c,d] C [a, b], atunci

/ ’ flaix > / e

3. Daci f(x) > g(x), pentru orice x € [a, b], atunci

/ ’ fadx > / ’ g

Demonstratie. 1. Fie (A;),>0 un sir de diviziuni ale lui [a, b] si (Cy,),>0 un sir de
sisteme de puncte intermediare asociate. Sa notdm

0 .1 Nul. _ 1 2 N,
An:{xn,xn,...,xn”}, Cn—{cn,cn,...,cn”}.

Atunci sirul sumelor Riemann corespunzatoare, (0, (f, Cs))n>0 este convergent

b
la / f(x)dx, conform Teoremei 2.1. Deoarece
a

Nn . . .
oa,(f,Cn) = ) f(@)(x, — %) >0,
i=1
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urmeazad ca (o, (f, Cy))n>0 este sir cu termeni pozitivi, iar limita sa, adica / f(x)dx
a

este tot pozitivd, ceea ce trebuia demonstrat.
2. Deoarece

/ﬂ  Fodx = / " Fodx + /C ! o + /d i,

c b
iar / f(x)dx >0, / f(x)dx > 0 conform 1., urmeaza concluzia.
a d

3. Deoarece
f(x) > g(x), pentruorice x € [a,b],

urmeaza cd
f(x) —g(x) >0, pentruorice x € [a,b].

Conform 1., urmeaza ca

/ () — g(0)dx > 0 = / x> / o(v)dx.

Corolar 2.16.1. Fie f : [a,b] — R, f integrabili pe [a, b]. Daci
m < f(x) < M, pentruorice x € [a,b],

atunci

b
mb —a) < / f(x)dx < M(b — a).
a
Demonstratie. Deoarece
m < f(x) < M, pentruorice x € [a,b],

iar inegalitdtile nestricte intre functii se pdstreaza prin integrare, urmeaza ca

b b b b
/ mdx g/ f(x)dx §/ Mdx — mx
a a a a

b
— m(b —a) g/ flx)dx < M(b — a).

b

b
§/ flx)dx < Mx

a
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Exemplu. Demonstrati cd

¢§§/25

Solutie. Intrucat avem de determinat valorile minime si maxime ale unei inte-
grale, Incercdm sd determindm valorile minime si maxime ale functiei de sub
integrald. Deoarece aceastd functie este

x—1
dx < .
x+1 x_\/E

x—1

f : [2/5] — IR/ f(X) = x—_|_1/

(valorile functiei in afara intervalului de integrare nu intereseazd), este necesar sa
stabilim monotonia functiei de sub radical, anume

x—1

g:[25] =+ R, gx)= 1

Pentru a stabili monotonia unei functii, putem utiliza semnul derivatei sale. Ob-
servam cd

deci g este crescdtoare pe [2,5], si la fel este si f = ,/g. Atunci valorile minime si

maxime ale lui f sunt
m=fQ) = fg M= f(5) = @

Conform corolarului, urmeaza ca
5 2) < ,/ dx < \f G—2),

Corolar 2.16.2. Fie f : [a,b] — R, f integrabilii pe [a, b]. Atunci |f| este integrabili pe

[a,b], iar
b b
[ swax| < [ ifeolax

Pdstrarea inegalitatilor stricte

de unde concluzia.
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Teorema 2.17. Fie f, g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b].
1. Daci f(x) > 0, pentru orice x € [a, b] si existd xy € [a, b] astfel ca

f(x0) > 0, iar f este continud in x,

atunci

b
/ f(x)dx > 0.

2. Daci f(x) > g(x), pentru orice x € [a, b], si existd xo € [a, b] astfel ca

f(xo0) > g(xo), iar f, g sunt continue in xo,

/ab f(x)dx > /ab g(x)dx.

Exemplu. Fie n € IN. Care numadr este mai mare,

atunci

g 7] z . n+1
sin” xdx sau sin xdx?
0 0

Solutie. Intrucat integralele au acelasi interval de integrare, [0, 7], incercam sa
stabilim o inegalitate intre functiile de integrat. Pentru x € [0, 7], urmeaza ca
sinx € [0, 1], adicd sin x este pozitiv subunitar. Atunci,
A e > g n+1 . T
sin" x > sin""" x, pentru orice x € [0, E]'
deoarece un numadr pozitiv subunitar scade prin ridicarea la o putere mai mare.
Inegalitatea intre functii se pastreaza si intre integrale, deci

% s N % o n+1
sin” xdx > sin” " xdx.
0

0
In fapt, deoarece ambii integranzi sunt functii continue, iar

n n+1
sin"(g) = (?) > sin”“(g) = (?) ,

(existd inegalitate stricta intr-un punct comun de continuitate) urmeaza ca

% s N % s n+1
sin” xdx > sin xdx.
0 0
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Teorema de medie

Teorema 2.18. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a,b]. Atunci existi c € [a,b]
astfel incat

b
[ s = 6 - o

Demonstratie. Deoarece f este continud pe [4, D], ea este marginita pe acest in-
terval, adica existd m, M € R astfel incéat

m < f(x) < M, pentruoricex € [a,D].

Atunci, conform Corolarului 2.16.1,

b
mo -0 < [ feodx < MG~ a),

adica

b
/ f(x)dx
m<HE— < M.
Deoarece f este continud pe [a, b], ea isi atinge atat marginea inferioard m si mar-

ginea superioard M, si ia de asemenea orice valoare intermediara dintre ele, in
b

f(x)dx
particular =4 P Rezulta de aici ca exista ¢ € [a, b] astfel incat
b
f)dx
J— a
f(C) - b a 7
de unde concluzia. [ |

Interpretare geometrica
b

Vom observa ulterior cd | f(x)dx reprezintd aria subgraficului functiei x (a
trapezului curbiliniu ABC D).aTeorema de medie afirma faptul ca exista un punct
M pe graficul functiei f astfel incat dreptunghiul CDFE determinat de dreptele
x = a, x = b, axa Ox si paralela prin M la axa Ox are aria egald cu aria tra-
pezului curbiliniu. Altfel spus, , portiunea excedentard" AEM a dreptunghiului
compenseaza , portiunea lipsa" BMF.
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y B(b, (b))

P Me f(cy .

A(a,f(a) f(C)

v

Teorema functiei modificate

Teorema 2.19. Fie f : [a,b] — R, f integrabild pe [a, b]. Dacid modificim valorile
lui f intr-un numdr finit de puncte din [a, b], obtindnd in acest mod o noud functie
g :[a,b] = R, atunci

1. g este de asemenea integrabili pe [a, b];

2. wvaloarea integralei sale ramane aceeasi, adicd

b (x)dx = b (x)dx.
J, fexis= [ s

Practic, diferenta intre subgraficul lui f si subgraficul lui g constd intr-o reuniune
finita de segmente, multime care are aria nuld. Din acest motiv, cele doud subgra-

b b
fice au aceeasi arie, adica / f(x)dx = / g(x)dx.
a a

2.7 Integrala definita ca functie de limita superioara

Am afirmat in capitolul precedent cad orice functie continud admite primitive.
Pentru a dovedi acest lucru, demonstram mai intdi urmatoarea formuld de de-
rivare a integralei definite ca functie de limita superioard de integrare (limita in-
ferioara fiind constanta).
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Teorema 2.20. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a, b]. Atunci

F:la,b] - R, F(x)= /xf(t)dt,

este derivabild pe [a, b], iar

(/x f(t)dt)/ = f(x), pentru orice x € [a, b].

Altfel spus, derivarea acestui tip de integrald se realizeaza prin inlocuirea varia-
bilei x sub integrald si apoi ,eliminarea reciprocd” a lui’, [ si dx (reamintim ci
integrarea si derivarea sunt ,,operatii inverse").

Demonstratie. Fie xy € [a, b] oarecare. Fie, de asemenea, x € [a,b]. Atunci

F(x) — F(xo) _ _1x0 { /axf(t)dt_ /ax‘)f(t)dt} _ x_;xo / F(bdt.

X — X0
De aici
T ) - ‘— [ soar~ s

- _1xO ( / it — x0)f(Xo)> ' =\ _1xO < / :< £ — f(x()))df> .

Conform proprietatilor functiei modul, se obtine

PO fr)| < / £ — fxo) d.

X
Fie acum € > 0 arbitrar. Deoarece f este continud in xy, existd Je = d(g, xp) astfel
incat, pentru orice x € [a,b] cu |x — xg| < J; urmeaza cd |f(x) — f(xo)| < e.
Se obtine de aici cd dacd x € [a,b] cu |x — x| < J¢, iar t este intre x si x, atunci

[t — x| < |x —x0] < = |f(t) — f(x0)| <&

Urmeaz3 atunci cd, pentru orice x € [a,b] cu |x — x| < &,

F(x)—F (xO)
_— glx — xpg| = &.
Y — f( ) ’ x0| ‘ 0|
Cum ¢ era arbitrar, urmeaza ca
F(x) — F(xo)

li = f(x
dm = f(x0),

deci F este derivabild in xo, iar F/(xp) = f(x). Deoarece xj era oarecare in [a, ],
urmeazd concluzia. [ |
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Exemplu.

x /
(/ sintdt) =sinx

2

O consecintd imediatd a acestei formule este faptul ca o primitiva a lui f este

F:la,b] - R, F(x)= /xf(x)dx,

aceasta avand in plus si proprietatea ca

F(a) = /a f(x)dx = 0.

Am demonstrat deci urmatorul rezultat.

Teorema 2.21. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a, b]. Atunci f admite primitive
pe [a, b].

Formula de derivare care face obiectul Teoremei 2.20 este valabild doar atunci
cand limita inferioard de integrare este o constantd, iar cea superioara este x, si nu
o alti functie in care x apare intr-un mod mai complicat. Intr-un caz mai general,
functioneazd urmadtoarea formuld de derivare a unei integrale definite in care atat
limita inferioard de integrare cat si cea superioarda sunt variabile, motivata de
formula de derivare a functiei compuse.

Teorema 2.22. Fie f : [a,b] — R o functie continud, iar u,v : [c,d] — [a,b]
functii derivabile, cu derivata continud. Atunci
v(x)
F:lc,d] = R, F(x)= f(t)dt
x)

u(

este derivabili pe [c, d], iar

()

v(x) b
(/ f(t)dt> = f(v(x)) - 0'(x) — f(u(x)) - 1 (x).

Demonstratia este similard demonstratiei Teoremei 2.20.
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Exemplu. Demonstrati ca functia

COs X

f:[O,%]—HR, fx) = / etdt,

sin x

este strict descrescatoare.

Solutie. Pentru a studia monotonia functiei f, calculdm derivata acesteia, obser-
vand ca

cos x ! )
f(x) = </ etdt) = %Y . (cos x)' — &S - (sin x)’
sinx

COS X sin x

. T
= —¢ sinx — e cosx <0, pentrux € [0, E]'
de unde concluzia.

Exemplu. Fie f : R — R o functie continua si periodicd de perioadd T > 0.
Demonstrati ca

a+T T
/ f(t)dt = / f(t)dt, pentruoricea € R.
a 0

a+T
Solutie. Fie F: R — R, F(a) = / f(x)dx. Atunci
a

F'(a) = f(a+T) — f(a).

Deoarece f este periodicd, cu perioadd T, urmeaza ca f(a+ T) = f(a),iar F'(a) =0
pentru orice a € R, de unde F ia o valoare constantd. Atunci

T
F(a) = F(0) = / f(t)dt, pentruoricea € RR,
0

deci

a+T T
/ f(t)dt = / f(t)dt, pentruoricea € R.
a 0

Proprietatea de mai sus afirma faptul cd, pentru o functie periodicd, integrala
pe un interval de lungime egald cu o perioadd ia o valoare constanta.
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2.8 Integrale dependente de parametri

2.8.1 Recunoasterea parametrului

In unele situatii, limitele de integrare sau integrandul pot depinde de valorile
unui parametru. Astfel, o integrala de tipul

)
F(t) = /(t) f(x,t)dx

depinde de valorile parametrului ¢ (nu si de ale lui x, care este variabild de inte-
grare; variabila de integrare ,dispare" dupd calculul integralei definite). Similar,
o integrald de tipul

5(x)
G(x) = / N F(x, bdt
Y(x

depinde de valorile parametrului x (nu si de ale lui ¢, intrucat t este acum varia-
bild de integrare).

Integrala ca functie de parametru

Fie f : [a,b] x [c,d] — R o functie continud si fie «, B : [c,d] — [a,b] doud
B(t)
functii de asemenea continue. Atunci integrala f(x,t)dx existd pentru orice
a(t)
valoare a lui t € [a,b] (intrucat integrandul este functie continud de variabila

de integrare, x), valoarea ei depinzand insa de valoarea parametrului . Aceastd
integrald defineste functia

B(t)
F:lc,d]l— R, F(t)= f(x, t)dx.
t)

a

2.8.2 Continuitatea in functie de parametru

Functia F = F(t) s-a obtinut prin integrarea (in raport cu x) a unei functii continue
f = f(t,x). O intrebare naturald este dacd dupa integrare (operatie dupa care
,dispare" x), rezultatul raméne functie continud in raport cu variabila rdmasg, .
Raspunsul la aceastd intrebare este afirmativ.

Teorema 2.23. Fie f : [a,b] X [c,d] — R o functie continud si fie o, 5 : [c,d] —
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[a, b] doud functii continue. Atunci functia

B(H)
F:le,d] > R, F(t)= / Y f(x, Bydx,

este continud pe [c, d].

Trecere la limitd in functie de parametru

Intrucat F este functie continud, operatia de aplicare a lui F unui argument
comutd cu operatia de calculare a limitei, sub forma

lim F(t) = F(tp), pentru orice tg € [a,b].
t—tp

Explicitand aceastd relatie, obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 2.24. Fie f : [a,b] X [c,d] — R o functie continud, fie «, B : [c,d] —
[a, b] doud functii continue si fie tg € [a, b]. Atunci
B(®) Bto)
lim fx, tydx = f(x, to)dx.

t=to Ju(t) a(to)

Limite de integrare independente de valorile parametrului

In cazul in care limitele de integrare nu depind de valorile parametrului f,
tindnd seama si de faptul ca

lim f(x,t) = f(x, to),

t—to
datoritd continuitdtii functiei f, obtinem urmdtorul rezultat.

Corolar 2.24.1. Fie f : [a,b] x [c,d] — R o functie continud, a, B € [c,d] si ty € [a,D].
Atunci

p B B
tim [ fex, = [ fxtodx = [ gim £

In acest caz, putem spune cd operatia de calculare a integralei definite co-
muta cu operatia de calculare a limitei.

2.8.3 Derivabilitatea in functie de parametru

Am vazut in cele de mai sus cd daca atat limitele de integrare cat si integrandul
sunt functii continue, continuitatea se pdastreaza si dupd integrare, in raport cu
variabila rdmasd. Un rezultat oarecum asemanator are loc si pentru derivabili-
tate.
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. . %) . .
Teorema 2.25. Fie f : [a,b] x [c,d] — R o functie continud, cu a_]tc continud, i fie
w, B : [c,d] — [a,b] doud functii derivabile. Atunci functia

B()
F:le,d] > R, FE(t)= / Y f(x, Bdx,

este derivabild pe [c, d], si

B() !
F'(t) = ( / o f(x, t)dx> = f(B(t), B (t) — flalt), ' (t) + / of (x t)dx.

Limite de integrare independente de valorile parametrului

In cazul in care limitele de integrare nu depind de valorile parametrului f,
obtinem urmatorul rezultat.

Corolar 2.25.1. Fie f : X [c,d] — R o functie continud, cu of continud si fie

a, B € [c,d]. Atunci ot
ﬁ /
</ f(x, t)dx) = gf (x, t)dx.

In acest caz, putem spune cd derivarea se poate face sub semnul integral.

1 1
o 1 _In(1+9) - X
Exemplu. Stiind ca /0 T« tdx = P calculati /0 (1 + xt)?2 dx

Solutie. Suntem in ipotezele in care derivarea se poate face sub semnul integral.
Obtinem ca

(f ) = [ () o= [ )

1
X
- _/O a —|—xt)2dx

Conform ipotezei,

Ly ) /_<ln(1+t)>/_%H.t_ln(prt)_t_(1+t)1n(1+t)
/01+xtx - t 2 B 2(1+1) '
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de unde

Ly =1+ HIn+1)
/0 A+x2 = 7 2+

1
ey dx.

1
Exemplu. Determinati /
0

Solutie. Are loc egalitatea

—1arct 1
ot &%

b 1 x
—dx = —arctg —
0 X2+t t Fl,

Suntem in ipotezele in care derivarea se poate face sub semnul integralei. Obti-

nem ca
L ' 1y ( 1 ) Ly
</0 x2+t2dx _/0 ot \x2 + 12 dx—/o (x2+t2)2dx

1 1
= 2t ——dx.
/0 2 + P2 X

De asemenea,

(/1 1 dx)l - (1 arctg 1>/ < 1 ) arctg 1 1 1 ( 1)
2 2 2 2 2
0 X-+t t t t t t1 G) t

——larct 1—#
T TR AE; L2+ 1)

Urmeaza atunci ca

—Zt/1 L dx——larct 1— L
o (2Rt T TR T ey

adica

/1 1 dx = L arct 1+ !
0 (2™t T o ey Top Iy
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2.9 Aplicatii ale integralei definite

2.9.1 Aria subgraficului unei functii

Functii cu semn pozitiv

Definitie. Fie f : [2,b] — R, f(x) > 0 pentru orice x € [a,b]. Vom numi subgrafic
al functiei f multimea I’y definita prin

I'p={(x,y;a<x<b0<y<fx},

situatd intre dreptele verticale x = a si x = b, axa Ox si graficul functiei f.

1

[ S ——

O a b x

Figura 2.1: Subgraficul unei functii pozitive f.

Teorema 2.26. Fie f : [a,b] — R, f integrabild pe [a,b], f(x) > 0 pentru orice
x € [a,b]. Atunci aria lui Ty este

aria(T'y) = /b f(x)dx.

Functii cu semn oarecare

Dacd functia f nu pdstreaza semn constant pozitiv, I'r se defineste prin
Ip={(yia<x<b0<y<f(x) sau 0>y = f(x)},

tiind situatd intre dreptele verticale x = a si x = b, axa Ox si graficul functiei f
(acum putandu-se afla, partial sau total si deasupra graficului functiei f).

Se poate observa cd dacd f pdstreazd semn constant pozitiv, atunci definitia
coincide cu cea de mai sus. Aria lui I'; poate fi calculatd i in acest caz printr-o
formuld asemanatoare.
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] f

Figura 2.2: Subgraficul unei functii cu semn oarecare f.

Teorema 2.27. Fie f : [a,b] — R, f integrabili pe [a, b], cu semn oarecare. Atunci
aria lui T'y este

b
aria(Ff):/ | f(x)|dx.

Desigur, modulul este necesar datoritd faptului ca aria calculatd trebuie sa fie
pozitivd, iar functia f nu are, in cazul de fatd, aceastd proprietate.

2.9.2 Aria multimii mdrginite de graficele a doua functii

v

[}
[}
[
[
'
i
]
]
]
1
1
1

&

S
7

O a b X

Figura 2.3: Multimea marginita de graficele a douad functii f si g.

Definitie. Fie f, g : [2,b] — R, f, g integrabile pe [a,b]. Numim multimea mar-
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ginitd de graficele functiilor f si ¢ multimea I'y , definitd prin

Tie={(x,y)a<x<b fx) <y<gx) sau gx) <y < f(x)}

situatd intre dreptele verticale x = a, x = b, si graficele functiilor f, g.

Teorema 2.28. Fie f, g : [a,b] = R, f, g integrabile pe [a, b]. Atunci aria lui Ty ¢
este

b
aria(T'; g) = / 1900 — f()]dx.

Daca una dintre functii ia tot timpul valori mai mari (graficul sdu este deasupra
graficului celeilalte), atunci se poate renunta la modul.

Corolar 2.28.1. Fie f,g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b], astfel incit f(x) < g(x)
pentru orice x € [a,b]. Atunci aria lui 'y, este

b
aria(Ts,q) = / (8(x) — f(x)) dx.

Exemplu. Determinati aria domeniului plan marginit de graficele functiilor
f,.§ : R—=R, f(x) = xz,g(X) =3 - 2x.

Domeniul plan marginit de graficele functiilor f, g este cel hasurat in figurd. Do-

N

y

4(-3,9)

B(1,1)

o\x

v

meniul de integrare se obtine determinand abscisele punctelor de intersectie. La
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randul lor, acestea se obtin rezolvand sistemul format de ecuatiile graficelor celor
doua functii, anume
y=x
{y =3 —2x.

Atunci ¥ = 3 — 2x, de unde x?> +2x — 3 = 0, ecuatie cu solutiile x; = —3 si
xp = 1. Din reprezentarea graficd, ¢ > f pe domeniul de intersectie (acest lucru
se poate demonstra si algebric). Atunci aria cdutata este

1 1 1 1
/ [(3 —2x) — xz] dx = / 3dx — / 2xdx — / x%dx
-3 -3 -3 -3

1 2 1
S Jd

~3
x 2
-3

2.9.3 Centrul de masa al unei plici plane omogene

Teorema 2.29. Fie f : [a,b] — [0, 00), f continud pe [a, b] si neidentic nuld. Atunci
coordonatele centrului de masd al lui T' ¢, privit ca o placd pland omogena de grosime
neglijabild, sunt

Consideratie practica

In aplicatii, este util a se observa mai intai eventuala simetrie a lui I'r. Astfel,
dacaTl £ are 0 axd de simetrie, atunci si centrul de masa se afld pe acea axd, lucru
ce poate simplifica determinarea pozitiei sale.

Exemplu. Fier > 0. Sd se determine coordonatele centrului de masa al placii
plane omogene definite prin

M= {(x,y); P < xZO,yZO}.

Solutie. Placa plana respectiva este portiunea din discul cu centrul in origine si
de raza r situatd in primul cadran. Cum cercul cu centrul in origine si de raza r
are ecuatia x> + y?> = r2, de unde y* = r? — x?, portiunea de cerc situatd in primul
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v

cadran are ecuatia y = v/r? — x2. In concluzie, placa respectiva poate fi privitd ca
subgrafic al functiei

f : [0,1’] — [0/ OO), f(x) =V r2 — x2,
De aici,
/rxf(x)dx /rx\/rz—xzdx
XG = . r = 0 T ’
[ e [ VA=
0 0
"1, "1
. / Al / (2= )in
[ [V
0 0

Cu schimbarea de variabila
x =rsint —> dx = rcostdt,

urmeaza ca

r g %
/ V1?2 —x2dx = / V12 —r2sin®t - rcos tdt = / 2 cos?® tdt
0 0 0

_ rz/g 1—|—cos2tdt _ r? <t—|— sin2t>
0

2 2
2 2 2

tr

1
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Similar,

r g g
/ x\Vr? — x2dx = / rsint-\/r2 —r2sint - r cos tdt = / 3 sin t cos? tdt.
0 0 0

Cu schimbarea de variabila

cost = u —> du = —sintdt,

urmeaza ca

z 0 1 3|l 3
Z 3 . 2 3,2 3 2 3U r
r’sintcos” tdt = r’u(—du) =r uwdu=r—| = —,
0 1 0 31, 3
iar
2oy
o= 32
G~ w2 3x
1
Deoarece .
2 1 3 3
2 2 2 r
rc—x%)dx = - | r’x — — = =
/0 2( ) 2( 3) 0 37
urmeaza ca X
5 dr
Y6 = 2 =3

Alternativ, pentru simplificarea calculelor, era suficient sa observam cd placa res-
pectivd, fiind simetricd fatd de prima bisectoare, are centrul de greutate situat pe
aceasta, de unde x; = yg, putandu-se astfel calcula doar y¢.

2.9.4 Lungimea graficului unei functii

Teorema 2.30. Fie f : [a,b] — R, f derivabili cu ' continud. Atunci graficul siu

Gy are lungimea
b
I(Gy) = / V14 [f(0)] dx.

Exemplu. Determinati lungimea graficului functiei

1

f [%, V3] = R, f(x)=Inx.
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Solutie.

IGy) = / i+ (G dx—/f\/l—i_xz /\[m

:/1 12 4 1)3d.

V3
Integrala obtinuta este o integrald binomd, cum = -1, n =2, p = % Deoarece
m—+1
=0€Z,
n

vom face schimbarea de variabila

u:(x2+1)%: x2+ 1.

Atunci
W=x*4+1 = *=1u?-1 —= x=+Vu2-1
/ u
— dx = u?—1) du = ——du.
(V1) =t

Limitele noi de integrare sunt

x:—:>u—\/ +1—\/——|— =

x=vV3 = u=(32+1=V3+1=2.

Urmeaza ca

2 2 2 2 .2
Z(Gf)=/2 ;l 2u du=/2 zu—lduz/2 uz—llﬂdu
Z Vil —1vVu? -1 Zout - us —

V3
2 2 2 2
2-1 1 1
_/2 (u2_1+u2_1)du—/21du+/2uz_ldu
V3 V3

1 117 2 1. 2443

u_

T ‘ S I PR =
27 ju+1 V3 2 32-+3)
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2.9.5 Volumul unui corp de rotatie
Fie f : [a,b] — [0, ), f continua.

Definitie. Numim corp de rotatie generat de graficul functiei f multimea spati-

ala
Cr= {(x,y,z);a <x<b, f(x) >\/y? +Z2}

obtinuta prin rotatia subgraficului functiei f in jurul lui Ox.

J . y=1(x)

Un exemplu de corp de rotatie este cilindrul circular drept (obtinut prin rotatia
subgraficului unei functii cu graficul un segment paralel cu Ox). Un altul este
conul circular drept (obtinut prin rotatia subgraficului unei functii cu graficul un
segment ce contine O). De asemenea, bila sferica si trunchiul de con circular drept
sunt corpuri de rotatie.

Teorema 2.31. Fie f : [a,b] — [0,00), f continud. Volumul corpului de rotatie
generat de graficul functiei f este

b
vol(Cp) = 7 / F2(x)dx.

Exemplu. Demonstrati ca volumul conului circular drept de indltime / si

R%h
razd a bazei R este V = il 3

Solutie. Un con circular drept de indltime & si razd a bazei R poate fi obtinut prin
rotatia subgraficului unei functii cu graficul un segment ce contine O, adica al
functiei

f:[0,h] = R, f(x)=kx,
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Y M (h,R)

unde k se determina din conditia ca punctul M(h, R) sa apartind graficului functiei
f. Urmeaza cd kh = R, deci k = % Atunci

V =vol(Cy) = n/ohfz(x)dx = n/oh (%x)zdx =7 (%)2/; x%dx

h
_ RN RPE mR’h
- h230_ 3 3

2.9.6 Volumul corpului de rotatie generat de graficele a doua func-
tii
Fie f : [a,b] — [0, 00), f, g continue, 0 < f(x) < g(x) pentru orice x € [a, b].

Definitie. Numim corp de rotatie generat de graficele functiilor f si ¢ multimea
spatialad
Cre={(y2ia <x<b, f) < P +22 <2}

obtinuta prin rotatia lui I'; o, multimea marginitd de graficele functiilor f si g, In
jurul lui Ox.

Teorema 2.32. Fie f, g : [a,b] — R, f, g continue pe [a, b], astfel incat f(x) < g(x)
pentru orice x € [a, b]. Atunci volumul lui Cy ¢ este

b
vol(Crg) = n/ (gz(x) — fz(x)) dx.

Vom preciza in cele ce urmeazd legdtura intre volumul corpului Cy ; obtinut prin
rotatia multimii I's ¢ In jurul axei Ox si aria I'f , a acestei multimi.



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 71

Teorema Pappus-Guldin

Teorema 2.33. Fie f,g : [a,b] — R, f, g continue pe [a, b], astfel incit 0 < f(x) <
g(x) pentru orice x € [a, b], inegalitatea fiind strictid in cel putin un punct. Atunci

vol(Cy ) = aria(T'sq) - I(C),

C fiind cercul descris de centrul de greutate al Tz o.

2.9.7 Ariile suprafetelor de rotatie
Fie f : [a,b] — [0, c0), f derivabild cu f’ continua.

Definitie. Numim suprafatd de rotatie generatd de graficul functiei f multimea

spatiala
Sf= {(x,y,z);a <x<bf(x)= \/m}

obtinuta prin rotatia graficului functiei f in jurul lui Ox.

Teorema 2.34. Fie f : [a,b] — [0, 00), f derivabilii cu f' continud. Aria suprafetei
de rotatie generate de graficul functiei f este

b
aria(Sy) = 27r/ fl\/1+ [f’(x)}zdx.

Exemplu. Demonstrati cd aria laterald a conului circular drept de genera-
toare G si raza a bazei R este S = 7TRG.

\ 4
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Solutie. Intrucat conul este circular drept, intre inaltimea sa &, generatoarea sa G
si raza bazei R exista relatia G> = R? + h?, obtinuta prin aplicarea Teoremei lui
Pitagora. Ca mai sus, un con circular drept de indltime & si raza a bazei R poate
ti obtinut prin rotatia graficului functiei

fFil0h] =R, f(x)=—x.

Atunci

S—ar1a(Sf)—27'c/ fON/ 1+ [f'(0)] dx_27'c/ —x“l—i— dx
_Znh/ ”Rzi;i;hz —27Th/ \/7dx—27r—— xdx

RG x? RG 2
= | =2 — RG.
7 = ntRG

=27 o

Aplicatii
2.1. Determina;i

1) / In(1 + x*)dx; 2) / xe¥dx; 3) / x? arctg xdx; 4) /1
2.2. Determinati

p [ /rd 3 /md 5 /md

2.3. Determinati

1 1

0 VxZ+41 0 V4—x2
9
2.4. Determinati / V1 + v/xdx.
1

3] 1
2.5. Determinati / n—dex, folosind eventual schimbarea de variabild u = —
1 1+ x X

arctg X

dx.

3 1
2.6. Determinati / ——dx, folosind eventual faptul cid
z sinxcosx

! _ ! LI (tg x) xeX 0.
sinrcosx  SinX cos?x tgx o 4’3

COoS x
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2.7. Determinati

In2 16 3 4
| Ve —1dx: 2) / —Vl}\/}dx
0 1 X

2.8. Folosind proprietatea de aditivitate a integralei definite in raport cu intervalul, de-

terminati

2 T
1)/ min(l,x,xZ)dx; 2)/2
0 0

2e 2
4) / |1 —Inx|dx; 5) / max(x, x In(1 + x))dx
1 0

) 1
sinx — =

2
| 3)/ (x+1]+ |x — 1))dx;
2

2.9. Studiind paritatea integrandului demonstrati ci

1)/ ——dx = 0; 2)/ — dx=0; 3)/ arCtgxdx:O;
11+ 12+ sin®x

4)/ cosxln( _ )dx:O.
-1 1+ x

1
2.10. Determinati / |x|ex2dx.
-1

2
2.11. Determinati / xIn(x + vx2 + 1)dx.
0
2
2.12. Determinati / cos x\/ 1 + sin® xdx.
0

n
—1
2.13. Sedefineste sirul (1,),>1 prin I, = / il
1

dx.
x+1x

1. Determinati I,,.

I
2. Determinati lim —, folosind fie 1., fie lema Cesaro-Stolz si teorema de medie pen-

n—oo mn
tru integrala deﬁnzta

2.14. Folosind eventual schimbarea de variabili u = 0+ 7 — x = 7 — x, demonstrati

7T s
2 sin x 2 cos X
1. / — 3 dx:/ — 3 dx.
0 SIn”Xx -+ cos’x 0 SIn” x4+ cos®x

7T

2 sin" x — cos" x )

2. — dx = 0, pentru orice n € IN.
o SsIn”x + cos" x
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100077
2.15. Fie integrala I = /0 | sin x|dx.
1. Demonstraticd f : R — R, f(x) = | sin x| este periodicd, de perioadd 7t.
2. Justificati faptul ci 1 = 1000/; | sin x|dx.
3. Calculati I.

2.16. Comparati integralele

% n % n+1
1. 1= cos" xdx, | = cos" " xdx;
0 0

1 1
2. I:/ V1 — x2dx, ]:/ V1 —x"dx, n > 2;
0 0

i i
3. 1= / tg'dx, J= / tg?dx.
0 0

2.17. Se defineste sirul (1,,),>0 prin I, = /01 In(1 + x™)dx.
1. Demonstrati ci (I,),>0 este monoton descrescitor.
2. Folosind eventual inegalitatea
0<In(l4+u) <u, pentruoriceu >0,
demonstrati ci (I,,),,>0 este convergent la 0.

2.18. Demonstrati urmdtoarele inegalititi

1 2
1. 1§/ edx <e;
0

1
1.3 2 )
. =In= < - <0;
2 21114_/0 In(1 — x%)dx < 0;
1 82x—9
3. =< dx <1
5—/5 x5 =

1
4. 2+/e < / (e"2 + el_xz)dx <1l+e.
0
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2.19. Demonstrati urmdtoarele inegalititi

5 5 o
1. 1n1—|—xdx>/ dx;
/1 R
1 2n
z.og/ <
0o x+1 2n+1
1
3.1</d—x<z.
27 Jo V1—x2 " 6

2.20. Se defineste sirul (1,,),>0 prin I, = /4 tg"dx.
0

1. Demonstrati ci (1), >0 este monoton gi mdrginit.

2. Demonstrati cd

1
Lo+ 1, = T pentru orice n > 0,

folosind eventual faptul cd

1
14+ tgzx = o (tgx)',  pentru orice x € [0, %l
1 oz
2.21. Se defineste sirul (1,),>0 prin I, = /0 mdx.

1. Demonstrati ci (I,),>0 este monoton si mdrginit.

2. Demonstrati ci

1 .
Lyjo 421,11 + 31, = Y pentru orice n € IN.

3. Demonstrati cd

1 .
6,12 < n——|-1 <6l,, pentruoricen € IN.

4. Demonstrati cd

<I

1 .
b1 =" < 6 —1) pentru oricen € N, n > 2.
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5. Determinati 1gn n*I,. Discutie dupd valorile lui « € R.
n—oo

2.22. Scriind eventual sirurile de mai jos sub forma unor sume Riemann pentru anumite
functii, intervale de integrare, diviziuni (echidistante) si sisteme de puncte intermediare,
determinati

1. 1im1<\/1+1+\/1+%+...+ 1+E>,-

211m(1+1++1)'
"nsee\n+1 n4+2 7 n+n/

4

o . 0m 1w . m—1r
3. lim — |sin— +sin— +...+sin———
n—sco 11 n n n

4 1imn( ! + ! +...+ ! >
"o \(m+1)2 0 n+22 7 (n+n)2/)

X
223. Fie f : R = R, f(x) = / t"Intdt, n € IN*. Demonstrati ci f este strict

Q=

descrescitoare pe (0, 1).
X
224. Fief : R =+ R, f(x) = / e tdt. Demonstrati ci f este concavd pe [0, o0).
0

2.25. Determinati valorile urmdtoarelor limite

X sin x )
/ tg tdt / el dt
DlimZ2>—;  2) ;0 3 lim2Y

tgx :

X—7T 2

/ el dx
0

2.26. Determinati ariile domeniilor plane mdrginite de graficele urmdtoarelor functii

X
/ (arctg t)2dt
- 0
x—0 x2 xlgr‘}" x2+1

1. £,8:10,3] = R, f(x) = x3, g(x) = 9x;
2. £,8:10,57] = R, f(x) = cosx, g(x) = %

2.27. Determinati ariile suprafetelor de rotatie obtinute prin rotatia graficelor urmitoa-
relor functii in jurul axei Ox

1. £:10,1] = R, f(x) = x5

2. £:00,1] = R, f(x) = &5,
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3. f:10, \%] — R, f(x) = 2V1 — 2.
4. £:10,1] = R, f(x) = xy/x.
2.28. Calculati raportul ariilor in care parabola y?> = 2x imparte discul x* + y> < 8.

2.29. Determinati volumele corpurilor de rotatie obtinute prin rotatia graficelor urmidi-
toarelor functii in jurul axei Ox

1. f:10, 7] = R, f(x) = sinx.

2. f:[1,e] = R, f(x) =xInx.



