Capitolul 5

INTEGRALA DUBLA

Sd recapitulam modul de definire al integralei definite (Riemann) pentru o functie
f @ [a,b] — R. Mai intai, se construia o diviziune a intervalului [a, ],

A= {xp,x1,X2,...,%n}, cu a=x9<x<x<...<x;=0,

(si, ca rezultat, se obtineau subintervalele [xg, x1], [x1, x2], ..., [x;_1, x|, cu interi-
oarele disjuncte si care puteau avea in comun doua cate doua doar cel mult unul
dintre capete). Apoi, se considera un sistem de puncte intermediare

C=/{cy,c2...,Cn},

astfel incat ¢; € [x;_1,x;] pentru 1 < i < n (in fiecare interval elementar se afla
cate un punct intermediar) si se asociau sume Riemann de forma

= éf(ci)(xi_xi—l)
= f(c1)(x1 —x0) + f(c2) (x2 —x1) + ... + fen)(en — cn-1)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmultea cu lungimea interva-
lului din care punctul intermediar facea parte, adunandu-se rezultatele). Mai

departe, / f(x)dx se obtinea ca limita unui astfel de sir de sume Riemann.

Vom paéstra acelasi punct de vedere, bazat pe impartirea domeniului de in-
tegrare in subdomenii, asocierea unui sistem de puncte intermediare, defini-
rea sumei Riemann si trecerea la limita si pentru definitia notiunii de integrala
dubli a unei functii definite pe un domeniu inchis si marginit din IR?, care are
arie.

148
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Domenii de integrare

Nu vom prezenta aici notiuni legate de existenta sau inexistenta ariei unei
multimi din R? (in acest scop cititorul putand consulta M. Nicolescu et al. [?],
vol II, cap. IX), insd vom observa cd orice domeniu inchis si marginit din R? a
cdrui frontiera este reuniunea unui numdr finit de curbe netede are arie. In acest
capitol, pentru simplificarea expunerii, prin domeniu de integrare vom intelege
un domeniu inchis si marginit din R? a cirui frontierd este reuniunea unui numar
finit de curbe netede (altfel spus, cu frontiera netedi pe portiuni). In particular,
un astfel de domeniu de integrare are arie.

Impartirea domeniului de integrare in subdomenii
Diviziuni (partitii) ale unui domeniu de integrare

Fie D C R? un domeniu de integrare. Vom spune ci o multime ordonata de
domenii de integrare A = {D1, D», ..., D, } reprezinta o diviziune (sau partitie)
alui D daca

2. ISiﬂlSj = @, pentruorice 1 <i,j <n,i#].

Altfel spus, D se poate scrie ca reuniunea tuturor subdomeniilor Dy, Dy, ..., Dy,
iar aceste subdomenii pot avea comune, doud cate doud, cel mult puncte de pe
frontierd, intrucat au doud cate doud interioarele disjuncte.

Notatie
Multimea diviziunilor unui domeniu de integrare D se noteaza Dp.
Diametrul unui domeniu de integrare

Fie D C R? un domeniu de integrare. Numim diametru al lui D, notat §(D),
distanta maxima dintre doud puncte ale lui D.

Norma a unei partitii
Fiind datd o diviziune A = {D1, D, ..., D, }, vom numi norma a diviziunii A,

notatd ||A||, valoarea maximd a diametrelor 6(D1), 6(Dy), ...,6(D,), adicd

|A] = max 3(Dy).

1<i<n
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Sisteme de puncte intermediare asociate

Fiind datd o diviziune A = {D;,D»,...,D,}, vom numi sistem de puncte
intermediare asociat diviziunii A o multime ordonatd de puncte

C: {MllMZ,...,Mn},

astfel incat M; € D; pentru1l < i < n (in fiecare subdomeniu se afla cate un punct
intermediar).

Sume Riemann. Interpretare geometrica

Fiind date un domeniu de integrare D, o functie f : D — R, o diviziune A =
{D1,Dy,...,D,} adomeniului de integrare D si C = { M, My, ..., M, } un sistem
de puncte intermediare asociat diviziunii A, M; = M;(«a;, i), 1 < i < n, vom
numi suma Riemann asociata diviziunii A si sistemului de puncte intermediare
C suma

n

oa(f,C) =Y fla, B;)aria(D;)

i=1
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= f(aq, B1)aria(D1) + f(ap, B2) aria(Dy) + ... + f(ay, Br) aria(Dy,)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmulteste cu aria subdomeniu-
lui din care punctul intermediar face parte, adunandu-se rezultatele).

N
z
O ~
=" == --..'~ y
D\/C
x (. B:)

Interpretare geometrica

Fie f : D — [0,0), D domeniu de integrare. Consideram corpul cilindric
marginit de planul xOy si suprafata z = f(x,y), (x,y) € D cu generatoarea pa-
raleld cu Oz. Descompunem acest corp in subcorpuri cilindrice cu bazele Dy,
Dy, ..., Dy si aproximam volumul unui astfel de subcorp cu volumul cilindrului
cu baza D; si indltime f(a;, B;). Obtinem ci oa(f,C) reprezintd suma volume-
lor cilindrilor aproximanti, in concluzie o aproximare pentru volumul corpului
cilindric respectiv.

Functii integrabile Riemann

Definitie. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R. Vom spune ca f
este integrabila Riemann pe D (pe scurt, f este integrabild pe D) dacd existd un
numadr real I astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 existd J; > 0 cu proprietatea ca

oricare ar fi diviziunea A € Dp cu ||A|| < & si oricare ar fi sistemul de puncte
intermediare C asociat lui A, are loc inegalitatea

loa(f,C) — 1| < e.
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La fel ca si in cazul integralei unei functii definite pe un interval [a,b], pentru
o normd a diviziunii ,suficient de micd", suma Riemann o, (f,C) reprezintd o
aproximare ,suficient de buna" a lui I.

Integrala dubli

Numadrul I definit mai sus se numeste integrala dubla a functiei f pe D si se

noteaza
//D f(x,y)dxdy.

Sa observam si cd I, daca existd, este unic determinat.

Multimea D se numeste domeniu de integrare, functia f se numeste inte-
grand iar variabilele x, y se numesc variabile de integrare. Expresia dxdy (un tot
unitar, mai degraba decat un produs, desi poate fi interpretat si in acest ultim fel)
se numeste element de arie.

Definitie alternativa

Are loc urmdtoarea echivalentd, cea de-a doua afirmatie putand fi utilizata de
asemenea ca definitie a integrabilitadtii Riemann.

Teorema 5.1. Fie D un domeniu de integrare si fie o functie f : D — R. Urmdtoa-
rele afirmatii sunt echivalente.

1. f este integrabild pe D.

2. Oricare ar fi un gir de diviziuni (Ay),>o ale lui D cu ||Ay|| — 0, impreund
cu un gir de sisteme de puncte intermediare asociate (Cy,)y>o, sirul sumelor
Riemann (oa,(f, Cn))n>0 este convergent.

La fel ca si in cazul integralei unei functii definite pe un interval [a,b], se poate de-
monstra cd limita unui astfel de sir de sume Riemann nu depinde nici de alegerea
sirului de diviziuni (A;),>o, nici de alegerea sirului de sisteme de puncte inter-

mediare asociate (Cy, ), >0. Valoarea (comund) a limitelor reprezinta // f(x,y)dxdy.
D

Domeniu de integrare cu arie nula. Integrala functiei nule

Cu ajutorul definitiei, tindnd cont de faptul ca toate sumele Riemann asociate
sunt nule, putem obtine urmatoarele proprietati.

1. Fie D un domeniu de integrare cu arie nuld si fie f : D — R integrabila.

Atunci
// f(x,y)dxdy = 0.
D
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2. Fie D un domeniu de integrare. Atunci

// Odxdy = 0.
D

Interpretare geometrica: arie

Fie D C IR? un domeniu de integrare. Conform definitiei, se obtine ci

//D ldxdy = aria(D).

La fel ca si in cazul integralei definite, integrandu-1 pe 1 pe o multime obtinem
,masura" acelei mul{imi. Pentru un interval [a, b], ,m&sura" sa era lungimea aces-
tuia, b — a. Acum, ,mdsura" potrivitd pentru domeniul de integrare D (din R?)
este aria acelei multimi.

Interpretare geometrica: volum

v

Am observat deja c4, fiind datd o functie f : [4,b] — R integrabilad pe [a, b],
f(x) > 0 pentru orice x € [a,b], interpretarea geometricd a integralei definite
b
/ f(x)dx este aria subgraficului functiei f. Pentru integrala dublg, o interpre-
a

tare similard se obtine ,,addugand o dimensiune" si transformand graficul in su-
prafatd, iar aria in volum.
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Fie D C R? un domeniu de integrare si fie f : D — R integrabild pe D,
f(x,y) > 0 pentru orice (x,y) € D. Definim suprafata X in R® prin

£ = {(xy,2);z = f(x,y), (x,y) € D}.

Tindnd seama si de interpretarea geometrica a sumelor Riemann amintitd ante-
rior, f(x,y)dxdy reprezintd volumul corpului cilindric cu generatoarea para-
lela cu %z determinat de D si de suprafata .

Legdtura intre integrabilitate si alte proprietiti ale functiilor

La fel ca si in cazul integralelor simple (si In mod natural de altfel), functiile
continue sunt integrabile. De asemenea, functiile integrabile sunt marginite.

Teorema 5.2. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f continud pe D.
Atunci f este integrabili pe D.

Teorema 5.3. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f integrabild pe D.
Atunci f este marginitd pe D.

5.1 Operatii cu functii integrabile

Teorema 5.4. Fie D un domeniu de integrare, f,g: D — R, f, g integrabile pe D,
si ¢ € R. Au loc urmdtoarele proprietdti.

1. Proprietatea de aditivitate

Functiile f + g si f — g sunt integrabile pe D, iar

//D(f(X,y)Jrg(x,y))dxdy://Df(x,y)dxder//Dg(x,y)dxdy

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv

//D(f(xzy)_g(x,y))dxdy=//Df(x,y)dxdy—//l)g(x,y)dxdy

(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).

2. Proprietatea de omogenitate




Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 155

Functia cf este integrabild pe D, iar

//Dcf(x,y)dxdy: c//Df(x,y)dxdy,

(o constanta cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub integrala
inaintea integralei).

Mentiondm cd nu au loc formule aseméandtoare pentru produs si raport, adica
integrala produsului nu este, de reguld, produsul integralelor si nici integrala
raportului nu este, de reguld, raportul integralelor. Condensat, formulele de mai
sus pot fi scrise sub forma urmatoare.

Teorema 5.5. Fie D un domeniu de integrare, f,g : D — R, f, g integrabile pe D
sicy, ¢ € R. Atunci cq f + cpg este integrabili pe D si

//D(le(x,]/) + c28(x,y))dxdy = 1 //Df(x,y)dxdy + ¢ //Dg(x,y)dxdy.

5.2 Proprietati ale integralei duble

5.2.1 Proprietati in raport cu domeniul

Restrangerea domeniului de integrare

Teorema 5.6. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — IR, f integrabild pe D.
Atunci f este integrabili pe orice subdomeniu D1 C D.

Extinderea domeniului de integrare. Aditivitatea in raport cu domeniul

Teorema 5.7. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R. Dacd domeniile
de integrare Dy, Dy, . .., Dy formeazi o diviziune a lui D, iar f este integrabild pe
D, Dy, ..., Dy, atunci f este integrabili pe intreg D, iar

//Df(x,y)dxdy = //le(x,y)dxdy—i-//sz(x,y)dxdy—i—...—|—//an(x,y)dxdy
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5.2.2 Proprietati in raport cu functia

Pastrarea inegalitatilor intre functii

Vom observa in cele ce urmeazd cd integrala dubld pdstreaza semnul functiei
de integrat si inegalitatile nestricte intre functii. In plus, inegalitatea stricta intr-
un punct comun de continuitate al functiilor de integrat atrage inegalitatea stricta
pentru integrale.

Teorema 5.8. Fie D un domeniu de integrare si fie f,g : D — R, f, g integrabile
pe D.

1. Daci f(x,y) > 0, pentru orice (x,y) € D, atunci

//Df(x,y)dxdy > 0.

2. Daci f(x,y) > g(x,y), pentru orice (x,y) € D, atunci

//Df(x,}/)dxdyZ//Dg(x,y)dxdy,

3. Daci f(x,y) > g(x,y), pentru orice (x,y) € D, si existd (xo,yo) € D astfel
ca
f(x0,y0) > g(x0,Y0), iar f, g sunt continue in (xo, Yo),

//Df(x,y)dxdy>//Dg(x,y)dxdy.

Corolar 5.8.1. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f integrabilid pe D.
Daca

atunci

m < f(x,y) <M, pentruorice (x,y) € D,
atunci

m -aria(D) < //Df(x,y)dxdy < M -aria(D).

Corolar 5.8.2. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f integrabili pe D.
Atunci | f| este integrabili pe D, iar

] x| < ] 170y
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Reiterind faptul ca acum, ,mdsura" potrivita pentru domeniul de integrare D
(din R?) este aria acelei multimi, in vreme ce pentru un interval [a,b], ,masura"
sa era lungimea acestuia, b — a4, putem obtine urmatoarea teorema de medie, cu
semnificatie si demonstratie similare celei obtinute pentru integrala simpla.

Teorema de medie

Teorema 5.9. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f continud pe D.
Atunci existd M(cq,cp) € D astfel incit

//D f(x,y)dxdy = f(c1,¢2) aria(D).

5.3 Calculul integralelor duble

In mod natural, o prima idee este de a reduce calculul integralei duble la cal-
culul succesiv a doud integrale definite, utilizadnd pe rand cele doud variabile ca
variabile de integrare.

5.3.1 Domenii simple in raport cu axa Oy

y:(Pl(x)

N
7

ol a b *

Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy. Reamintim c4, in aceasta situ-
atie, au loc urmatoarele.

1. Proiectia lui D pe Ox este un segment [a, ].

2. Existd @1, @7 : [4,b] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma

D = {(x,y);i91(x) <y < pa(x),x € [a, 0]}
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Teorema 5.10. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy sifie f : D — R
integrabild pe D. Daci I : [a,b] — R,

p2(x)
I(x) = / f(x,y)dy, pentrux € [a,b],
¢1(x)

este bine definitd si integrabilii pe [a, b], atunci

//D f(x,y)dxdy = /a b < /(P (j::)f (x,y)dy> dx.

In membrul drept, domeniul [4, b] al primei integrale este domeniul de proiectie,
iar domeniul celei de-a doua integrale, [¢1(x), ¢2(x)] este domeniul de sectiune
(pentru x € (a,b), paralela la axa Oy cu abscisa constanti x taie frontiera dome-
niului D in cel mult doud puncte, ¢1(x) fiind ordonata punctului de intrare, iar
@2(x) fiind ordonata punctului de iesire; cele doud puncte pot eventual si coin-
cide).

De notat cd, in cele de mai sus, ordinea de scriere a integralelor nu este ordinea
de calcul. Astfel, mai intai se calculeaza integrala interioard (cea in raport cu ),
iar abia apoi cea exterioara (cea in raport cu x).

Procedeul de calcul de mai sus poartd numele de reducerea la integrale ite-
rate sau, urmdrind rationamentul geometric, metoda de proiectie si sectiune. In
particular, ipotezele asupra lui I sunt satisfacute daca f este functie continua.

Corolar 5.10.1. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy sifie f : D — R continud

pe D. Atunci
b 2 (x)
J[ sy = [ [ sy ) ax.
D a \7¢1(x)

Exemplu. Determinati
// xydxdy,
D

unde D este domeniul limitat de parabola (P) : y = x? i dreapta (D) : y =
2x + 3.

Solutie. Domeniul de integrare D este cel hasurat in figurd, observandu-se ca
el este simplu in raport cu Oy. Pentru calculul integralei, aplicim metoda de
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N
y
B(3,9)
y=2x+3
y=x
A(-1,1)
/of

proiectie si sectiune. In acest scop, determindm mai intai punctele de intersectie
(de fapt, sunt necesare doar abscisele acestora).

Determinarea punctelor de intersectie se face rezolvand un sistem constituit
din ecuatiile parabolei si dreptei.

2

y=+x 2 _ 2 _ — —

— x*=2x4+3 — x*—2x—3=0 — x1=—1,x, =3.
y=2x+3

Urmeaza cd domeniul de proiectie (pe Ox) este [—1, 3].

Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paraleld la axa Oy printr-
un punct oarecare x din domeniul de proiectie. Observam cd punctul de ,intrare"
in D al paralelei este situat pe parabola y = x?, in timp ce punctul de ,iesire" este
situat pe dreapta y = 2x + 3. Urmeaza ca

3 2x+3
// xydxdy = / (/ xydy) dx.
D -1 \Jx?2

Calculam mai intai integrala interioard, anume

2x+3
L = / xydy.
x2

Deoarece variabila de integrare este y, urmeaza ca

2x+3

2x+3 2 9 1

Ilzx/ ydy = x- L :E(4x2—|—6x+9—x4):2x3+3x2—|——x—7x5.
2 2 2 20 2

x2
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De aici

3 5 4 3 2 6

9 X X X 9x 1x

I = 2x3 24 Ty =22 43 4+ 22
/_1<x+3x+2x 2)dx <4+33+22 26)

3

3

_ 14 3 92 1 6)
_<2x R

Exemplu. Determinati aria domeniului

D={(xy);x<y<2x, 1<x<3}.

aria (D) = // ldxdy,
D

domeniul D fiind cel hasurat in figura. Vom folosi metoda de proiectie si sectiune.

Solutie. Avem ca

yA
y=2x
/ /

In acest scop, sd observdm ci domeniul de proiectie (pe Ox) este [1,3], conform

v

[y
S8}

enuntului problemei.



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 161

Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paralela la axa Oy printr-
un punct oarecare x din domeniul de proiectie. Observam cd punctul de ,intrare"
in D al paralelei este situat pe dreapta (D1) : y = x, in timp ce punctul de ,iesire"
este situat pe dreapta (D2) : y = 2x. Urmeaza cd

| REEY ’ ( / B 1dy> dx.

Calculdm mai intdi integrala interioard, anume

2y 2x
L :/ ldy =y

=2x—Xx = X.

X

Atunci
3 1 3
// ldxdy = / xdx = ~x*| =4.
D 1 20
5.3.2 Domenii simple in raport cu axa Ox
N
y
d
X=@, (]/)
c
O X

Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Ox. Reamintim cd, in aceasta situ-
atie

1. Proiectia lui D pe Oy este un segment [c, d].

2. Existd @1, ¢2 : [c,d] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma

D={(xy);¢(y) <x < ga(y),y € [c,d]}.
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Teorema 5.11. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Ox sifie f : D — R
integrabild pe D. Daci I : [c,d] — R,

¢2(y)
J(y) = / f(x,y)dx, pentruy € [c,d],
¢1(y)

este bine definitd si integrabilil pe [c, d|, atunci

//D f(x, y)dxdy = /C d < /(,, T;()y)f (x,}/)dx> dy.

In membrul drept, domeniul [c, d] al primei integrale este domeniul de proiectie,
iar domeniul celei de-a doua integrale, [¢1(v), 92(y)] este domeniul de sectiune
(pentru y € (c,d), paralela la axa Ox cu ordonatad constantd y taie frontiera do-
meniului D in cel mult doud puncte, ¢;(y) fiind abscisa punctului de intrare, iar
¢2(y) fiind abscisa punctului de iesire; cele doud puncte pot eventual si coincide).
Din nou, mai inti se calculeaza integrala interioara (cea in raport cu x), iar abia
apoi cea exterioard (cea in raport cu y), iar ipotezele asupra lui | sunt satisfacute
dacd f este functie continua.

Corolar 5.11.1. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Ox si fie f : D — R continudi

pe D. Atunci
d ¢2(y)
// f(x,y)dxdy = / / f(x,y)dx | dy.
D c o1(y)

5.3.3 Domenii dreptunghiulare

In cazul domeniilor cu forma generald mentionate mai sus, calculul integrale-
lor iterate presupune in particular determinarea domeniului de sectiune. Aceste
formule de calcul se simplificd considerabil, nemaifiind necesar sd se calculeze
domeniile de sectiune, atunci cand domeniul de integrare este un dreptunghi cu
laturile paralele cu axele de coordonate. Un astfel de dreptunghi poate fi scris
sub forma

D = [a,b] x [c,d],

unde [a, b] reprezinta proiectia domeniului pe axa Ox, iar [c, d] reprezintd proiec-
tia domeniului pe axa Oy, fiind simplu atat in raport cu Ox, cét si cu Oy.
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v

Corolar 5.11.2. Fie f : [a,b] X [¢,d] — R, f continud. Atunci
b d d b
//[b} [d]f(x,y)dxdyz/ (/ f(x,y)dy> dx:/ (/ f(x,y)dX> dy.

Exemplu. Determinati // sin(x + y)dxdy.
ik

4

Solutie. Are loc egalitatea

// sin(x + y)dxdy = /2 (/4 sin(x —l—y)dy) dx
[0,7]>[0,] 0 0

Calculam mai intai integrala interioard, anume

y:

S

sin(x + y)dy = (—cos(x +y)) = —cos(x + %) + cos x.

e
Il
S—
R

y=0

R
[N B

+ sinx
0

0

E T . T
] = / (— cos(x + Z) + cos x)dx = —sin(x + Z)
0

= — sin(3g) —|—sin% —|—sing —sin0 = 1.

Exemplu. Determinati // Sdxdy.

x[1,2] x+]/+1)



164 Capitolul 5 INTEGRALA DUBLA (rezumat)

Solutie. Are loc egalitatea

1 e 1
—dxd =/ </ — )dx.
//[0,1}X{1,2] ry+1027Y = o\ Gy 12

2
1
Calculdm mai intai integrala interioarad, / 3
p (x+y+1)

riabild de integrare, iar x este o constanta. Urmeaza cd

dy, pentru care y este va-

T ’ (x+y+1) L[
———=dy = N 2dy =717
(x4+3)7' @x+2' 1 1
-1 1 x+2 x+3
De aici,
1 tra 1
LS :/ (_ )dx
//[O,l]x[l,Z] (x+y+1)2 Y 0o \x+2 x+43
1 1 1 1 1 1
= — = -1
/Ox+2dx /Ox+3dx 1n|x-|—2|O n|x-|—3|O

=In3—-In2—-In4+In3 = an.

5.3.4 Domenii dreptunghiulare si functii separabile ca produse

In descrierea unui dreptunghi cu laturile paralele cu axele de coordonate sub

forma
D = [a,b] x [c,d],

intervalele in care variabilele x si y sunt ,separate” cu ajutorul unui produs (car-
tezian). Daca si in expresia functiei de integrat f variabilele x si y sunt separate in
acelasi mod, adicd f se poate scrie ca produs intre o functie care depinde doar de
variabila x si o functie care depinde doar de variabila y, existd atunci premizele
pentru o separare ,totala" a variabilelor, tot sub forma unui produs.

Teorema 5.12. Fie f : [a,b] X [c,d] — R, f(x,y) = fi(x) - fa(y), unde f1, f2
sunt functii continue. Atunci

// f(x,y)dxdy = / fi(x) - f2(y)dxdy
[a,b] X [c,d] [a,b] X [c,d]
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= (/abfl(x)dx> : (/Cdfz(y)dy) ‘

Prima integrala simpla contine toate aparitiile variabilei x, impreund cu domeniul
corespunzadtor, iar cea de-a doua, tot simpld, contine toate aparitiile variabilei y,
din nou impreund cu domeniul corespunzdtor.

De asemenea, este de remarcat faptul ca separarea sumelor sau diferentelor de
functii are loc tot timpul (indiferent de forma domeniului), si se face in integrale
de acelasi tip (adicd tot duble), in vreme ce separarea produselor are loc uneori
(in conditiile particulare de mai sus) si se face in integrale simple.

Exemplu. Determinati // xexzwdxdy.
[0,1]x[1,2]

Solutie. Au loc egalitatile

3 2
// xex2+ydxdy = // xe® - e’dxdy :/ xexzdx~/ e’dy.
[1,3]%[1,2] [1,3]%[1,2] 1 1

Deoarece
3 2 1 /3 2
I :/ xet dx = / 2xe* dx,
1 2 /1

cu schimbarea de variabild u = x2, de unde du = 2xdx, urmeazi ci
9

1 /° 1 1,
1122/1 e”duzie” 1:2<€ —e)
De asemenea,
’ 2
Izz/eydy:ey = —e.

1 1

Atunci ,
_ 9 2

I—E(e —e)(e —e).
Exemplu. Determinati / sin xdxdy.
[0,77] X [0,1]

Solutie. In acest caz, integrandul este functie doar de variabila x. Putem totusi
considera cd el se separd ca produs intre o functie doar de variabila x si o functie
doar de variabila y, sub forma

sinx =sinx - 1.
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Atunci
T 1
// sin xdxdy = // sinx - ldxdy = / sin xdx - / 1dy
[0,7] x[0,1] 0,7]x[0,1] 0 0
T 1
:(—COSX) Y| =2-1=2.
o o

Exemplu. Determinati // sin(x + y)dxdy.
[0,7]>[0,]

Solutie. Au loc egalitdtile

// sin(x + y)dxdy = // (sinx cos y + cos x siny)dxdy
[0,3]x[0,%] [0,3]%[0,%]
= // sin x cos ydxdy
[0,7]%[0,]

+ // cos x sin ydxdy.
[0,7]x[0,%]

Mai sus, separarea se face tot in integrale duble, pe acelasi domeniu, intrucat se
calculeaza integrala unei sume. De asemenea

T T
2 4

// sin x cos ydxdy = /2 sin xdx - /4 cos ydy = (— cos x)
[0,7]>[0, ] 0 0

_. Y2 V2
2 2

-siny

0 0

Aici, separarea se face in integrale simple, intrucat se calculeaza integrala unui
produs de functii depinzand de cate o variabild. Din acelasi motiv,

]

T
2

// cos x sinydxdy = /2 cos xdx - /4 sinydy = sinx
[0,7]x[0, 7] 0 0

:1-(1—\?):1—\?

(~cosy)
0

0

Atunci
2
VP
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5.3.5 Formula de schimbare de variabild in integrala dubla

In unele situatii, fie functia de integrat, fie forma geometricd a domeniului se
simplificd dupa schimbari de variabile.

Schimbari de variabila (transformari regulate)

Fie D; un domeniu de integrare marginit de curba inchisd netedd pe portiuni
C1 si Dy un domeniu de integrare marginit de curba inchisd neteda pe portiuni
Cy. Spunem cd D; se transformd in D; prin schimbarea de variabild (sau trans-
formarea regulata)

T: {x = x(w,0) , (u,0) € Dy,
y=y(u,0)

daca
1. T este bijectiva ca functie de la D; la D;.

2. Functiile x = x(u,v) si y = y(u,v) au derivatele partiale de ordinul 1 si
derivatele partiale mixte de ordinul al doilea continue.

3. Determinantul functional (numit determinant jacobian)

ox ox
D(x,y) |ou ov
D(u,v) |9y dy

Ju Jv
este nenul pentru (u,v) € D,.
N /
v T y
D, D
O u’ O x

Formula de schimbare de variabila
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Teorema 5.13. Fie Dy un domeniu de integrare marginit de curba inchisi netedi
pe portiuni Cy si Dy un domeniu de integrare marginit de curba inchisd netedd pe
portiuni Cp, astfel incdt Dy se transformd in Dy prin schimbarea de variabila
(sau transformarea regulata)

| x=x(u,0) o
T.{y:y(u,v), ( p )EDz.

Fie, de asemenea, f : D1 — R o functie continud. Atunci

//le(x,]/)dxdy = //D2f(x(u,v),y(u,v)) ‘ggzigg'dudv

In prima parte a membrului drept, variabilele vechi x si y se inlocuiesc in functie
de variabilele noi u si v. Cea de-a doua parte a membrului drept reprezinta
formula de transformare a elementului de arie, care poate fi scrisa sub forma

dxdy = ’D(x,y) dudv.

D(u,v)

Exemplu. Determinati

<

// xdxdy, D = {(x,y);l <xy<9,1<= §4}.
D

X
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Solutie. Domeniul D este definit cu ajutorul unor inegalitati. Studiem mai in-
tai cazurile de egalitate. Observam cd D este mdrginit de hiperbolele echilatere
(Hy) : xy =1, (Hz) : xy = 9sidedreptele (D7) : v = x, (D7) : y = 4x.
Alegerea variabilelor noi

Yy

u=x v =
Y X

simplificd forma domeniului de integrat, care devine dreptunghiul [1,9] x [1,4].
Determindm acum formula de transformare a elementului de arie. Observam ca

uvzxy-%:yzzy:\/uv, Z::X;/:xz:x:\/z.
X

De aici

ou 0Jv ou 0v
_ 1 =3
luTUT Ly 1 _ 1 _ 1 _ 1
=125 2y =0 u i =s0T =
- - ’
lu 2 D2 %uiv? 4 4 2 2v

iar

Urmeaza ca

5.3.6 Coordonate polare si polare generalizate

Coordonate polare

Fiind dat un reper cartezian xOy in plan si un reper polar asociat, cu polul in
O, originea sistemului de coordonate si axa polara datd de semiaxa Ox, putem
preciza pozitia unui punct M # O atat prin coordonatele sale carteziene (x,v),
cat si prin coordonatele sale polare (p,0), unde

1. p reprezintd distanta intre M si O.
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2. 8 reprezintd unghiul orientat intre Ox si OM, mdsurat in sens trigonometric.

In aceste conditii, legitura intre coordonatele carteziene (x, y) si coordonatele
polare (p, 6) este datd de formulele

{x = pcost

y—osing” P 0, 6¢€l0,2n).

De asemenea,

ox OJx J o)
D(x,y) |dp 96| _ 5p0c08) F5(peosd)|
D(p,0) [9x dy| |9, o 9 T
dp 90 ap(psm@) aQ(psme)

cos® —psinf)
sinf pcost

Coordonatele polare sunt utilizate in special pentru integrarea pe domenii circu-
lare (discuri), sau portiuni din aceste domenii, de exemplu sectoare circulare sau
coroane circulare, mai ales cand aceste domenii sunt centrate in origine.

In practica, atat pentru p cat si pentru 6 vor fi folosite intervalele corespunza-
toare inchise, ceea ce simplificd calculele. Inchiderea intervalelor adauga la do-
meniu multimi de arie nuld (de obicei portiuni din cercuri, sau segmente), ceea
ce nu modificd valorile integralelor.

// e~ () dxdy,
D

unde D = {(x,y);1 < x*+y? < 4,x,y > 0}.

Exemplu. Determinati
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o

Solutie. Domeniul de integrare este cel hasurat in figurd. Cercul interior, de ecu-
atie x2 + yz = 1, are centrul in O(0,0) si raza 1, iar cercul exterior, de ecuatie
x? + y?> = 4, are centrul in O(0,0) si razd 2. Vom folosi coordonate polare, sub
forma

= 0
{x PeosY  e2, 0e(0,X], drdy = pdpd.
Yy = psinf 2

Atunci

// e P+ dxdy = // ¢ (7 oS 070 o 1 — // e~ pdpd6
D 1,2]x[0,%] [1,2]x[0,3]
2 ) z
= (/ pe_p dp) . (/ 1d9> = Il . 12.
1 0

Observam cad

2 2 2
L = / pe P dp = 1/ 20e " dp = 1/ (02)'e " dp.
1 2 )1 2 /1

Cu schimbarea de variabild u = p? si notand ca

p=1= u=1 p=2 = u=4,
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obtinem

gy

I
| =
)—\
IS

x

|

=

QU

NS

I
N =
ml
=

De asemenea,

2 T

I :/ 1d6 = —,

2 ) >
P dady = I T = (1 _ 1)
//De dxdy =1, - I i\o )

De notat cd, desi integrandul se poate separa ca un produs de functii care depind
tiecare de cate o singurd variabild, sub forma

iar

2
’

e (7)o oy

integrala dubld de mai sus nu se poate separa ca un produs de integrale simple,
intrucat domeniul nu este un dreptunghi.

Exemplu. Demonstrati cd

/ e dx = \/ZE (integrala Euler-Poisson)
0

si deduceti de aici cd T'(3) = /7.

Solutie. Fie R > 0si fie Dy, Dy, D3 respectiv domeniile determinate de cercul cu
razd R cu centrul in origine, patratul cu laturd 2R centrat in origine si cercul cu
razi Rv/2 centrat in origine, ca in figurd. Atunci D; C D, C Dj3, iar

// 6_(x2+y2)dxdy§// e_(xZWZ)dxdyg// e~ 2+ gy,
Dy D, D3

deoarece integrandul este pozitiv pe aceste domenii. Pentru calculul primei inte-
grale, vom folosi coordonate polare, sub forma

x = pcost
p€[0,R], 6€]0,2], dxdy= pdpdo.

y=psinf’

Urmeaza ca

// ef(xzwz)dxdy — // o~ (0% cos® 6+p? sin® e)pdpd()
Dy [0,R] x[0,27]
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v

P
L
S—

—p2 R —p2 27
- // e pdpdf = / pe " dp | - / 1d6) =1 - I.
[0,R] x[0,271] 0 0

Observam cd
R R R
I = / pedp = 1 / 206 dp = / (0*)'e ™ dp.
0 2 Jo 2 Jo
Cu schimbarea de variabild u = p? si notand ca

p=0= u=0, p=R = u:RZ,

obtinem

1 [k
11:2/0 e tdu =

De asemenea

N —
|
—_

27
12 = / 1d0 = 27,
0

// e_(x2+y2)dxdy =L -L=nm (1 — ;) .
D, e

Cu un rationament similar si tindnd seama ci al doilea cerc are razi Rv/2, obtinem

~P ) gy = (1— L) = _1>
//D3€ dxdy 71(1 e(Rﬁ)Z) 7((1 R )

iar
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Domeniul celei de-a doua integrale este un pdtrat cu laturile paralele cu axele de
coordonate. Obtinem ca

R R
// e () dxdy = // e () dxdy = (/ e_xzdx> : (/ e_VZdy> :
D, [~R,R]x[~R,R] R R

Schimband notatia pentru cea de-a doua variabila din y in x obtinem ca de fapt

2 2 R 2 2
// e~ Y ) dxdy = (/ e " dx) :
D, R

Cum f:[-R,R] = R, f(x) = e, este functie pard, obtinem c&

R R
/ e dy = 2/ e*xzdx,
—R 0
2 2 R 2 2
// e~ Y ) dxdy = 4 (/ e dx) .
D, 0
Deoarece
// (*+7%) dxdy < // ) dxdy < // (*+v%) dxdy,
D4 D, D3

obtinem cd

de unde

de unde

Deoarece

: 7 1 : 71 1 T &

R—oo | 4 R—o00

obtinem cu ajutorul criteriului clestelui ca

R
. 2 N
lim e Vdx = Y,
R— o0 0 2



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 175

adica -
/ ey = VT (5.1)
0 2
Cu schimbarea de variabila

1
u=x> = x=u = dx=——du = —u"2du,

si tindnd seama de faptul ca

se obtine ca

/ e dx = / e Sy idy = / U te Mdy = / ut—le~tdy (5.2)
0 0 2 2 Jo 2 Jo

1.1
= EF(E)'

Din (5.1) si (5.2) urmeaza ca
v 1.1 1,
= EF(E) = I(;) =V
Coordonate polare generalizate

Pentru domenii madrginite de elipse centrate in origine, sau portiuni ale aces-

tora, se pot folosi coordonatele polare generalizate (coordonatele eliptice). Ast-
2 .2

fel, pentru un domeniu marginit de elipsa de ecuatie carteziana (E) : 2—2 + ‘Z—Z =1,
a,b > 0, vor fi folosite coordonatele (p, ) legate de cele carteziene prin relatiile
X = apcosf
{ Peosy e (0,1], 6 € [0,27).
y = bpsin®

In acest context, § are aceeasi semnificatie ca si in cazul coordonatelor polare,
insa p nu mai reprezintd distanta pana la origine, ci o distantd normalizatd (p =

2 2
X y . . .
A _ 2 2 o
o) + 2o in loc de p = \/x* 4+ y#). Printr-un calcul aseménator celui de mai sus
se poate deduce cd, in acest caz,

D(x,y)
D(p,0)

= abp = dxdy = abpdpdo.
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2 2
Exemplu. Determinati aria domeniului D mérginit de elipsa (E) : z—z + % =
1.
N
y
B(0,b)
A(a,0)
A'(-a,0) x
B'(0,-b)

Solutie. Avem ca

aria (D) = // ldxdy,
D

domeniul D fiind cel hasurat in figura. Vom folosi coordonatele eliptice, date de

{x = ap cos B

bosing P €[0,1), 6€]0,2m], dxdy = abpdpdf,
y = bpsin

unde a, b sunt semiaxele elipsei (E). Urmeaza cd

1 27
aria(D) = // abpdpdf :ab// pdpdf = ab/ pdp-/ 1d6
[0,1] x[0,271] [0,1] x[0,277] 0 0
L 27

Exemplu. Determinati

x> +y¥)dxdy, undeD = {(x,y);x> +y> <2ax}, a>0.
5 Y y Y y

Solutie. Observam ca

P4y <2ax = x* —2ax+y* <0 = (x—a)* +y> <ad’
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v

C (a, O)

Domeniul D este un disc cu centrul in C(a,0) si cu razad a. Putem folosi urmatoa-
rea schimbare de variabild, similard coordonatelor polare, dar care ia in calcul si
pozitia centrului

= 6

{x CHT'DCOS , p€l0,a], 6¢€]0,2n].

y = psinf
Atunci

ox OJx

_lop 08 __|cos® —psin® B

dxdy = dy 9y apds = sinf pcos@ apdd = papdo.

dp 96

Urmeaza ca

// X+ y?)dxdy = // [(a+ pcos)?+ (psind)?] pdpdd
[0,4] x[0,27]
//[0 0 ][a + 2ap cos 0 + p? cos? 8 + p? sin® 0] pdpd®
a T

= // [a* + 2ap cos 0 + o] pdpd®
[0,a] x [0,271]

= // a*odpdf + // 200 cos Odpdé
[0,a] x [0,271] [0,a] X [0,27T]
+ // p°dpdd
[0,4] x[0,27]

2 3

4

’ a a a 3ma
—a%.25T. 20 — . 277 — =

ac-2m 2+u 3 O+7T4 >

Alternativ, se pot utiliza coordonatele polare

4
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v

{x = pcosf

7T 7T
,  Be[-2,2), dxdy = pdpdd.
y = psiné (=53] dxdy = pdp

In fapt, conform definitiei coordonatelor polare, ar fi trebuit ca 8 € [0, Z] (por-
tiunea de deasupra axei Ox)U[37T 27) (portiunea de dedesubtul axei Ox). Din
motive de periodicitate, putem insd inlocui ultimul interval cu [—7 5 0).

Rdmane sd determindm transformarea inegalitdtii care defineste domeniul D
si sd determindm de aici valorile lui p.

x* +y* <2ax = p* <2apcosf = p < 2acosb.

Domeniul D se transforma atunci in domeniul D; definit prin

D, = {(p,@);O <p <2acosb,0 € [—g, g]}

Urmeaza ca

// x> + y?)dxdy

2a cos@
(/ ((pcos )+ (psind)?) pdp) do
0

I
z 2acos
= / (/ 0 dp) dao
2 \Jo
% 4 24 cos 0 %
:/ ‘OZ d()—/ 4g* cos* do
7 0 -3

Il
S

z 2
a4/2 <1+c20520) 0

NIx
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T

:a4/2 (1+2c0520—|—c05229) de.
-3

Atunci
x4+ ¥ dxdy = a* : 1d0 + 24* ? c0s 20d0 + a* ? Mc}l@
(x” + y%)dxdy >
D -3 -3 -3
=mat+ 0+ — riat 37w
a 2 2

5.4 Legatura intre integrala dubla si integrala curbili-
nie de specia II. Formula Riemann-Green
In cele ce urmeaza vom preciza legatura intre integrala curbilinie de specia II pe

o curba inchisa netedd pe portiuni si o anumitd integrald dubla pe domeniul plan
delimitat de acea curba.

Teorema 5.14. Fie D un domeniu de integrare simplu in raport atdt cu Ox cdt si
cu Oy gi fie C frontiera acestuia, orientatd pozitiv. Fie de asemenea P,Q : D — R
; 90

. ) . ) P
functii continue pe D pentru care derivatele partiale — E)y v sunt de asemenea

continue pe D. Atunci

[P+ iy = [ 1o
- (Wy)—g—;’(x,w)dxdy.

De remarcat faptul cd in membrul drept aparitia celei de-a doua integrale (trece-
rea de la integrala curbilinie la integrala dubld) se produce numai in conditiile
aparitiei in acel membru si a operatiei inverse, derivarea.

Demonstratie. Vom demonstra mai intai cd, daca D este simplu in raport cu Oy,
iar celelalte conditii din enuntul teoremei sunt indeplinite, atunci

//D_?;(X,y)dxdy:/cp(x,y)dx

Intr-adevar, deoarece D este simplu in raport cu Oy,

D= {(x,y);¢1(x) <y < ¢2(x),x € [a,b]},

d

ax ay (x,y)dxdy
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urmeaza ca

oP b p2(x)  gp
——(x,y)dxd :/ / ——(x,y)dy | dx.
//D 5y Fry)dxdy = | <W) 3y 1Y) y)

Cum

y=@2(x)

= —P(x, ¢2(x)) + P(x, 91 (x)),

P2(x)  gp
/ =3, (0 y)dy = —P(x,y)
¢ y y=91(x

1(x)

[ 5 sy = /ub ~P(x, @2(x)) + Plx, 91(x))dx
= /ub_p(x, q)z(x))dx—i—/abp(x, ¢1(x))dx
— _/AA P(x,y)der/Aﬁ P(x,y)dx

2B> 1B1

:/BA P(x,y)dx—k/AA P(x,y)dx.

2 A 1B1

Deoarece pe segmentele Ay A; si B1B, coordonata x este constantd, urmeaza cd
dx = 0 pe aceste segmente, deci

/ P(x,y)dx = /P(x,y)dx =0,
AyA

B1B;

iar atunci

[ Sy = [ papdx+ [ peys
D ay By Ay A Ay
+/A P(x,y)der/P(xzy)dx
AlBl BlBZ

= /CP(x,y)dx.

Similar se poate demonstra ca

//D aag(x,y)dxdy — /CQ(x,y)dy,

de unde concluzia. [ |
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In fapt, se poate demonstra ci nu este neaparat necesar ca D si fie simplu in
raport atat cu Ox cat si cu Oy, formula Riemann-Green avand loc si dacd D este
doar simplu conex. Demonstratia depdseste insd cadrul acestui curs.

Cu ajutorul acestei observatii, putem demonstra urmatoarea proprietate, care
finalizeaza demonstratia Teoremei 4.11 privind independenta de drum a integra-
lelor curbilinii in plan.

Teorema 5.15. Fie P,Q : D C R? — R continue pe D si derivabile partial, cu
derivatele partiale continue pe domeniul simplu conex D. Dacd are loc egalitatea

9 9
ox dy|=0 inD,
P Q

atunci / Pdx + Qdy = 0 pentru orice curbi inchisd netedi pe portiuni (C) conti-

o C
nutd in D.

Formula de integrare prin pdrti in integrala dubla

Pentru P = 0si Q = uv, unde u,v : D — R sunt continue pe D si derivabile
partial in raport cu variabila x, obtinem ca

0 ou v
//Dax(uv)dxdy—/cuvdy — //L\)axvdxdy—/cuvdy—//Duaxdxdy.

O formuld similard de integrare prin pdrti are loc si pentru derivate partiale in
raport cu variabila y.

Exemplu. Cu ajutorul formulei Riemann-Green, calculati

/(y2 —y)dx + (2xy + x)dy,
r

unde I’ este cercul cu centrul in origine si de raza 2, parcurs in sens trigono-
metric.

Solutie. Observam cd sunt indeplinite ipotezele formulei Riemann-Green. Ur-

meaza ca
9 9
/(y2 —y)dx + (2xy + x)dy = // ox dy | dxdy,
r Dly2—y 2xy+x
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unde D este discul determinat de I'. Atunci
2 J d . -
/(y —y)dx + (2xy + x)dy = // 352Xy +x) = 52 (y" —y) ) dxdy
r D \0X dy

://D((2y+1)—(2y—1))dxdy=//Ddedy

= 2// dxdy = 2aria(D) = 2 - 2% = 8.
D

5.5 Aplicatii ale integralei duble

5.5.1 Centrul de masa al unei placi plane

Placi neomogene

Teorema 5.16. Fie o placi planid neomogena cu grosime neglijabild, asimilabild
unui domeniu de integrare D, cu densitate variabilid p(x,y). Atunci masa plicii este

m= //D p(x,y)dxdy

iar coordonatele centrului de masd al pldcii sunt

1 1
XcMm = a//[)xp(x,y)dxdy, Yem = Z//Dyp(x/y)dxdy'

Sd notdm cd formulele corespunzatoare obtinute cu ajutorul integralei definite
sunt cazuri particulare ale celor de mai sus, atat din punctul de vedere al formei
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pldcii (un subgrafic al unei functii integrabile), cat si al densitatii sale, placa fiind
asumatd a fi omogend (cu densitate constantd).

Placi omogene

Pentru pldci omogene, cu p(x,y) = p = constant, urmeaza ca

m= // pdxdy = p // ldxdy = paria(D),
D D

// xdxdy _ // xdxdy //ydxdy _ //ydxdy
// 1dxdy aria(D) // ldxdy aria(D) -

5.5.2 Momentele de inertie ale unei placi plane

si similar

Teorema 5.17. Fie o placi pland neomogena cu grosime neglijabild, asimilabili
unui domeniu de integrare D, cu densitate variabild p(x,y). Atunci momentele de
inertie ale plicii in raport cu axele de coordonate sunt

I = // vep(x,y)dxdy, I, = // ¥p(x,y)dxdy
D D

iar momentul de inertie al pldcii in raport cu originea este

o= [[ 62+ e ).

Aplicatii

5.1. Determinati valorile urmidtoarelor integrale pe domenii dreptunghiulare

1
1)// dxddy; 2)// dxdy;
x[0,1] 1+x2 / 01]x[1,2] v/ (14 x2)(1 — 2) Y

3¢5 dxdy;

3)// SINY ey 4)// 2
[0, %] C052 Y [0,1]x[1,2]

5) // ¢S cos ydxdy; // [sin(x +y) +sin(x — y)]dxdy.
10,2]%[0,%]

Q

N\:l
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5.2. Determinati valorile urmidtoarelor integrale pe domenii dreptunghiulare

X
1)// dxdy; 2)// In(x + 1) dxdy.
01]x[0,1] 1+ Xy y [0,1]x[1,2] (et y)ddy

5.3. Determinati aria domeniului plan marginit de dreapta (D) : y = x si de parabola
(P): y* = x.

5.4. Determinati aria domeniului plan mdrginit de parabolele (Py) : y = x* si (P,) :
2
Yy =x.

5.5. Determinati aria domeniului D,

D:{(x,y);0§x§1,x§y§2—x2}.

// xdxdy,
D

unde D este domeniul mdrginit de parabola (P) : y = x? si dreapta (D) : y = x + 6.

[+ yaxay,

unde D este domeniul mirginit de parabolele (Py) : y = x?si (P2) : x> = v.

5.6. Determinati
5.7. Determinati

5.8. Determinati

3
//D;zdxdy, D:{(x,y);igygx,1§x§2}.
5.9. Determinati
// ydxdy, D= {(x,y);x*+y* <5y >2x*}.
D
5.10. Determinati
2x — y)dxdy, D=1{(x,y);,0<y<2x,0<x<2}.
5 Yy Yy Yy Yy

1. folosind faptul ci D este simplu in raport cu Oy;

2. folosind faptul ci D este simplu in raport cu Ox.
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5.11. Determinati

//lexzdxd% D={(xy),x>0y>x%y<1},

folosind eventual faptul cid D este simplu in raport cu Oy.

5.12. Determinati
//D(6x—5—x2—y2)dxdy, D:{(x,y);x2+y2—6x+5§0},
folosind eventual (dupd o arqumentatie a necesititii) schimbarea de variabili
x=3+pcosbh, y=psinb.

5.13. Determinati

//nydxdy, D= {(x,y);x* +4y* —4x — 8y +4 < 0},
folosind eventual (dupd o arqumentatie a necesititii) schimbarea de variabildi

x=2+2pcosf, y=1+psind.

5.14. Cu ajutorul coordonatelor polare, determinati
1. // Va2 +y2dxdy, D= {(x,y);4 <x*+y* <9}
D
2. // In(1+ 2% +y*)dxdy, D= {(x,y);x*+y* <9 x<0,y>0}.
D

3. //\/4—x2—y2dxdy, D:{(x,y);1§x2+y2§4;xZO,yﬁO}.
D

5.15. Determinati

// xPydxdy, D= {(xy),x*+y* <2x,x <1y >0},
D

1. folosind faptul ci D este simplu in raport cu Oy,

2. folosind schimbarea de variabili

x=1+4+pcosh, y=psinb.
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5.16. Cu ajutorul formulei Riemann-Green, determinati

1. / (xy —y)dx + (xy + x)dy,
C

2. /xzdx+y2dy,
C

3. /CexZWZ(—ydx—i—xdy),

unde (C) este cercul unitate (cercul cu centrul in origine si razd egald cu 1), orientat
pozitiv.

5.17. Cu ajutorul formulei Riemann-Green, determinati

1. /(y — sin x)dx + cos xdy, unde D = {(x,y);O <y<x xe {O,g”, iar (C)
C

este frontiera lui D, orientatd pozitiv.

2. /(x3 — 2xy)dx + (x°y +4y°)dy, unde D = {(x,y);y* < 2x,x € [0,2]}, iar
C

(C) este frontiera lui D, orientati pozitiv.
3. / e’ (14 cosx)dx+e¥(1+sinx)dx, unde D = {(x,y);0 <y <sinx,x € [0, 77|},
iar (C) este frontiera lui D, orientati pozitiv.

5.18. Cu ajutorul coordonatelor polare generalizate, determinati

22 22
—_ e — = = S — —_— < > > .
//D\/S 2 bzdxdy, D {(x,y), 2t s 1L,x>0,y>0p, ab>0
5.19. Determinati
// VX —ydxdy,
D

unde D este domeniul mirginit de triunghiul cu vdrfurile O(0,0), A(3,1), B(1,1), fo-
losind eventual faptul ci D este simplu in raport cu Ox.

5.20. Cu ajutorul unei schimbdri potrivite de variabile, determinati

[ G+ =y,

D fiind patratul marginit de dreptele (D7) : x +y = —2, (D) : x+y = 2, (D3) :
x—y=—1,(Dyg):x—y=3.
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5.21. Cu ajutorul unor schimbdri potrivite de variabile, de tipul
x=p"cos"0, y=p"sin"6,
(gdsind valorile potrivite ale lui m, n pentru fiecare caz), determinati

1. // ydxdy, D = {(x,y),V/x+ /< 1,x >0,y > 0}.
D

2. // xdxdy, D = {(x,y), ¥/x+ ¥y < 1,x >0,y > 0}.
D



