Capitolul 3

INTEGRALE IMPROPRII

In definitia integralei Riemann, s-a presupus cd intervalul de integrare [4, b] este
un interval Inchis si marginit, demonstrandu-se mai apoi cd o functie integrabild
este In mod necesar si marginitd. Totusi, apar in mod natural situatii in care aceste
conditii nu sunt indeplinite.

In cele ce urmeaza, vom extinde notiunea de integrald Riemann pentru a aco-
peri aceste cazuri (interval de integrare nemarginit, respectiv integrand nemar-
ginit pe intervalul de integrare), obtindndu-se asa-numitele integrale improprii
sau integrale generalizate. Prin analogie cu seriile numerice, pentru care con-
vergenta sau divergenta seriei erau definite cu ajutorul limitei sirului sumelor
partiale, vom defini convergenta sau divergenta unor integrale improprii cu aju-
torul unui procedeu de trecere la limitd pentru integrale ,partiale”, pe domenii
mai mici, pe care se evitd situatiile problematice in cauza.

Vom incepe mai intéi cu situatia in care intervalul de integrare este nemarginit,
continudnd apoi cu situatia in care integrandul este nemarginit pe intervalul de
integrare.

3.1 Integrale improprii in raport cu intervalul

Integralele pentru care intervalul de integrare este nemdrginit se numesc inte-
grale improprii in raport cu intervalul, sau de specia (speta) I.

(o]
Vom studia mai intai integrale de tipul / f(x)dx. In acest sens, fie f :

a
[2,00) — R astfel incat f este integrabila pe orice interval [a, A], A > a. Pu-

A
tem atunci vorbi despre / f(x)dx pentru orice A > a, urmatorul pas fiind cel
a
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de a studia ceea ce se intimpla cind A — oo (ne ,apropiem" de +co prin trecere
la limita).

3.1.1 Convergenta si divergenta. Integrabilitate
Definitie. Fie f : [a,00) — IR astfel incat f este integrabild pe orice interval [a, A],
A >a.

Daca exista limita hrn f (x)dx si este finitd, spunem cd integrala / fx)dx

este convergenta iar funciga f este integrabila pe [a, o) (pe scurt, integra-
bila).

A

Daca limita /{im f(x)dx nu existd, sau existd, dar este infinitd, spunem ca
— 00 a
o0

integrald / f(x)dx este divergentd iar functia f nu este integrabila pe

a
[a, ) (pe scurt, nu este integrabila).

In situatia in care limita I}im / f(x)dx exista (finitd sau nu), aceastd limitd re-
—00 f,

[ee)
prezinta valoarea integralei / f(x)dx.
a

© 1
Exemple. 1. Fie integrala /0 T2 dx. Functia

1

fiiloe) =R, fi(x) = 15—,

este integrabild pe orice interval [0, A], A > 0, intrucat este continud pe
un astfel de interval. Observam ca

A A

lim dx = lim arctg x
A—c0 Jo 1+x2 A—o00 &

= lim arctg A = g

0 A—o00

(e ]
.. < T,
deci integrala / 152 este convergentd, valoarea sa este o far fi
x

este integrabila pe [0, c0).




80 Capitolul 3 INTEGRALE IMPROPRII

“1
2. Fie integrala / ;dx. Functia
1

Rrlle) SR, H)=,

este integrabild pe orice interval [1, A], A > 1, Intrucat este continud pe
un astfel de interval. Observam ca

A A
1
lim —dx = lim Inx| = lim InA = oo,
A—oo J1 X A—o0 A—ro0
o0
deci integrala —dx este divergentd, valoarea sa fiind 4o, iar f, nu
x

1
este integrabila pe [1, o).
3. Fie integrala / cos xdx. Functia
0

f3:[0,00) = R, f3(x) =cosx,

este integrabild pe orice interval [0, A], A > 0, intrucat este continua pe
un astfel de interval. Observam ca

A A
lim cosxdx = lim sinx | = lim sin A, care nu exista.
A—co Jq A—o0 0 A—o0
[e9)
Integrala cos xdx este divergentd, fdrd a i se asocia o valoare, iar f3

0
nu este integrabild pe [0, 00).

o0
Exemplu. Fie integrala / g dx. Printr-un rationament similar celui din
1

Exemplul 2 de mai sus putem ardta ca

*1 convergentd, entrup > 1,
/ —dx este . & P P
1 X divergentd,  pentrup < 1.
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Integrale improprii de speta I cu integrand pozitiv

Fie f : [a,00) — [0, c0) astfel incat f este integrabild pe orice interval [a, A],
a < A. 54 notdm

A
F:la,00) > R, F(A)= / fx)dx.

Intrucat f este pozitiva, F este crescdtoare, valoarea integralei crescand odata cu

cresterea lungimii intervalului. Atunci limita f{im F(A), utilizata in definitiile
— 0

convergentei si divergentei, existd, finitd sau nu. Are deci loc urmatorul rezul-
tat, similar in natura sa cu proprietatea seriilor cu termeni pozitivi de a fi sau
convergente, sau divergente catre +co.

Teorema 3.1. Fie f : [a,00) — [0, 00) astfel incit f este integrabili pe orice interval

[a, A], a < A. Atunci integrala / f(x)dx este fie convergenti, fie divergentd cu
a

valoarea +oo.

Alte tipuri de intervale nemadrginite

In mod similar definim convergenta unor integrale de tipul / f(x)dx, cu

ajutorul limitei
li
A—1>moo / f(x

respectiv a unor integrale de tipul f (x)dx, cu ajutorul limitei

—00

B
lim / fx)dx.
B—0c0 A

A——o00

3.1.2 Convergenta in sensul valorii principale (Cauchy)

+00
Pentru definitia integralei f(x)dx, este important sad se observe faptul c4d li-
—0o0
mita
lim / f(x)dx
B%oo
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contine doud variabile diferite, A si B, intrucat ne putem apropia de —oo si 4-co
in mod independent. Acest lucru se poate observa si cu ajutorul relatiei

+o00 a 00
feodr= [ feodxr [ feods,

—00
pentru a € (—oo, +00) oarecare, in care convergenta primei integrale este inde-
pendentd de convergenta celei de-a doua.

Definitie. Dacd f : R — R este integrabild pe [-A, A] pentru orice A > 0 iar
limita cu o singura variabila
A
lim f(x)dx,
A= J_ A

caz particular al celei de mai sus (ne indreptam cdtre —oo si +o0 ,cu aceeasi vi-
—+o00
tezd"), existd si este finitd, spunem cd integrala f(x)dx este convergenta in

— 00
sensul valorii principale (Cauchy), valoarea sa principald, notata

v.p./_o:o f(x)dx,

fiind valoarea limitei.

Relatia intre convergenta si convergenta in sensul valorii principale
+oo
Conform definitiei, dacd integrala f(x)dx este convergentd, atunci ea este
—o0
convergentd si in sensul valorii principale (Cauchy). Sd observam insa ca impli-
catia reciprocd nu are loc.

oo
Fie integrala / xdx. Deoarece
—00
A 24
Aim xdx = > =0,
— J_A _A
o0
urmeaza cd integrala / xdx este convergentd in sensul valorii principale, iar
o —0
V.p./ xdx = 0. Totusi
—0o0
B
. B . x2 . BZ _ A2
lim xdx = lim — | = lim
B—oo J A B—00 B—co 2
A——o0 A——o0 A——oc0

o0
nu existd, integrala / xdx nefiind deci convergenta.

—00
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3.1.3 Proprietiti de calcul

Integralele improprii pdstreazd cele mai multe proprietdti ale integralelor defi-
nite. In particular, au loc urmatoarele proprietiti de calcul, prima reprezentand
proprietatea de aditivitate in raport cu intervalul, cea de-a doua reprezentand
proprietatea de aditivitate in raport cu functia.

Teorema 3.2. Fie f : [a,00) — R, f integrabild pe [a, c0). Atunci f este integrabili
pe orice subinterval [c, 00), ¢ > a, si

/aoof(x)dx = /acf(x)dx + /Coof(x)dx.

Demonstratie. Fie c > a arbitrar. Fie de asemenea A > c. Atunci f este integra-
bild pe [c, A], iar conform proprietdtii de aditivitate a integralei definite in raport
cu intervalul, avem ca

/aA flx)dx = /ucf(x)dx + /CAf(x)dx.

Atunci
A c A
lim / f(x)dx = lim (/ f(x)dx+/ f(x)dx)
A—co [, A—o00 a c
c A
= lim f(x)dx + lim/ fx)dx
A—oo [, A—oo [
c A
:/ f(x)dx + lim/ f(x)dx,
a A—o0 [,
de unde concluzia. [ ]

Teorema 3.3. Fie f, g : [a,00) — R, f, g integrabile pe [a, c0) si c1,cp € R. Atunci
c1f + cpg este integrabili pe [a, 0), si

/ (c1f(x) + cog(x))dx = 1 / f(x)dx + c2/ g(x)dx

Demonstratia se obtine din proprietatea corespunzatoare a integralei definite printr-
un procedeu de trecere la limitd similar celui de mai sus.
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3.1.4 Criterii de convergenta

Criteriul de comparatie

Teorema 3.4. Fie f, g : [a,00) — [0, o), astfel incat

f(x) < g(x), pentru orice x € [a, 00).

(o] (o]
1. Daci / g(x)dx este convergentd, atunci si / f(x)dx este convergent.
a a

2. Daca / f(x)dx este divergentd, atunci si / g(x)dx este divergentd.
a a

Demonstratie. Fie A > a. Atunci

/ ? fodx < / " e,

intrucat inegalitdtile intre functii se pdstreazd prin integrare. Conform Teore-
mei 3.1, exista

I}iir;o /HA f(x)dx = /aoo f(x)dx, }133,0 /aA g(x)dx = /aoo g(x)dx

iar prin trecere la limita pentru A — oo in inegalitatea de mai sus obtinem ca

[ rwar < [ gwan

Daca / g(x)dx este convergenté atunci membrul drept este finit, si atunci la

oo

fel este si membrul stang, iar f (x)dx este convergentd. Dacd / f(x)dx este

divergentd, atunci membrul stang este infinit, si atunci la fel este si membrul

drept, iar / g(x)dx este divergenta. |
a

Rezultatul este usor de retinut (si inteles) tindnd seama de urmatoarea obser-
vatie. Integrala pe [, 00) a unei functii pozitive este fie ,mica" (convergentd, cu
valoare numericd), fie ,mare" (divergentd), cu valoarea +co.

Cum f < g, inegalitatea se pdstreaza si intre cele doud integrale, adica

/aoo flx)dx < /aoo g(x)dx.
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o (00)
Daca / g(x)dx este ,micd" (convergentd), atunci / f(x)dx este ,,si mai mica"
a a
(o]

oo
(tot convergentd). Daca / f(x)dx este ,mare" (divergentd), atunci / g(x)dx
a a
este ,,si mai mare" (tot divergentd).

o0
Tot de aici putem observa cd nu putem trage nicio concluzie daca / g(x)dx
0o a
este divergentd, intrucat / f(x)dx este ,mai micd", dar poate fi sau , micd" (con-
a

o0
vergentd), sau ,mare" (divergentd). Similar, daca / f(x)dx este convergentd,
a

atunci nu putem obtine nicio concluzie.

Teorema 3.5. Fie f : [a,00) — [0, 00), integrabili pe [a, A] pentru orice A > a.
1. Daci existd p > 1 astfel ca

xli_rgox"’f(x) =1¢€[0,00)

o0
atunci / f(x)dx este convergentd.
a

2. Daci existd p < 1 astfel ca

lim xPf(x) =1 € (0,00]

X—>00

(0]
atunci / f(x)dx este divergentd.
a

Combinand cele doud proprietdti obtinem urmatorul criteriu de convergentd
util in aplicatii.

Corolar 3.5.1. Fie f : [a, 00) — [0, o) continud astfel incit existd p € R cu proprietatea
S _
xl1_r>r010x f(x) =1¢€(0,00).
Atunci

[o°]
1. Daci p > 1, atunci integrala / f(x)dx este convergentd.
a

2. Daci p < 1, atunci integrala / f(x)dx este divergentd.
a
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o0
Remarcam faptul cd in situatia In cauzd, integrala / f(x)dx are comporta-

a
ment ,invers" lui p. Astfel dacd p este ,mic" (< 1), integrala este ,mare" (di-
vergentd cu valoarea +o0), iar dacd p este ,mare" (> 1), integrala este ,mica"
(convergenta).

*© 1
Exemplu. Studiati convergenta integralei / ——dx.
1 Vaxt+1

. . . . -1 1
Solutie. Deoarece integrandul are comportarea aproximativa a lui 7 = w2 pen

tru x — oo, alegem p = 2. Atunci

o0
1
Cum p =2 > 1, urmeaza cd / —
1 Vx

dx este convergenta.
t+1

Exemplu. Studiati convergenta integralei X.

OOLCI
1 x34+2x+3

Solutie. Deoarece integrandul are comportarea aproximativa a lui \J{—f = —5 pen-

=
137 e

tru x — oo, alegem p = g Atunci

.5 x . x3
s I TSRS Ik
_vx

Deoarece p = 2 > 1, urmeaza ci integrala
P=3 & x3+2x+3

dx este convergenta.

arctg x

VaZ+x+1

Solutie. Deoarece numitorul are comportarea aproximativa a lui v x> = x pentru
x — 0o, iar numadrdatorul este marginit, alegem p = 1. Atunci

Exemplu. Studiati convergenta integralei / dx.
2

lim xﬂ = lim x arctg ¥ = lim arctgy  _ T € (0,0)
X—00 1/952_'_.%_1_1 X—00 \/x2<1+%—1—l2) X—00 /1+%+% 2 ’ .
x

. arctg x .
Deoarece p = 1, urmeaza cd integrala / & dx este divergenta.

2 Vx?+x+1
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3.1.5 Transformarea intr-o serie numerica

o
Integrala / f(x)dx poate fi transformatd intr-o serie numericd. Astfel, are loc
a

egalitatea
00 a+1 a+2
/ f(x)dx = / fx)dx —1—/ fx)dx+....
a a a+1
a+n+1
Cu notatia a, = / f(x)dx, n > 0, urmeaza cd
a-+n

/oof(x)dx = i ay
a n=0

In acest fel, convergenta unei integrale improprii in raport cu intervalul poate
fi legata de convergenta unei serii numerice. Desigur, transformarea integralei
intr-o serie numericd nu este unicd, intervalul [4, c0) putand fi impartit si in alte
moduri.

Teorema 3.6. Fie f : [a,00) — [0,00), f continud si monoton descrescitoare.

Atunci / f(x)dx are aceeasi naturd cu f(n), unde indicele de plecare k €&
a n=k

[a, 00) poate fi ales convenabil.

1
— dx
Vaxt4+x2 41

Exemplu. Studiati convergenta integralei /
1

Solutie. Functia

1

f : [1/ OO) — [0/ OO), f(x) = W/

e 1
este continud si monoton descrescdtoare pe [1, 00). Urmeaza cd / —————dx
1

xt a2 4+1
> 1
are aceeasi natura cu seria Z —_—
i=1 Vnt4+n2+1

o0
. . 1
Studiem acum natura seriei Z

——=——— cu ajutorul unui criteriu de com-
ao1 Vit n? 41

paratie. Intrucat
1 1 1

< .
Vit 241 7 b on?
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[o°]
iar seria Z — este convergentd (serie armonicd generalizatd cu p = 2 > 1),
n
n=1

(ee]

Co 1 ..
urmeaza cd si seria —————— este convergentd. La randul ei, integrala
i1 211
n=1 n*+n+

(0]
1 . :
/ ——————dx este convergentd, avand aceeasi natura cu aceasta serie.
1

N
3.1.6 Convergenta absoluta

Definitie. Fie f : [a,00) — R. Vom spune cd / f(x)dx este absolut convergenta,
a

oo
iar f este absolut integrabila pe [a, 00), dacd / |f(x)|dx este convergentd, adicad
a

| f| este integrabila pe [a, o).

oo
Se poate demonstra ca daca f(x)dx este absolut convergentd, atunci este si

convergentd, nefiind nsa valabild si reciproca (agsa cum numele sugereazd, abso-
luta convergenta inseamna mai mult decat convergenta). Pentru functii cu valori
pozitive, cum |f| coincide cu f, notiunea de absolutd convergentd coincide cu
notiunea de convergenta.

3.2 Integrale improprii in raport cu functia

Integralele pentru care integrandul este nemarginit pe intervalul de integrare se
numesc integrale improprii in raport cu func;ia sau de specia (speta) II.

Vom studia mai intai integrale de tipul / f(x)dx in care limita inferioard a
este punct singular, in sensul cd f este nemadrginitd intr-o vecindtate a lui a.
Definitie. Fie f : (a,0] — R. Vom spune cd a este punct singular pentru func-

tia f dacd f este marginitd pe orice subinterval [A,b], a < A < b, dar f este
nemadrginita pe (a, b].

Prototip

1
Un prototip al acestor integrale este integrala —pdx, p > 0, in care inte-
x

grandul nu este definit in x = 0, punctul singular, nefiind nici marginit pe (0, 1],
intrucat limita sa la dreapta in x = 0 este +oo.
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Fie f : (a,b] — R astfel incat f este integrabild pe orice interval [A,b],a < A <

b
b. Putem atunci vorbi despre / f(x)dx pentru orice a < A < b, urmatorul pas
A

tiind cel de a studia ceea ce se intampla cand A — a, punctul singular al functiei
(ne ,apropiem" de punctul singular prin trecere la limitd).

3.2.1 Convergentd si divergentd. Integrabilitate

Definitie. Fie f : (a,b] — R astfel incét f este integrabild pe orice interval [A, D],
a<A<b.

b b
Daca exista limita Aim / f(x)dx si este finitd, spunem cd integrala / fx)dx
—a A a

A>a
este convergenta iar functia f este integrabild pe (a,b] (pe scurt, integra-

bili).
b

Dacad limita lim [ f(x)dx nu existd, sau existd, dar este infinitd, spunem ca
A—=a ] A
A>a

b
integrald / f(x)dx este divergenta iar functia f nu este integrabila pe (a, b]
(pe scurt, nu este integrabild).

b
In situatia in care limita /111m f(x)dx existd (finitd sau nu), aceastd limita re-
—aJA
A>a

b
prezintd valoarea integralei / f(x)dx.
a

1
Exemple. 1. Fie integrala / édx, p € (0,1). Punctul singular al functiei
0

ar e 1 .
este x = 0, intrucat lim — = +o0. Functia
x%(()) xP
x>

AR, A=,

este integrabild pe orice interval [A,1], 0 < A < 1, intrucat este conti-
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nud pe un astfel de interval. Observam cd

1 1 1-p
lim iclx = lim x Pdx = lim (x

p _
42874 X0 4S04 48\17P
—lim< 1 —Al_p>— 1
e A

1
= ; 3 1
Integrala /0 po dx, p € (0,1) este deci convergentd, cu valoarea 7

1
1
. Fie integrala / ;dx . Ca mai sus, punctul singular al functiei este x =
0

0, functia
1
f2(011]_>R/ fz(x):;/

este integrabild pe orice interval [A,1],0 < A < 1, iar

1
1
lim —dx=IlimInx| =lim(Inl—-—InA)=0—(—00) = +o0.
A=0Ja X A—0 A—=0
A>0 A>0 A A>0

1
1
Integrala / ;dx este deci divergentd, cu valoarea +co.
0

1
. Fie integrala / Fdx, p > 1. Ca mai sus, punctul singular al functiei

este x = 0, functia

HrOU=R f0=

este integrabild pe orice interval [A,1],0 < A < 1, iar

) B | ) 1 Al-p _ 1 1
fim | o =tmi o 1, ) = im i, i
4074 40 p P 40 P 1=p)
1 1

T1-p O0H-(1-p

—+ o0



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 91

1
1
Integrala / Fdx, p > 1 este deci divergentd, cu valoarea +oo. Obti-
0

nem din cele de mai sus ca

1 ~
1 convergenta, entrup <1,
/ —dx este ¢ & P P
0 xF divergentd,  pentrup > 1.
Integrale improprii de speta II cu integrand pozitiv

Fie f : (a,b] — [0, c0) astfel incat f este integrabild pe orice interval [A, b],
a < A < b. Putem obtine urmadtorul rezultat analog celui corespunzator pentru
integrale improprii de speta L.

Teorema 3.7. Fie f : (a,b] — [0, c0) astfel incit f este integrabili pe orice interval

b
[A,b], a < A < b. Atunci integrala / f(x)dx este fie convergentd, fie divergenti
a

cu valoarea —+-oo.

3.2.2 Proprietiti de calcul

Au loc urmadtoarele proprietdti de calcul, similare celor pe care le au integralele
improprii de speta I.

Teorema 3.8. Fie f : (a,b] — R, f integrabili pe (a,b]. Atunci f este integrabili
pe orice subinterval (a,c],a < ¢ < b, si

/abf(x)dx = /acf(x)dx + /be(x)dx.

Teorema 3.9. Fie f, g : (a,b] — R, f, g integrabile pe (a,b] si c1,c2 € R. Atunci
c1f + g este integrabili pe (a, b], si

b b b
/ (c1f(x) + c2g(x))dx = c1/ f(x)dx + cz/ g(x)dx.

3.2.3 Criterii de convergenta

Teorema 3.10. Fie f : (a,b] — [0, o0), integrabili pe [A, b] pentru oricea < A <
b.
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1. Dacdi existd p < 1 astfel ca

chig}l(x —a) f(x) =1 € [0, ),

x>a

b
atunci / f(x)dx este convergentd.
a

2. Daci existd p > 1 astfel ca

chig}l(x —a)lf f(x) =1¢€ (0,],

x>a

b
atunci / f(x)dx este divergenti.
a

Demonstratia este similara demonstratiei Teoremei 3.5, criteriul corespunzator de
convergentd pentru integrale improprii de specia I.

Corolar 3.10.1. Fie f : (a,b] — [0, c0) continud astfel incit existd p € R cu proprietatea

chigr}l(x —a)f f(x) =1€ (0, ).

x>a

Atunci

b
1. Daci p < 1, atunci integrala / f(x)dx este convergentd.
a
b
2. Daci p > 1, atunci integrala / f(x)dx este divergenti.
a

Remarcam faptul cd in situatia in cauzd, integrala / f(x)dx are comporta-
mentul lui p. Astfel dacd p este ,mic" (p < 1), 1ntegrala este ,micd" (convergentd),

iar dacd p este ,mare" (> 1), integrala este , mare" (divergenta cu valoarea +0).

1

1
Exemplu. Studiati convergenta integralei /0 mdx.

Solutie. Deoarece

L | |
B P
/0 52— 30 /0 x2(5—x)dx
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urmeaza cd x = 0 este punct singular pentru integrand (cealalta raddcind a nu-
mitorului, x = 5, nu apartine intervalului de integrare). Deoarece termenul care
anuleazad numitorul in punctul singular, x?, are puterea 2, alegem p = 2. Atunci

1 1 1
lim(x — 0 ——— = lim —— = = .
xlgg)(x 0 x2(5 — x) $905 — x 56(0'00)
x>0 x>0

b
Cum p = 2 > 1, urmeazd cd integrala / 52—3dx este divergentd, cu valoarea
0 22X —X
—+00.

T

Exemplu. Studiati convergenta integralei / i ctg xdx.
0

Solutie. Deoarece

s 7T
2 2 cos x
ctg xdx = —dx,
0 0 SInx

iar numitorul se anuleazad pentru x = 0, in timp ce numadratorul nu, urmeaza
ca x = 0 este punct singular. Deoarece termenul care anuleazd numitorul in
punctul singular, sin x, are comportarea aproximativa a lui x pentru x — 0, lucru
observabil cu ajutorul limitei

. sinx
lim =1,
x—=0 X
alegem p = 1. Urmeaza ca
) cos x . X
lim x' = = limcosx—— =1 € (0, o).
x—0 sinx  x—0 sin x
x>0 x>0

T

2
Deoarece p = 1, urmeazd ca / ctg xdx este divergenta.
0

3.24 Convergenta absoluta

b
Definitie. Fie f : (a,b] — R. Vom spune ca / f(x)dx este absolut convergentd,
a

b
iar f este absolut integrabila pe (a,b] daca / |f(x)|dx este convergentd, adicd
| f| este integrabila pe (a, b]. ’
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b
Se poate demonstra ca daca / f(x)dx este absolut convergentd, atunci este si
a
convergentd pe (a, b], nefiind insd valabild si reciproca (din nou, asa cum numele
sugereazd, absoluta convergentd inseamna mai mult decat convergenta). Pentru
functii cu valori pozitive, cum | f| coincide cu f, notiunea de absolutd convergenta
coincide cu notiunea de convergenta.

Integrale improprii cu limita superioara punct singular

Integralele de tipul / f(x)dx in care limita superioara b este punct singular,

in sensul cd f este nemdrginita Intr-o vecindtate a lui b, se studiaza analog celor
in care limita inferioard este punct singular, utilizand ,apropierea” de punctul
singular b prin trecere la limita.

Definitie. Fie f : [2,b) — R. Vom spune cd b este punct singular pentru func-
tia f dacd f este mdrginitd pe orice subinterval [a, A], a < A < b, dar f este
nemadrginitd pe [a, b).

Prototip

: : : ' -
Un prototip al acestor integrale este integrala mdx, p > 0, in care
0 (1—

integrandul nu este definit in x = 1, punctul singular, nefiind nici marginit pe
[0, 1), intrucat limita sa la stdinga In x = 1 este 4-co.

Prin analogie, pentru integralele improprii cu limita superioara punct singular
se pot obtine urmadtoarele criterii de convergenta.

Criterii de convergenta

Teorema 3.11. Fie f : [a,b) — [0, 00), integrabild pe [a, A] pentru oricea < A <
b.

1. Dacd existd p < 1 astfel ca

lin}J(b —x)Pf(x) =1€[0,00)

x<b

atunci / f(x)dx este convergentd.
a
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2. Daci existd p > 1 astfel ca

Hm (b — x)P f(x) =1 € (0,00]
51

b
atunci / f(x)dx este divergentd.
a

Corolar 3.11.1. Fie f : [a,b) — [0, 00) continud astfel incit existid p € R cu proprietatea

lim(b — x)P f(x) =1 € (0, ).
x—b
x<b

Atunci

b
1. Dacid p < 1, atunci integrala / f(x)dx este convergentd.
a

b
2. Daci p > 1, atunci integrala / f(x)dx este divergentd.
a

5 2
Exemplu. Studiati convergenta integralei / z dx.
2 (x—1)v5—x

Solutie. Observam cd x = 5 este punct singular, intrucat celdlalt punct in care se

anuleazd numitorul, x = 1, nu apartine intervalului de integrare. Deoarece ter-
y . .. o,

menul care anuleazad numitorul, v/5 — x, poate fi scris ca (5 — x)2, avand puterea

1 _ 1 5 5

5, alegem p = 5. Urmeaza ca

1 x2 x2 25
lim(5 — x)2 = lim = — € (0, 00).
2P (x—Dv5—x xzpx-1 4

2

X
(x—1v5—x

Integrale improprii cu mai mult de un punct singular

5
Deoarece p = % < 1, urmeazad cd integrala / dx este convergenta.
2

Pot fi intalnite insd si integrale improprii de speta II cu mai mult de un punct
singular, sau integrale improprii in care atat intervalul de integrare este nemar-
ginit, cat si functia de integrat este nemadrginitd pe acest interval, avand puncte
singulare finite. Acestea din urmd combind atat caracteristicile integralelor im-
proprii de speta I, cat si ale celor de speta II.

In aceasta situatie, se scrie integrala ca suma mai multor integrale improprii,
tiecare cu cate un unic punct singular, respectiv ca suma dintre o integrald impro-
prie de speta I si una de speta II.
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x3

dx.
Ta—x2

4
Exemplu. Studiati convergenta integralei /
1 X —

Solutie. In aceasti situatie, atdt x = 1 catsi x = 4 sunt puncte singulare, fiind
raddcini ale numitorului. Scriem integrala sub forma

4 3 2 3 4 3
/1 \/x—1(4—x)2dx:/1 \/x—1(4—x)2dx+/z \/x—1(4—x)2dx'

ca suma intre o integrald cu limita inferioara punct singular (prima integrald) si o
integrala cu limita superioara punct singular (a doua integrald). Deoarece

lim(x — 1)? i lim L 0,00
im(x — = lim = - 00
. o 2 _ 2 7 7
=1 Va—l@—ap i@t 9
) 2 3
iar p = 5 < 1, urmeaza ca / dx este convergenta.
P=2 1 Vx—1(4 —x)?2 5
Deoarece
3 3
X X 64 643
lim (4 — x)? =lim —— = — = —"= € (0,00),
9;221( ) Vx—1(4 — x)? iy A 1 3 3 (0,%)

3
Vx—1(4 — x)?

4
suma dintre o integrald convergentd si una divergentd, integrala /
1

4
iar p = 2 > 1, urmeaza cd integrala / dx este divergenta. Fiind
2

X3

Vx—1(4 — x)zdx

este divergenta.

(o]
1
Exemplu. Studiati convergenta integralei / ———dx.
P 8 gl )y Yra )
Solutie. Tn aceastd situatie, x = 0 este punct singular, fiind rad&cind a numitoru-
lui, iar intervalul de integrare este nemarginit. Scriem integrala sub forma

/“;dx—f;dH/“’;dx

o Vx(1+x2)"  Jo Vx(1+x?) 1 Vx(1+a?)

ca suma intre o integrald improprie de speta II cu limita inferioara punct singular

(prima integrald) si o integrald improprie de speta I (a doua integrald). Deoarece
lim x3 !

- =lim ——
3 2 2

=1¢€(0,0),
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iar p = % < 1, urmeaza ca dx este convergentd. Deoarece

1 1
/ V(1 + 2?)
2
lim x%

X
lim —%(1 e i xh_r}rolo o2 1 € (0,00),

[ee]
. . 1
iar p = % > 1, urmeaza cd integrala /1 mdx este de asemenea con-

vergentd. De aici, integrala improprie dx este convergentd, fiind

o0 1
/0 Vx(1 + x2)

suma a doud integrale improprii convergente.

3.3 Integrale improprii dependente de parametri

Dependenta de parametru poate apare si in contextul integralelor improprii. Pre-
zentam In continuare doud dintre cele mai cunoscute integrale de acest tip.

3.3.1 Functia I alui Euler
Integrala

F(p):/ xP~le=*dx
0

este convergentd pentru orice p > 0, definind astfel o functie I' : (0,00) — RR.
Integrala de mai sus se mai numeste si integrala lui Euler de specia (speta) II.

Proprietati ale functiei I’

Teorema 3.12. Au loc urmiitoarele proprietiti.
1. I'(1) =1.
2. I'(p + 1) = pI'(p), pentru orice p > 0 (formula de recurenta).
3 IT(p+n)=p+n—-1)((p+n—-2)--pI(p), pentru orice p > 0,n € IN.
4. T(n + 1) = n!, pentru orice n € IN.
5. T(pI'(1 —p) = T pentru orice p € (0,1) (formula complemente-
lor).
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| 6. T(}) = v

Exemplu. Determinati / Vxe *dx.
0

Solutie. Observam ca

/ \/Ee_xdx:/ xée_xdx:/ xg_le_xdxzf(g).
0 0

0

Conform formulei de recurentd, urmeaza ca
3 1 1_1 1
1H(E) = F(E +1) = EF(E) = E\/E

Exemplu. Demonstrati cd

J7

/ e Vdx = 5 (integrala Euler-Poisson).
0

Solutie. Si notim u = x2. Atunci

Uu=x> = x=+u = dx=(\/ﬂ)’duzidu,

2\/u

de unde

o0 2 o0 1 1 /* 1 1 [/* 1
e Ydx = / e " ——du = —/ —e Ydu = —/ u 2e “du
/0 0 Zﬁ 2 Jo \/ﬁ 2 Jo

1/ 0, 1.1 1 JTT
= A 2 d :—r— = — = —.
2/0 uletdu = 5T() = Hv/m =5

3.3.2 Functia § a lui Euler

Integrala
1
Bp) = [ 2711 0 i
0

este convergentd pentru orice p,q > 0, definind astfel o functie B : (0,00) X
(0,00) = RR. Integrala de mai sus se mai numeste si integrala lui Euler de specia
(speta) L.

Proprietiti ale functiei
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Teorema 3.13. Au loc urmitoarele proprietati.
1. B(1,1) =1

2. B(p,q) = B(q, p), pentru orice p,q > 0.

00 p—1
3. B(p,q) = / u—du, pentru orice p,q > 0.
0

(1 +u)pta

4. B(p,q) = Wﬁ(p —1,q), pentru orice p,q > 0 (formula de recu-

renta pentru prima pozztze).
5. B(p,q) = 5 + g [;%(p, — 1), pentru orice p,q > 0 (formula de recu-

renta pentru a doua pozztze).

_ (m=Dln -1
6. B(m,n) = mtn—11 pentru orice m,n € IN.
I'(pT(9) :

7. ,q) = , pentru orice p,q > 0.

PP = 5o, gy P p.q
8. B(p,1—p) = S pentru orice p € (0,1) (formula complementelor).

9. /5(%, %) = .

1
Exemplu. Determinati / Vx — x2dx.
0
Solutie. Au loc relatiile
/ Vx —x2dx = / V(1 —x)dx = / Vav1 — xdx = / x2(1 — x)2dx

B 133 TOIQ  rdre)
—/O Ta-ni=pC, 0 = e

Conform formulei de recurents,

1

ST

3 1 11
F(E) = F(E +1) = EF(E) =5
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In plus, I'(3) = 2! = 2. Urmeazad atunci cd

1 1 /=1
/ \/JC—.’JCZCZJC:—z ﬂ'jﬁ:g.
0

3
1
Exemplu. Determinati / dx.
2 V—x24+5x—6

Solutie. Observam ca

3 1 3 1
/ dx:/ dx
2 V—x2+5x—6 (x —2)(3 —x)

Pentru a calcula aceastd integrald cu ajutorul proprietdtilor functiei B, transfor-
mam intervalul de integrare in intervalul [0, 1] cu ajutorul schimbarii de variabila
u = x — 2. Atunci

3 1 1 1 1 1
/2 <x—2><3—x>dx:/o M(l—u)du:/o NN T

1 1
= / u"2(1—u) " idu = / 11— b = g, L) =
0 0 2°2

T

2
Exemplu. Determinati / sin* x cos? xdx.
0

Solutie. Tinand seama de identitatea trigonometricd fundamentala sin® x + cos? x =

1, ceea ce conduce la cos? x = 1 — sin x, vom face schimbarea de variabild u =
sin? x. Atunci
du = 2 sin x cos xdx,

de unde

T

T
2 . 4 2 2 . 3 1 .
sin” x cos” xdx = sin’ x cos x - — - 2 sin x cos xdx
0 0

2
1 /s 1 1t sy 34 1 .53
= E/o u2(l —u)2du = E/o u2 (1 —u)2 du = EB(E'E)'
Folosind formula de recurenta pentru prima pozitie obtinem
1.53 1 3-1 _5 3 13 33 1_33
— —_—_) )= - _— 1 —_) = —= —_ =) = — — —).
ZB(2'2) 2343 - 1B(2 '2) 23B(2'2) 4B(2'2)
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Folosind formula de reprezentare a functiei 8 cu ajutorul functiei I', urmeaza ca

1ITGr3)  1rg? 1 B
ar3+3) 4T 4 20 8

1 .33
P9 =

Conform formulei de recurentd,

3 1 1.1
IG)=IG+1)=3IG) =57V
de unde

I, ) T

dx = —.

/0 sin” x cos” xdx = 5

Exemplu. Determinati / N ;dx
P o (1+x)x

Solutie. Observam ca

00 7% xjfl
[ b [ e [
0 (1+x\/_ 1~|—x o 1+x

. * xP -1 1
Pentru a aplica formula B(p, q) = /0 mdx, alegem p = 5 (corespondenta

cu numadrdatorul), iar g va fi determinat din conditia ca p +q = 1 (corespondenta
cu numitorul). Urmeaza cd q = %, iar

N\*ﬂ

0 X 11
—dx =B(z,5) =T
I ot Ped)
Aplicatii
3.1. Determinati valorile urmdtoarelor integrale improprii

3.2. Studiati convergen;a urmdtoarelor integrale improprii

°° x dx
1 dx; 3) [ ———.
)/ 5+1 /1 T+ 2x0 + a0 )/0 2 —2x+3
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3.3. Folosind eventual faptul cd
p
lim P(x) =

0, pentru orice functie polinomiali P,
x—oo e

demonstrati cd integrala improprie dx este convergentd.

0 X
I v
3.4. Demonstrati cd integrala improprie /0 N e?* cos 3xdx este convergentd.
3.5. Studiati convergenta urmdtoarelor integrale improprii

S 1 2 1
1) 1 (x_1)2(4_x)dx; 2) — — dx;

2 x
» (x—Dx-2) " 3)/1 \/(x—l)(Z—x)dx'

4) / 1 ax .
1B —x)V1—2x2
3.6. Fiea,b € R, a < b. Folosind eventual schimbarea de variabili
X —a
b—a’

(sau, in etape, u = x — a pentru a transforma intervalul de integrare in intervalul [0, b —

u =

a], cu un capit in origine, apoi v = pentru a transforma acest interval, de lungime

b — a, in intervalul [0,1]) si proprietitile functiei B, determinati

b 1
/a NCEDEE

3.7. Folosind eventual schimbarea de variabild u = x? si proprietitile functiei B, deter-
1
mina;i/ x*\/1 — x2dx.
0

3.8. Folosind eventual schimbarea de variabildi u = x? i proprietdtile functiei B, deter-

TR 1
mlnﬂ!l /O mdx

3.9. Folosind eventual schimbarea de variabili u = x* si proprietdtile functiei B, deter-

minati / T dx
0 1 + x4 ’
3.10. Folosind eventual schimbarea de variabili u = sin® x si proprietdtile functiei B,

demonstrati ci

T T

LI @n— D 7 /z o et 1
dy = 0T dx = .
/0 e I R R P § YT P
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3.11. Folosind eventual schimbiirile succesive de variabild u = tg? x, v = u? si proprie-

tatile functiei B, determinati /2(tg x)Pdx, p € (—1,1).
0



