Capitolul 6

INTEGRALA TRIPLA

Pentru introducerea notiunii de integrald tripla a unei functii definite pe un do-
meniu de integrare din IR?, vom revizui constructia utilizatd pentru definitia in-
tegralei duble, trecAnd de la domenii plane (bidimensionale) la domenii spatiale
(tridimensionale). In acest capitol, prin domeniu de integrare vom intelege un
domeniu inchis si marginit (de o suprafats netedd pe portiuni) din IR, care are
volum, din nou fara a intra in detalii asupra notiunii de volum (practic, asupra
,madsurarii" volumului). Trecerea de la integrala dubla la cea tripla se va face in
principal inlocuind, in diverse notiuni si procedee, notiunea de arie cu cea de
volum.

Impartirea domeniului de integrare in subdomenii
Diviziuni (partitii) ale unui domeniu de integrare

Fie V C R3 un domeniu de integrare. Vom spune ci o multime ordonata de
domenii de integrare A = {V1, V5, ..., V,,} reprezinti o diviziune (sau partitie) a
lui V daca

2. ViﬂVj:@,pentruoricelgi,jgn,i#j.

Altfel spus, V se poate scrie ca reuniunea tuturor subdomeniilor Vi, V5, ..., Vy,
iar aceste subdomenii pot avea comune, doud cate doud, cel mult suprafete de pe
frontierd, intrucat au doud cate doud interioarele disjuncte.

Notatie

Multimea diviziunilor unui domeniu de integrare V se noteaza Dy .

188
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Diametrul unui domeniu de integrare

Fie V C R® un domeniu de integrare. Numim diametru al lui V, notat 5(V),
distanta maxima dintre doud puncte ale lui V.

Norma a unei partitii
Fiind data o diviziune A = {V4, V3, ..., V,;}, vom numi normi a diviziunii A,

notatd ||A||, valoarea maximd a diametrelor 6(V1), 6(V2), ..., 6(Vy), adica

JA]l = max 8(Va).

1<i<n

Sisteme de puncte intermediare asociate
Fiind datd o diviziune A = {V3,V,,...,V,}, vom numi sistem de puncte in-
termediare asociat diviziunii A o multime ordonatd de puncte
C= {MllMZI- . -;Mn}/
astfel incat M; € V; pentru1l < i < n (in fiecare subdomeniu se afld cate un punct
intermediar).
Sume Riemann

Fiind date un domeniu de integrare V, o functie f : V — R, o diviziune A =
{V1,Va,...,V,} a domeniului de integrare V si C = {M;y, My, ..., M, } un sistem
de puncte intermediare asociat diviziunii A, M; = M;(«;, Bi.vi), 1 < i < n, vom
numi suma Riemann asociata diviziunii A si sistemului de puncte intermediare
C suma

oa(f,C) = ) flai, Bi, vi) vol(D;)
i=1

= f(a1, B1,71) vol(D1) + f(az, B2, v2) vol(D2) + ...
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+ f(“nr B, vn) vol(Dy)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmulteste cu volumul subdo-
meniului din care punctul intermediar face parte, adunandu-se rezultatele).

Consideratii asupra interpretdrii geometrice a notiunii de suma Riemann

Interpretarea geometricd a notiunii de suma Riemann nu mai este la fel de in-
tuitivd ca si cea a notiunilor similare pentru integrala definitd sau cea dubla, in
principal datoritd faptului cd in situatiile anterioare interpretarea geometrica se
tdcea cu ajutorul unei notiuni ,,cu o dimensiune in plus" fatd de multimea pe care
urma a se defini integrala. In spetd, o suma Riemann a unei functii definite pe
un interval putea fi interpretatd cu ajutorul unei arii, iar o suma Riemann a unei
functii definite pe un domeniu de integrare din IR? putea fi interpretats cu ajuto-
rul unui volum. Acum, o sumd Riemann a unei functii definite pe un domeniu
de integrare din R ar trebui interpretatd cu ajutorul unor notiuni referitoare la
spatiul IR%, adicd nu la un spatiu fizic, ci la un spatiu abstract.

Functii integrabile Riemann

Definitie. Fie V un domeniu de integrare, V C R?, si fie f : V — R. Vom spune
cd f este integrabild Riemann pe V (pe scurt, f este integrabila pe V') dacd exista
un numadr real I astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 exista 6, > 0 cu proprietatea ca

oricare ar fi diviziunea A € Dy cu ||A|| < J¢ si oricare ar fi sistemul de puncte
intermediare C asociat lui A, are loc inegalitatea

loa(f,C) — 1| < .

Integrala tripla

Numarul I de mai sus se numeste integrala tripla a functiei f pe domeniul

spatial V si se noteaza
// f(x,y,z)dxdydz.
1%

Sa observam si cd I, daca existd, este unic determinat.

Multimea V se numeste domeniu de integrare, functia f se numeste inte-
grand, iar variabilele x, y, z se numesc variabile de integrare. Expresia dxdydz se
numeste element de volum, notat uneori si cu dV.

Definitie alternativa

Are loc urmdtoarea echivalentd, cea de-a doua afirmatie putand fi utilizata de
asemenea ca definitie a integrabilitatii Riemann.
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Teorema 6.1. Fie V un domeniu de integrare, V. C R, si fie o functie f : V — R.
Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente.

1. f este integrabild pe V.

2. Oricare ar fi un gir de diviziuni (Ay)y>o ale lui V cu ||Ay|| — 0, impreund
cu un gir de sisteme de puncte intermediare asociate (Cy),>0, sirul sumelor
Riemann (o, (f, Cn))n>0 este convergent.

Din nou, se poate demonstra ca limita unui astfel de sir de sume Riemann nu
depinde nici de alegerea sirului de diviziuni (A;),>0, nici de alegerea sirului de
sisteme de puncte intermediare asociate (C;),>0. Valoarea (comund) a limitelor

reprezintd // f(x,y,z)dxdydz.
14

Domeniu de integrare cu volum nul. Integrala functiei nule

Cu ajutorul definitiei, tindnd cont de faptul cd toate sumele Riemann asociate
sunt nule, putem obtine urmdtoarele proprietati.

1. Fie V C R® un domeniu de integrare cu volum nul si fie f : V — R integra-

bild. Atunci
// f(x,y,z)dxdydz = 0.
1%

2. Fie V un domeniu de integrare. Atunci

/// Odxdydz = 0.
v

Fie V C R3 un domeniu de integrare. Conform definitiei, se obtine ca

///V ldxdydz = vol(V).

La fel ca si in cazul integralei definite si al celei duble, integrandu-1 pe 1 pe o
multime obtinem , mdsura" acelei multimi, in acest caz volumul.

Interpretare geometrica: volum

Legdtura intre integrabilitate si alte proprietiti ale functiilor

Din nou, functiile continue pe un domeniu spatial V C R3 sunt integrabile.
De asemenea, functiile integrabile pe un astfel de domeniu sunt marginite.
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Teorema 6.2. Fie V un domeniu de integrare, V.C R3, sifie f : V — R, f
continud pe V. Atunci f este integrabild pe V.

Teorema 6.3. Fie V un domeniu de integrare, V.C R3,sifie f : V — R, f
integrabild pe V. Atunci f este mdrginitid pe V.

6.1 Operatii cu functii integrabile

Fiind obtinutd printr-un acelasi tip de procedeu, integrala tripld pastreaza toate
proprietdtile integralei duble, atat pe cele in raport cu intervalul cat si pe cele in
raport cu functia.

Teorema 6.4. Fie V un domeniu de integrare, V.C R3, f,¢ : V - R, f, g
integrabile pe V, si c € R. Au loc urmdtoarele proprietiti.

1. Proprietatea de aditivitate

Functiile f + g si f — g sunt integrabile pe V, iar
] 6.2+ g6y, naxayiz = [If ey, axdyaz
14 14

+ // g(x,y,z)dxdydz
14

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv
|| 6.2 = g6y, naxayiz = [If e, axyaz
1 14

— // g(x,y,z)dxdydz
1%

(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).

2. Proprietatea de omogenitate

Functia cf este integrabild pe V, iar

///V cf(x,y,z)dxdydz = c // ; f(x,y,2z)dxdydz,
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(o constanta cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub integrala
inaintea integralei).

Condensat, formulele de mai sus pot fi scrise sub forma urmatoare.

Teorema 6.5. Fie V un domeniu de integrare, f,g: V — R, f, g integrabile pe V
sicy, ¢ € R Atunci cq f + cpg este integrabilid pe V si

///V (c1f(x,y,2) + c28(x, ¥, 2))dxdydz = c; // ; f(x,y,z)dxdydz
+ ¢ //V g(x,y,z)dxdydz.

6.2 Proprietdti ale integralei triple

6.2.1 Proprietiti in raport cu domeniul

Restrangerea domeniului de integrare

Teorema 6.6. Fie V un domeniu de integrare, V.C R3, sifie f : V — R, f
integrabild pe V. Atunci f este integrabili pe orice subdomeniu V4 C V.

Extinderea domeniului de integrare. Aditivitatea in raport cu domeniul

Teorema 6.7. Fie V un domeniu de integrare, V C R3, si fie f : V. — R. Dacil
domeniile de integrare Vi, Vy,. .., V, formeazi o diviziune a lui V, iar f este inte-
grabild pe V1, Vy, ..., Vy, atunci f este integrabilid pe intreg V, iar

//V f(x,y,z)dxdydz = //V1 f(x,y,z)dxdydz + //V2 f(x,y,z)dxdydz + . ..
+ // . f(x,y,z)dxdydz

6.2.2 Proprietiti in raport cu functia

Pastrarea inegalitatilor intre functii

Vom observa in cele ce urmeaza ca si integrala tripld pastreaza semnul functiei
de integrat si inegalitatile nestricte intre functii. In plus, inegalitatea stricta intr-
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un punct comun de continuitate al functiilor de integrat atrage inegalitatea strictd
pentru integrale.

Teorema 6.8. Fie V un domeniu de integrare, V. C R3,sifie f,g: V = R, f, g
integrabile pe V.

1. Dacid f(x,y,z) > 0O, pentru orice (x,y,z) € V, atunci
// f(x,y,z)dxdydz > 0.
v

2. Daci f(x,y,z) > g(x,y,z), pentru orice (x,y,z) € V, atunci

// gy 2ixdydz 2 // 8y Ddxdydz.

3. Daci f(x,y,z) > g(x,y,z), pentru orice (x,y,z) € V, si existd (xo, Yo, 2z0) €
V astfel ca

f(x0,Y0,20) > g(x0,Y0,20), 1ar f, g sunt continue in (xo, Yo, o),

atunci

// y f(x,y,2)dxdydz > // . g(x, y,z)dxdydz.

Corolar 6.8.1. Fie V un domeniu de integrare, V C R3, si fie f : V. — R, f integrabilii
pe V. Daci

m < f(x,y,z) <M, pentruorice (x,y,z) € V,

atunci

m - vol(V) < // f(x,y,z)dxdydz < M - vol(V).
1%

Corolar 6.8.2. Fie V un domeniu de integrare, V C R3, sifie f : V — R, f integrabilii
pe V. Atunci |f| este integrabili pe V, iar

’//V f(x,y,z)dxdydz

Teorema de medie

< //V |f(x,y,z)|dxdydz.

Teorema de medie pentru integrala tripld are o interpretare similara celei ob-
tinute pentru integrala dubld, aria domeniului fiind inlocuitd insd de volumul
acestuia.
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Teorema 6.9. Fie V un domeniu de integrare, V.C R3, sifie f : V — R, f
continud pe V. Atunci existd M(cq,cp,c3) € V astfel incit

// v f(x,y,z)dxdydz = f(c1,c2,c3) vol(V).

6.3 Calculul integralelor triple

Reamintim cd, pentru calculul integralelor duble, una dintre posibilele metode de
lucru era de a reduce calculul integralei duble la calculul succesiv a doud integrale
definite, utilizand pe rand cele doud variabile ca variabile de integrare. In acest
scop, se realizau o proiectie si o sectiune, domeniul numindu-se simplu in raport
cu axa paraleld cu domeniul de sectiune in anumite conditii cu suport geometric.

Ideea de a determina valoarea a unei integrale de ordin superior prin calculul
succesiv al unor integrale de ordin mai mic se pdstreaza si pentru integrala tripla.
Acum, proiectia se va realiza pe unul dintre planele de coordonate (si deci inte-
grala ,de proiectie” va fi o integrald dubla), iar sectiunea se va realiza paralel cu
una dintre axe (si deci integrala , de sectiune" va fi o integralad simpla).

6.3.1 Domenii simple in raport cu axa Oz
Fie V C R? un domeniu de integrare. V se numeste simplu in raport cu Oz daca

1. Proiectia lui V pe planul xOy este un domeniu de integrare D in R?.

2. Existd ¢1, ¢ : D — R continue astfel ca V' se poate scrie sub forma
V= {(x/yiz); 4’1(x/y) <z< (PZ(x/y)/ (x/y) € D} .

Cea de-a doua conditie reprezintd faptul cd orice paraleld la axa Oz prin M(x,y)
din proiectia lui V pe planul xOy taie frontiera domeniului V in cel mult doua
puncte, ¢1(x,y) fiind coordonata z (cota) punctului de intrare, iar ¢»(x,y) fiind
cota punctului de iesire. Cele doua puncte pot eventual si coincide.

Analog se definesc notiunile de domeniu simplu in raport cu Ox si de dome-
niu simplu in raport cu Oy.

Teorema 6.10. Fie V un domeniu simplu in raport cu axa Oz si fie f : V — R
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integrabild pe V. Daci I : D — R,

(PZ(x/y)
I(x,y) = / f(x,y,2)dz, pentru(x,y) € D,
P1(xy)

este bine definiti si integrabild pe D, atunci

// f(x,y,z)dxdydz = // </¢(z(x)y) fx,y, z)dz) dxdy.
P1ixy

La fel ca si in cazul integralei duble, ordinea de scriere a integralelor nu este
ordinea de calcul. Astfel, mai intai se calculeaza integrala interioara (cea in raport
cu z), iar abia apoi cea exterioara (cea in raport cu perechea de variabile (x, y)). In
particular, ipotezele asupra lui I sunt satisfacute daca f este functie continua.

Corolar 6.10.1. Fie V un domeniu simplu in raport cu axa Oz sifie f : V. — R continud
pe V. Atunci

P2(x, y)
// f(x,y,z)dxdydz = // (/ fx,y, z)dz) dxdy.
P1(x,y)

Formule de calcul similare celor enuntate mai sus au loc si pentru domenii
simple in raport cu Ox sau Oy. In situatia in care domeniul de integrare este sim-
plu in raport cu mai multe axe, alegerea uneia dintre formule se poate face pe
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considerente geometrice asupra formei domeniului sau pe baza formei particu-
lare a functiei.

Exemplu. Determinati volumul corpului V determinat de paraboloidul de
rotatie z = x? + y? si planul z = 4.

/

N

\V

Solutie. Avem ca

Vol(V):///Vldxdydz.

Domeniul este simplu in raport cu toate cele trei axe. Deoarece V este un corp de
rotatie in jurul lui Oz, iar proiectia lui V pe xOy este un disc (convenabil descris
cu ajutorul coordonatelor polare), vom folosi faptul ca V este simplu in raport cu
Oz.

Discul D de proiectie are raza egald cu cea a cercului de intersectie intre para-
boloid si planul z = 4, paralel cu planul xOy. Determindm acum raza cercului de
intersectie. Urmeaza ca

2.2

z=4
deci raza cercului de intersectie este R = 2, iar doua dintre coordonatele centrului
C sunt xc = 0si yc = 0. Cea de-a treia coordonata este zc = 4, intrucat cercul de
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intersectie este continut in planul z = 4. Discul de proiectie D are deci raza 2 si
centru O (proiectia lui C).

Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paraleld la axa Oz printr-
un punct oarecare (x, y) din domeniul de proiectie. Observam ca punctul de ,,in-
trare" in V al paralelei este situat pe paraboloidul z = x? 4 y?, in timp ce punctul
de ,iesire" este situat in planul z = 4. Urmeaza ca

vol(V) = ///V ldxdydz = //D (/ir . 1dz> dxdy.
X2ty

Calculam mai intai integrala interioard, obtinand ca

4
/ ldz =z
x2+412

4
=4 — (P +y?).
x2412

Atunci
vol(V) = //D (4 — (22 + y?))dxdy.

Intrucat D este un disc centrat in origine, pentru calculul integralei duble vom
folosi coordonatele polare, sub forma

= 0
{x pCf)S , p€l[0,2], 0¢€[0,2r], dxdy = pdpdo.
Yy = psinf

Urmeaza ca

vol(V) = // — (0? cos® 8 + p?sin” 0))pdpd6
0,2]x[0, 271

= // (4 — p*(cos? 6 4 sin’ 8))pdpd6
[0,2] x[0,27t]

= // (4 — p*)pdpdo
[0,2] x[0,27]

= </02(4 — pz)pdp) : (/Ozﬂwe) =1 - L.
I = /O 2(4 — 0*)odp = /0 2(4p —0%)dp = /0 2 dpdp — /O 2 pod

Deoarece
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2 2
4
P

4

16
4 4
0

27
12:/ 1d6 =6
0

vol(V) =4-2m = 8.

2

P

— 4
2

0
iar
27T

=27,
0

urmeaza ca

Exemplu. Determinati

// (x +y + z)dxdydz,
14

unde V este domeniul mdrginit de planelex =0,y =0,z =0six+y+z = 1.

N
Z
C(0,0,1)
® z=1-x-y
o B(0,1,0) R
]
D z=0 g
/ A(1,0,0)

Solutie. Domeniul V, reprezentat in figurd, este tetraedrul OABC, cu varfuri
0(0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1). EI este simplu in raport cu toate axele
de coordonate. Pentru calculul integralei, vom folosi faptul cd V este simplu in

raport cu Oz.
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Domeniul de proiectie este triunghiul OAB, impreuna cu interiorul acestuia,
domeniu notat in continuare cu D. Pentru a determina domeniul de sectiune,
ducem o paraleld la axa Oz prin M(x, y) oarecare din domeniul de proiectie. Deo-
arece punctul de intrare al paralelei se afld in planul xOy, obtinem cd Ziptrare = 0.
Deoarece punctul de iesire al paralelei se afld in planul x + vy + z = 1, obtinem ca
Ziegire = 1 — X — Y. Avem atunci

// ¥ Y+ Ddxdydz = //D ( /O ny(x +y+ z)dz> dxdy.

Calculam mai intai integrala interioard. Urmeaza ca

1-x—y 1—x—y 1—x—y 1-x—y
11:/ (x+y+z)dz:/ xdz+/ ydz+/ zdz
0 0 0 0

1—x—y 1—x—y 72 I=x—y
:x/ 1dz+y/ 1dz + —
0 0 2

z=1l—x—y
+yz

0

Z:1*X*]/ ZZl*X*]/

72

T2
z=0

1—x —y)2
2

Moty = S G

= Xz

z=0 z=0

=x(1-x—-y)+yl-—x—y+

De aici,

//V(x + v+ z)dxdydz = //D %(1 —(x+ y)z)dxdy

= % [ //D ldxdy — //D (x + y)zdxdy} = % {aria(D) - //D (x+ y)zdxdy} :

Cum D este un triunghi dreptunghic isoscel cu catete de lungimi egale cu 1, avem
ca aria(D) = %

Rdmane deci sd calculdm // (x + y)*dxdy. In acest scop, si observam ci do-
D

meniul de integrare D este simplu in raport cu ambele axe. Pentru calculul inte-
gralei duble, vom folosi faptul ca el este simplu in raport cu Oy.

Domeniul de proiectie (pe Ox) este intervalul [0,1], deoarece abscisa punc-
tului A este 1, iar cea a punctului O este 0. Pentru a determina domeniul de
sectiune, ducem o paraleld printr-un punct oarecare din domeniul de proiectie
la Oy. Deoarece punctul de intrare al paralelei se afld pe axa Ox, urmeaza cd
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Yintrare = 0. Punctul de iesire al paralelei se afld pe dreapta AB, a carei ecua-
— - -1
tie este X~ XA = Yy —Ya , sau r=- = Z, adici x +y— 1 — 0. Urmeazi ci
XB— XA YB— VYA -1 1
Yiesire = 1 — x. De aici,

//D(x + y)dxdy = /01 (/Ol—x(x _|_y)2dy) dx.

Calculdm mai Intdi integrala interioard. Avem ca

1—x 3 |y=l-x .3 3
24y = XY Y »_ 1, 3
| ey = =S - T =502
y=0
Atunci
1 1 aN |1
//(x-i-y)zdxdy:/ 1(1—x3)dx:1/(1—x3)dx:1 -
D 0 3 3 /o 3 4 0
1 1 1
—5(1—1)—1-
De aici,

11 1] 1
//V(x+y+z)dxdydz =5 [E_ﬂ — =

6.3.2 Domenii paralelipipedice

La fel ca si in cazul integralelor duble, formulele de calcul pentru integralele tri-
ple se simplificd n mod considerabil atunci cdnd domeniul de integrare este un
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paralelipiped cu laturile paralele cu axele de coordonate, nemaifiind necesara de-
terminarea domeniului de sectiune. Un astfel de paralelipiped poate fi scris ca un
produs cartezian de intervale sub forma

V = [ay,b1] x [ap, bp] X [as, bs],

unde [a1, b1], [a2, b2], [a3, D3], reprezintd intervalele de valori pentru abscisele, res-
pectiv ordonatele si cotele punctelor din V. In aceasta situatie, V este simplu in
raport cu toate cele 3 axe de coordonate.

N

z

Corolar 6.10.2. Fie f : [ay,b1] X [a2, by] X [a3,b3] — R, f continud. Atunci

b3
/// f(x,y,2)dxdydz = // ( flx,y, z)dz) dxdy
[a1,b1]x[a2,b2] % [a3,b5] [a1,b1]1x [a2,b7] as
by
= // ( f(x,y,z)dy) dxdz
[a1,b1]1x[a3,b3] \ /a2
by
= // ( f(x,y,z)dx) dydz.
[a2,b2]x[a3,b3] \ /a1

6.3.3 Domenii paralelipipedice si functii separabile ca produse

Dacd domeniul de integrare V este un paralelipiped cu laturile paralele cu axele
de coordonate, iar integrandul f se poate scrie ca produs intre o functie care de-
pinde doar de variabila x, o functie care depinde doar de variabila y si o functie

care depinde doar de variabila z, atunci integrala tripla /// f(x,y,z)dxdydz se
v

poate scrie ca un produs de integrale simple.
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Teorema 6.11. Fief 3 [611, bl] X [az, bz] X [a3, b3] — R,

feoy) = A() - L) - f(2),

unde f1, fa, f3 sunt functii continue. Atunci

/// f(x,y,z)dxdydz
[a1,b1]x[az,by] x[a3,b3]
- /// £ ) - fa@)dxdydz
[a1,b1]1x[az,b2] % [a3,b3]

by by bs
=( fl(x)dx) ( fz(y)dy) - ( / fs(y)dy)-

Exemplu. Determinati

/// sin x cos ydxdydz.
[0,51x[0,7]x[0,1]

Solutie. Domeniul de integrare este un paralelipiped cu laturile paralele cu axele
de coordonate, iar integrandul se separa ca un produs intre o functie doar de
variabila x, o functie doar de variabila y si o functie constantd, sub forma

sinxcosy = sinx-cosy - 1.
Urmeazad ca

T T 1
/// sin x cos ydxdydz = /2 sinxdx-/ cosydy-/ 1dz
[0,5]1x[0,71]x[0,1] 0 0 0

7T 1

[SE

=1-0-1=0.
0

*Z
0

= (—cosx) | -siny

0

6.3.4 Formula de schimbare de variabild in integrala tripla

In unele situatii, fie functia de integrat, fie forma geometricd a domeniului se
simplifica dupa schimbadri de variabile.

Schimbari de variabila (transformadri regulate)

Fie V; un domeniu de integrare marginit de suprafata inchisa neteda pe por-
tiuni S; si V2 un domeniu de integrare marginit de suprafata inchisd neteda pe
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portiuni Sp. Spunem cd V; se transforma in V; prin schimbarea de variabila (sau
transformarea regulata)

x = x(u,v,w)
T:<y=yuvw), (uo,w) €V,

z = z(u,v, w)
daca

1. T este bijectiva ca functie de la V; la V;.

2. Functiile x = x(u, v, w), y = y(u,v,w) si z = y(u, v, w) au derivatele partiale
de ordinul 1 si derivatele partiale mixte de ordinul al doilea continue.

3. Determinantul functional (numit determinant jacobian)

Jdx Jx Ox
ou Jdv ow
D(x,y,z) |dy dy 9y
D(u,v,w) lou ov ow
Jdz 0z 0z
ou Jdv ow

este nenul pentru (u,v,w) € V5.

A
w

v

Formula de schimbare de variabila

Teorema 6.12. Fie V; un domeniu de integrare mdrginit de suprafata inchisi netedd
pe portiuni Sy si Vo un domeniu de integrare mdrginit de suprafata inchisd netedi
pe portiuni Sy, astfel incit Vy se transformii in V; prin schimbarea de variabila
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(sau transformarea regulata)

x = x(u,v,w)
T:qy=yuow), (uo,w) € V.

z = z(u,v, w)

Fie de asemenea f : V1 — R o functie continud. Atunci

// f(x,y,z)dxdydz

/// flx(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v, w))‘ ll;)((x Y, 2)

In prima parte a membrului drept, variabilele vechi x, y si z se inlocuiesc in
functie de variabilele noi u, v si w. Cea de-a doua parte a membrului drept
reprezintd formula de transformare a elementului de volum, care poate fi scrisa
sub forma

dudodw.

D(x,y,z)

D, 0, ) dudvdw.

dxdydz = ‘

6.3.5 Coordonate sferice si sferice generalizate

Coordonate sferice

Fiind dat un reper cartezian Oxyz in spatiu, putem preciza pozitia unui punct
M ¢ Oz atat prin coordonatele sale carteziene (x,y,z), cat si prin coordonatele
sale sferice (p, ¢,0), unde

1. p reprezinta distanta intre M si O;
2. @ reprezintd unghiul neorientat intre raza vectoare OM si semiaxa Oz;

3. 8 reprezintd unghiul orientat intre Ox si OM;, M; fiind proiectia lui M pe
planul xOy, mdsurat in sens trigonometric.

In aceste conditii, legatura intre coordonatele carteziene (x,1,z) si coordona-
tele sferice (o, ¢, 0) este data de formulele

x = psin ¢ cos 6
y=psingsinf, p>0, ¢c[0,m], 0¢c][02m).

Z = pcos g
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De asemenea,

D(x,y,2z) _ |9y 9y dy
D(p,¢,0) |dp d¢ 96

o, . 9 . . Jd . .
a—(p sin ¢ cos ) @(p sin ¢ cos 0) %(p sin ¢ cos 0)

. . J , . . J, . :
= g(psmq)smé) @(psmqosmﬂ) %(psmq)smm

d d 9
a(p cos @) @(p cos ¢) g0 cos @)

singpcosf pcospcosf —psingsinf
= |singsinf pcos@sin® psin¢cosd
cos ¢ —psin @ 0

= p? sin ¢ cos? ¢ cos® § + p* sin’ @ sin” @ + p? sin ¢ cos® @ sin® O
+ p*sin® g cos? 6.
Grupand termenii doi cate doi, obtinem

D(x,y,z) 2 . 2 2 ) 2.3 .2 2
— 2T L = p”sin @ cos” @(cos” 0 + sin” B) + p” sin” @(sin” 0 + cos” 0
Do, 9,0) p-sing @( )+p @( )

= p?sin @ cos? @ + p*sin® ¢ = p? sin ¢(cos? ¢ + sin? )
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= p?sin ¢.

Formula de transformare a elementului de volum

De aici, obtinem urmatoarea formula de transformare a elementului de volum
pentru trecerea de la coordonate carteziene la coordonate sferice

dxdydz = p*sin dpdpdf.

Utilitatea coordonatelor sferice

Coordonatele sferice sunt utilizate in special pentru integrarea pe domenii
sferice (bile sferice), sau portiuni din aceste domenii, mai ales cand aceste do-
menii sunt centrate in origine. Din nou, in practicd, atat pentru p cat si pentru 0
vor fi folosite intervalele corespunzatoare inchise, intrucat inchiderea intervalelor
adaugd la domeniu multimi de volum nul, ceea ce nu modificd valorile integra-
lelor.

Exemplu. Determinati

// dxdydz

VST

unde V este domeniul spatial marginit de sferele (S1) : x>+ y> + 22 = 1si
(52) : xz—i—yz—i—zz =4,

-
-
Py

Solutie. Sfera (S1) are centrul in origine si raza Ry = 1, in vreme ce sfera (52) are
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centrul tot in origine si razd Ry = 2. Vom folosi coordonate sferice, sub forma

X = psin¢cos 0
y=psingsind, pe€[l,2], ¢<[0,r], 6¢€l02nr],
Z = [pCos @

dxdydz = p* sin pdpdpdo,

valorile maxima si respectiv minima ale lui p fiind deduse din faptul cd, intrucat
domeniul V este marginit de cele doud sfere, distanta dintre un punct al sdu si
origine este minimad si egald cu 1 cdnd punctul se afld pe (S1), respectiv maxima
si egald cu 2 cand punctul se afld pe (52). Atunci

\/x7-—|—y7-+z7- = \/pzsinzgocoszﬁ+p25in2gosin29+p2coszq)

= \/ 02 sin? p(cos? 0 + sin? §) + p2 cos? ¢ = \/ p2sin? @ + p2 cos? ¢
= \/pz(sin2 @ +cos? p) = +/p? =p.

Altfel, se putea observa direct cd /x? + y? + z2 reprezinta distanta intre punctul
curent M(x, y, z) si originea O(0, 0, 0), prin definitie egald cu p. Urmeaza ca

// fxdydz - = // . ! _dxdydz
v+ +2 V22 +2

—/// —-p sm(pdpdgodﬂ—/// p sin ¢dpd pdf
[1,2]x[0,7]x[0,277] £ 1,2]x[0,7] x[0,27]
o7 T 2
/ pdp - / sin pdg - / 1d6 = %

= 671.

=§-2-27'C

- (—cos @)

1 0

Exemplu. Determinati

/// \/ x2 + y? + 22dxdydz,
v

unde V este domeniul spatial definit prin

V= {(x,y,z);xz—kyz—kz2 < 42}.
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Solutie. Sa observam ca
PP+ <o+ P+ —dr+4<4e P+ +(z—22 <2

ceea ce Inseamna cd V este o bila sferica cu centrul in A(0,0,2) si de raza 2. Putem
folosi urmatoarea schimbare de variabild, similard coordonatelor sferice, dar care
ia In calcul si pozitia centrului

X = psin ¢ cos 6
y=psingsind , pe€[0,2], ¢<[0,n], 6¢€][02nr]
z=2+pcos¢
Atunci
ox dJdx OJx
dp 0¢ 00
D(x,y,z) _ |9y 9dy 9y

D(o,¢,0) |dp d¢p 06
i dz 0z 0z

dp dp 90
la fel ca si in cazul coordonatelor sferice, intrucat addugarea constantei 2 nu mo-
dificad valorile derivatelor partiale utilizate in calculul determinantului jacobian.

= p? sin pdpdpd,
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Deoarece

\/x2+y2+22 = \/(psin(pc:ose)z—|—(psinqosin€)2-l—(2—|—pcosgo)2

= \/ p2(sin? @ cos? @ + sin? ¢ sin? § + cos? @) + 4p cos ¢ + 4

= \/ 0p2(sin? @(cos? § + sin? 0) + cos? @) + 4p cos ¢ + 4

= \/p2(sin? ¢ + cos? ¢) + 4p cos @ + 4
= \/p2+4pcosg0—|—4,

urmeaza ca

/// \/ X% + y? + z2dxdydz
14
= /// \/p2 + 40 cos ¢ + 4 - p? sin pdpd pdf
[0,2] x[0,7t] x[0,277]

:// (/ \/p2+4pcosq)+4-pzsin(pd(p)dpdG.
[0,2]x[0,7] N0

%(p2 +4pcos @ +4) = —4psing,

Deoarece

aceastd din urmad derivatd putand fi pusd in evidentd sub integrald, este avan-
tajos sd integram mai intai in raport cu ¢ si sd folosim metoda de schimbare de
variabild. Pentru calculul integralei

7T
L = / \/pz +4pcos ¢ +4 - p?sin pde,
0
vom folosi deci schimbarea de variabila
u=p>+4pcosp+4 = du= —4psingde,

ceea ce conduce la

0% —4p+4 (0+2)?
11:/ \/ﬂ-(—£>duzg Vudu =
P2 +4p+4 4 4 Jip-2p (0—27

=2 (Vio+2° = o —2°) = £ (o +2° |~ [0 —2)%])..

Deoarece p € [0,2], urmeazi cd p — 2 < 0, iar [(0 — 2)°| = (2 — p). De aici

(0+2)

>~

3

uz

3
2

h=L((p+2°—@—pP) =40 +20%) =407 + e,
6 6 3
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Atunci

4
/// \/ X%+ y? + z?dxdydz = // <4p2 + p_) dpd6
% [0,2]x[0,7] 3

([ (e )an) ([ 70) = (55)

0

128
27T = _7r.

Alternativ, se pot utiliza coordonatele sferice

N

z

X = psin¢cost
y=psingsing , 6 < [0,2m].
Z = 0Cos ¢

Sa observam insa cd de aceasta datd ¢ € [0, 5], domeniul V aflandu-se in in-
tregime deasupra planului xOy. Sa determindm transformarea inegalitatii care
defineste domeniul V si sd determindm de aici valorile lui p.

X +yP 422 <dz e p* <4pcosg < p < 4cos g,
Domeniul V se transforma atunci in domeniul V; definit prin

1= {(p,go,G);O <p<4dcosgp, ¢E¢c [O,g], 0 c [0,27r]}.
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Urmeaza ca

4 cos ¢
/// \/ X2+ y? + z2dxdydz = // (/ 0% sin godp) dodf
x[0,27]

p=4cos ¢
- o
[0,3]x[027] 4 =0
7 27
=64 (/ cos4qosinqod(p) : (/ d9> — 641, - 27.
0 0

Cu schimbarea de variabila

- sin pddf = // 64 cos* ¢ sin pd pdf
0,31x[0,27]

u=cosp = du= —singpde,

0 1 U5
L = / ut(—du) = / utdy = —
1 0 5,

/// \/ X% + y? + 22dxdydz = %
14

Coordonate sferice generalizate

se obtine ca
1
1

7

de unde

Pentru domenii marginite de elipsoizi centrati in origine, sau portiuni ale aces-

tora, se pot folosi coordonatele sferice generalizate. Astfel, pentru un domeniu

2 .2 2
A

marginit de elipsoidul de ecuatie carteziana (E) : x_ + = 2 —|— = 1, vor fi folosite
coordonatele (p, @, 0) legate de cele carteziene prm relai;ule

X = apsin ¢ cos 0

y=bpsingsind , pec[0,1], ¢<[0,r], 6€]l0,2m).

Z = CpCOS ¢
Printr-un calcul asemdnator celui de mai sus se poate deduce c4, in acest caz,

D(x,vy,z)

— I — abcp?sing = dxdydz = abco? sin pdodpdb.
Dip, 9,0) o ¢ y 4 pdpdg
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Exemplu. Determinati volumul domeniului V definit prin

2 2 2
X Z
Vz{(x,y,Z);3+¥—6+E§1;zzo}.

QV

Solutie. Domeniul V este jumadtatea superioard a corpului eliptic marginit de

elipsoidul
2 20 2
x° Yyt oz
_ _— _— = ]_
9 + 16 + 5~ b

Vol(V):///Vldxdydz.

Vom folosi coordonatele sferice generalizate, date de

de semiaxe 3, 4, 5. Avem ca

x = 3psin ¢ cos
y =4psingsind, pe[0,1], (pE[O,%], 0 € [0,271],
z =5pcos ¢

intervalul de valori pentru ¢ fiind dat de faptul ca V este jumatatea superioara
(pentru cea inferioara ar fi trebuit ¢ € [7, 7]). In acest caz,

dxdydz = 3 - 4 - 50° sin pdpd pdf = 60p? sin pdpd pdf.
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Atunci

vol(V) = /// 1-600% sin pdpd pd6
[0,11%[0,%]x[0,27]

1 z 21 0’
:60-/ pzdp-/ sin(pd(p-/ 1d6 = 60 - =
0 0 0 3

:60-%-1-27124071.

27

NN

(~cos ¢)

1
0

0

6.3.6 Coordonate cilindrice

Fiind dat un reper cartezian Oxyz in spatiu, putem preciza pozitia unui punct
M ¢ Oz si prin coordonatele sale cilindrice (p, 6, z), unde

1. p reprezintd distanta intre proiectia M; a lui M pe planul xOy si O;

2. 6 reprezintd unghiul orientat intre Ox si OM;, mdsurat in sens trigonome-
tric.

3. zisi pdstreazd semnificatia.

o
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
o
~

Altfel spus, coordonatele cilindrice ale unui punct sunt coordonatele polare ale
proiectiei acelui punct pe planul xOy, la care se adauga coordonata z initiald. De
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remarcat faptul cd, pentru coordonatele cilindrice, p are o semnificatie diferita
fatd de cea avutd pentru coordonatele sferice.

In aceste conditii, legdtura intre coordonatele carteziene (x, y, z) si coordona-
tele cilindrice (p, 0, z) este datd de formulele

x = pcost
y=psinf, p>0 0¢c][0,2m), zeckR
z=z
De asemenea,
Jdx Jx Ox

d d d
% 90 oz ﬁ(pcose) %(pCOSQ) E(pcos@)

—g((;"’%)): g—z g—g g—z _ %(psin@) %(psin@) (.?—Z(psine)
0z 0z 0z 0 0

dp % 92 5(2) %(Z) E(z)
cosf —psinf 0O

= |sinff pcos® O] =p,

0 0 1

deci

dxdydz = pdpd¢pdo.
Utilitatea coordonatelor cilindrice

Coordonatele cilindrice sunt utilizate in special pentru integrarea pe dome-
nii cilindrice sau pe domenii de rotatie in jurul lui Oz (de exemplu, interioarele
unor conuri sau paraboloizi de rotatie). Din acelasi motiv ca si in cazul coordo-
natelor sferice, in practicd, atat pentru p cat si pentru 6 vor fi folosite intervalele

corespunzdtoare inchise.
/// xzdxdydz,
14

unde V este domeniul tridimensional definit de

Exemplu. Determinati

V={@y4<+P <% x>0,y>0,0<z<2}.

Domeniul V poate fi privit ca un cilindru cu raza a bazei 3, generatoarea paralela
cu Oz si indltime 2, din care se extrage un cilindru de acelasi tip, dar cu raza a
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A\

bazei 2, iar din rezultat se pdstreaza doar partea din primul octant. Vom folosi
coordonate cilindrice, date de

X = pcosf
y=psinf, pel23], 6¢lo, g], z€100,2], dxdydz = pdpdédz.
zZ=2Z

Atunci

/// xzdxdydz = /// p cos 0z - pdpdfdz
14 [2,31x[0,31x[0,2]

3 z 2 P 3
:/ pzdp-/ cosGdG-/ zdz = —

2 0 0 3
38

s
2 2

z
2
0

-sin 6
2

3

Exemplu. Determinati

/// Zdxdydz,
1%

unde V este domeniul tridimensional definit de

V={@y2?+y <A0<z<1}.

Solutie. Domeniul V este un con de rotatie in jurul lui Oz, cu varful in origine.
Desi V nu este un cilindru, coordonatele cilindrice sunt potrivite pentru repre-
zentarea lui V, datoritd caracteristicii acestuia de a fi corp de rotatie in jurul lui
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Oz. Vom folosi deci coordonate cilindrice, date de

x = pcost
y=psing, 6¢c[0,2n], zel[0,1], dxdydz = pdpdfdz.
z2=12

Ramane deci sd determindm intervalul de valori pentru p. Conditia x> + y? < 22
se transformad atunci in

(p cos 0)> + (psin 0)? < 7> = ,oz(cos2 0 +sin’0) < 2> = p2 < 2.

Tinand seama cd 0 < z < 1, p > 0, ultima conditie este echivalentd cu p < z.
Atunci

/// zzdxdydz = /// zzpdpdez, Vi={(,0,2);0 €[0,2m],p < z,0<z<1}.
1% 1

Deoarece domeniul V; este simplu in raport cu Oz, urmeaza cd

/// z2pdpdfdz = // (/ pzzdz) dpdf = // Z—
Vi [0,1]%[0,277] 0,1]x[0,27] 3
1 3 1 4
- Lot — p)dpdo = = / (0—pbdp) ([ 146

[01]x[027] 3 3 \Jo

1 2 5 1
—_<_‘__‘)
0

6.4 Aplicatii ale integralei triple

z=1
dodf
z=p

-Zn:z

6.4.1 Centrul de masa al unui corp

Corpuri neomogene

Teorema 6.13. Fie un corp neomogen V, asimilabil unui domeniu de integrare, cu
densitate variabild p(x,y, z). Atunci masa corpului este

mz// o(x,y,z)dxdydz
14
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iar coordonatele centrului de masd al corpului sunt

1 1
XCM = P ///pr(x, y,z)dxdydz, ycy = = //V yp(x,y,z)dxdydz,
ZeM = %///Vzp(x,y,z)dxdydz.

Corpuri omogene

Pentru corpuri omogene, cu p(x,y,z) = p = constant, urmeazd ca

m = /// pdxdydz = p/// ldxdydz = pvol(V),
14 D
si similar

/// xdxdydz /// xdxdydz // ydxdydz // ydxdydz
/// 1dxdydz vol(V) /// \dxdydz  VOlYV)
/// 2dxdydz /]/ zdxdydz
/// 1dxdydz vol(V)

Exemplu. Determinati coordonatele centrului de masd al corpului omogen
V definit prin

Zc

V= {(x,y,z); x2+y2—|—22 <R%z< 0}, unde R > 0.

Solutie. Corpul respectiv este jumatatea superioara a bilei sferice cu razd R cen-
tratd in origine. Atunci

/// xxdydz // ydxdydz /// 2dxdydz
/// 1dxdydz /// \dxdydz /// 1dxdydz

pentru calculul acestor integrale putand fi folosite coordonate sferice, date de

X = psin ¢ cos 6
y=psingsinf , pc[0,R], q)E[O,%T], 0 € [0,27],

Z = pCos ¢
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dxdydz = p?sin pdpdpdf.

Com volumul lui V este jumadtate din volumul unei bile sferice de raza R, adica
147R® _ 4nR3

5=3 - = —¢ ,urmeazd cd
/// psin@sin® - p2 sin ¢dopd¢d0
_ [0,R]x[0,71]x[0,27]
Xcm = pr
6
6 R 3 % ’ 27T

= : d / sin” @d / sin 040.

Deoarece

27T

2r
/ sin 6dO = (— cos 0) =0,
0

0
urmeaza cd xcpy = 0. Cu un rationament similar, putem obtine cd ycy = 0.
De fapt, la aceste concluzii se puteau obtine si observand cd axa Oz este axd de
simetrie pentru V. Atunci si centrul de masa se afld pe aceastd axa, deci xcp = 0,
ycm = 0, intrucat toate punctele de pe Oz au abscisa si ordonata nula.

De asemenea,

/// 0 cos @ - p? sin pdpd pdf
_ [0,R]x[0,7r]x[0,27]

ZCM = 47R3
6
6 R 3 % 27T
= — . do - i do - 140
1IR3 /0 P dp /0 sin ¢ cos @d¢ /o
= LBl o7 Zsin2¢de -0
27R® 4 /0 g S epae
0 0
3 R_4 1(—c082(p) 2 -
2R3 4 2 2 .
_ 6nRY (= cos2¢) 7_§.1_§
~ 167tR3 2 . 8 87

6.4.2 Momentele de inertie ale unui corp
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Teorema 6.14. Fie un corp neomogen V, asimilabil unui domeniu de integrare, cu
densitate variabild p(x,y, z). Atunci momentele de inertie ale corpului in raport cu
axele de coordonate sunt

Ix = ﬂ (y2 “F Z2)p(x/ ]// Z)dxdydz, Iy — /// (x2 + Zz)p(x’ y/ z)dxdydz
v v
L = // (> + yH)p(x,y, z)dxdydz,
1%
momentele de inertie ale corpului in raport cu planele de coordonate sunt

Loy = ///v 20(x, y, 2)dxdydz, Lo, = ///v x*o(x,y, z)dxdydz

Lo, = //V yzp(x, Y, Z)dxdydz,

iar momentul de inertie al corpului in raport cu originea este

Iy = // (x? 4+ y* + zH)o(x, y, 2)dxdydz.
v

Aplicatii

6.1. Reprezentati grafic urmdtoarele multimi

1)V = {(x,y,z);x2 +yt 422 = 25}; )V = {(x,y,Z);9 <4+ < 16};
JV =A@y +y* =9} HV={(y2;1<2>+y* <4},
5)V={y2z=x"+y} 6V={(xy222>2>+y};

7))V = {(x,y,z);z = \/x2+y2}; 8V = {(x,y,z);Zz < \/x2+y2}.

6.2. Determinati valorile urmdtoarelor integrale pe domenii paralelipipedice

1)/// xy 264 cos zdxdydz; 2)/// 1m—yezdxclydz
[0,1]x[1,2]x 1,e]x[2,3]x[0,1] X
3)/// smxcosydxdydz.

0,21x[0,1]

6.3. Determinati valorile urmdtoarelor integrale pe domenii paralelipipedice

1
1)/// —————dxdydz, 2)/// sin(x 4+ y + z)dxdydz.
[011x[12]x[1,3] (X + ¥ +2)? / [0,Z]x[0,Z]%[0,%] J y
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6.4. Determinati /// zdxdydz, unde V este corpul prismatic marginit de planele de

1%
coordonatele si de planele (Py) : z = hsi (Py) : x +y = R, unde h,R > 0.

/// z\/ X% + y2dxdydz,
14

unde V este domeniul mirginit de paraboloidul (P) : z = x* + y? si sfera (S) : x*> + y* +
22 =6.

6.6. Determinati /// \y? + z2dxdydz, unde V este corpul mdirginit de paraboloidul
1
(P):x= y2 + 22 si planul (Py) : x = 9.

6.5. Determinati

6.7. Cu ajutorul coordonatelor sferice, determinati

1. /// xyzdxdydz, V = {(x,y,2); x> + y* + 22 < 9,x,y,z > 0}.
v

2. // (Vx2 + 12+ zdxdydz, V = {(x,y,2);1 < x*+y* + 22 < 4,z > 0}.
14
3. // (x + y)dxdydz, unde V este domeniul mirginit de sfera (S) : x> + y* + 2> = 4
1
siconul (C) : z = \/x% + 2.

4. /// \/ 3+ (x2 + y2 + 22)3dxdydz, unde V este bila sfericit cu centrul in origine
14

sirazd 1.

6.8. Cu ajutorul coordonatelor cilindrice, determinati

1. /// zdxdydz, V. = {(x,y,2;1 <x*+y* <9,x,y > 0,0 <z < 1}.
v
2. /// 22dxdydz, V fiind domeniul mirginit de conul (c) : z = \/x2 + y2 si planul
1%
(P):z=4.

3. /// xy(1 — 2z)dxdydz, V fiind domeniul mdrginit de cilindrul (C) : x2 4 yz =1,
1%
paraboloidul (P) : z = x? + y? si planul (P;) : z = 0.

4. /// xydxdydz, V fiind domeniul mdrginit de paraboloizii (Py) : z = x> + y? si
14
(P):z=8—x2—1>
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6.9. Determinati

2P
/// zdxdydz, V= {(x,y,z);— +L +22<1,z> O} .
1% 9 4

1. folosind faptul cid domeniul este simplu in raport cu Oz;
2. folosind coordonatele sferice generalizate.

6.10. Determinati

/// zzdxdydz, V= {(x,y,z); x? + y2 <2z,0<z< 2} .
1%

1. folosind faptul cid domeniul este simplu in raport cu Oz;
2. folosind coordonatele cilindrice.

6.11. Determinati volumul corpului mdrginit de sfera (S) : x> + y? + z> = 8 si parabo-
loidul (P) : x*> + y? = 2z, situat deasupra planului xOy.

6.12. Determinati volumul corpului mirginit de paraboloizii (Py) : z = x* + y? si (Py) :
2—z=x2+y>%

6.13. Determinati coordonatele centrelor de greutate ale urmditoarelor corpuri omogene
1. Tetraedrul cu varfurile O(0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1).
2. Corpul mérginit de paraboloidul (P) : z = x> + y? si planul (Py) : z = 4.

3. Corpul mérginit de paraboloidul (P) : z = x> + y? si sfera (S) : x> + y* + 2% = 6,
situat deasupra planului xOy.



