Capitolul 1

PRIMITIVE

1.1 Primitive

Definitia notiunii de primitiva

Una dintre problemele centrale ale calculului diferential este determinarea de-
rivatelelor unei functii date, de una sau mai multe variabile. Calculul integral se
ocupd, printre alte lucruri, cu o problema de natura inversd, anume: fiind data o
functie f, se doreste ,,recuperarea” functiei F din care f se obtine prin derivare.

Definitie. Fie f : I = R, unde I C R este un interval. Spunem ca F : I — R este
o primitiva a lui f pe [ dacd F este derivabild pe I, iar F/(x) = f(x) pentru orice
x el

Exemple. Functia F; : R — R, Fi(x) = x2 este 0 primitivd alui f; : R = R,
f1(x) = 2x, pe R, deoarece (x?) = 2x, pentru orice x € R.

Functia F, : R — R, F(x) = sinx este o primitivd a lui f, : R — R,
fa(x) = cos x, pe R, deoarece (sin x)’ = cos x, pentru orice x € R.

Functia F; : (0,0) = R, F3(x) = Inx este o primitivd a lui f3 : (0,00) = R,
fa(x) = %, pe (0, ), deoarece (Inx) = %, pentru orice x € (0, ).

Primitiva unei functii date nu este unica

Totusi, este usor de observat cd o functie data poate avea mai mult de o pri-
mitiva. Mai precis, nu doar F; este o primitiva a lui f; pe R. Intrucat

(x* + C) = 2x, pentru orice x € R si orice constantd C € RR,
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de fapt orice functie de forma F : R — R, F(x) = x? + C este o primitivd a lui f;
pe R. Rdmane de observat, desigur, dacd f; mai are si alte primitive in afard de
acestea si dacd situatia in cauza (adunand la o primitiva datd o constantd oarecare
obtinem o altd primitiva) este intalnitd si pentru alte functii.

Teorema 1.1. Fie F : I — R, unde I C R este un interval. Au loc urmdtoarele
afirmatii.

1. Dacd F este o primitivd a lui f pe I, atunci F 4 C este de asemenea o primitivi
a lui f pe I, pentru orice constantd C € R.

2. Daci Fy, F, sunt primitive ale lui f pe I, atunci ele diferd printr-o constantd.

Demonstratie. 1. Deoarece F este o primitiva a lui f pe I, rezultd cd F'(x) = f(x),
pentru orice x € I. Fie C € R o constantd oarecare. Atunci

(F+C)(x)=F(x) +C' = f(x) + 0 = f(x), pentruorice x € I,

deci F 4 C este de asemenea o primitiva a lui f pe I.

2. Deoarece Fj, F, sunt primitive ale lui f pe I, rezultd cd F;, F, sunt derivabile pe
I, iar F{(x) = f(x), Fj(x) = f(x), pentru orice x € I. Atunci F; — F, este derivabila
pe I, iar

(F, — B)(x) = F{(x) — F5(x) = f(x) — f(x) =0, pentru orice x € I,

de unde deducem ca F; — F, este constantd pe intervalul I, avand derivata nuld
pe acest interval. [ |

Existenta primitivelor unei functii

In cele de mai sus, am precizat proprietati ale primitivelor unei functii date,
admitand cd aceste primitive existd. Totusi, este posibil ca acest lucru sa nu se in-
tample. Mai precis, ca sd existe o primitiva a unei functii f, ar trebui ca f sd fie de-
rivata acestei primitive (functie derivabild, conform definitiei). Reamintindu-ne
cd derivata oricdre functii derivabile pe un interval are proprietatea lui Darboux
(a valorii intermediare) pe acel interval, observam ca, pentru a exista o primitiva
a unei functii f pe un interval I este necesar (dar nu si suficient) ca f sa aiba
proprietatea lui Darboux pe I.

De aici, obtinem cd pentru o functie care nu are proprietatea lui Darboux nu
existd primitive.

Definitie. In cele ce urmeazd, vom spuneca f : I —+ R, I C R interval, admite
primitive dacd existd mdcar o primitiva a lui f pe I.
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Definitie. Fiind datd f : I — R care admite primitive, unde I C R este un

interval, vom nota cu
| feox

multimea tuturor primitivelor lui f, numita si integrala nedefinita a lui f. Se
foloseste si notatia

/f(x)dx = F(x)+C,

unde F este o primitivad oarecare a lui f, aleasd convenabil, iar C reprezintd mul-
timea functiilor constante pe I. Semnul / se numeste integrald, iar functia f se

numeste integrand, operatia prin care se determina primitivele unei functii date
numindu-se integrare. De asemenea, variabila x se numeste variabila de inte-
grare.

Exemple.

/cosxdx:sinx+C, /exdx:ex—i—c, /Zxdx:xz—{—c.

Functiile continue admit primitive

S-a observat anterior ce fel de functii nu au primitive. Mai important, ramane
acum si observam ce fel de functii au primitive. In acest sens, se va demonstra
in Capitolul 2 ca orice functie continua pe un interval I admite primitive pe acel
interval.

Operatii cu multimea functiilor constante

Intrucat suma a doud functii constante este tot o functie constants, respectiv
produsul dintre o constantd si o functie constanta este tot o functie constantd, au
loc proprietdtile

C+C=C, AC=C, pentruld #0.

Legatura intre operatiile de integrare si derivare

Tinand cont de definitia notiunii de primitivd, rezultd cd, dacd f : I — R
admite primitive, unde I C R este un interval, iar F : I — IR este o primitiva a sa,
atunci

F'(x) = f(x), pentru orice x € I, iar /f(x)dx = F(x)+C,
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situatie sistematizabild sub urmadtoarele forme

integrare /
f=———=F, F'(x)dx = F(x) + C.
derivare
Intr-un sens oarecum imprecis (intrucat integrala lui F’ nu este F, ci F + C), dar
suficient de sugestiv, putem spune cd operatiile de integrare si derivare sunt ope-
ratii inverse.
Integrarea unei derivate de ordin superior

Intrucat operatia de integrare ,anuleaza" o singura operatie de derivare, pu-
tem observa si cd, daca F : I — R, este de n 4 1 ori derivabild pe intervalul I,
atunci

/ F ) () dx = FO(x) + C.

Legatura intre formulele de integrare si cele de derivare

Intrucat operatiile de integrare si derivare sunt operatii inverse, oricdrei for-
mule de derivare 1i corespunde o formuld de integrare, obtinutd prin citirea in
sens invers a formulei de derivare. Astfel,

(sinx) = cosx = /cos xdx = sinx + C,

(arctg x)' =

! - / dx = arctgx +C
1+ x2 T2 - e T
In plus, corectitudinea oricirei operatii de integrare poate fi verificati derivand
rezultatul obtinut. In cazul determinarii corecte a unei primitive, dupa derivarea
rezultatului se va obtine functia de sub integrala initiala.

Terminologie

o

Trebuie observat cd denumirile ,integrald” si , primitivd" nu sunt interschim-
babile, primitiva reprezentdnd o singurd functie, iar integrala reprezentand o
multime de functii.

Functii definite pe reuniunea unor intervale

Definitia notiunii de primitiva se poate extinde pentru functii ale caror dome-
nii sunt alcdtuite din reuniunea mai multor intervale disjuncte. Totusi, in aceasta
situatie, diferenta dintre doud primitive ale unei functii date nu mai este neapa-
rat constantd, intrucat pe fiecare interval din domeniu primitivele pot sa difere
printr-o altd constanta.
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Exemplu. Functiile

x> +4, x€(0,1)

, B(x) =2?
x> +5, x€(2,3)

F,FK:(0,1)U2,3) > R, F(x)= {

sunt primitive ale functiei f : (0,1) U (2,3), f(x) = 2x, dar diferenta lor (F; —

4, € (0,1
R)(x) = x <01 nu este constanta.
5 x€(23)

Integralele unor functii uzuale

In cele ce urmeaza vom sistematiza integralele unor functii uzuale, cu unele
comentarii. Prin I vom nota un interval oarecare, I C R.

Integrala functiei putere

xn+1
/x”dx:n+1+c, xelCR, neN;

) yP+1
/x dxzp+1+C, xe€lC(0,0), peR, p#-1,

/1dx:x+C, xel CR;
1
/;dx:1n|x|+C, x€IC(0,00) saux el C(—o0,0).

Sd notdm cd, pentru primele doud formule, exponentii numadratorilor sunt egali
cu numitorii, operatia de integrare fiind asociata cu o operatie de impartire. De
asemenea, prin integrare, puterea creste (increases, in limba englezd), in vreme
ce prin derivare puterea descreste (decreases, in limba englezd), primele litere ale
cuvintelor furnizand regula mnemotehnica.

Integrala functiei exponentiale

/exdx:ex+C, xelICR
ax

/axdx:—JrC, xelCcR,a>0.
Ina

Din nou, integrarea functiei exponentiale cu baza diferita de e este asociata unei
operatii de impartire.
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Integralele functiilor sin si cos si ale unor functii in care intervin sin si cos

/sinxdx:—cosx+C, xelCR

/cosxdx:sinx+C, xelCR

/ 12 dx=—ctgx+C, xelC (km,(k+1)n),keZ

sin” x

/ 12 dx =tgx +C, erC(kn-l— ,(k+ 1)+ )keZ
cos? x

Semnele cu care apar integralele functiilor sin si cos sunt inverse semnelor cu

care apar derivatele acestora. Semnul integralei functiei S# este acelasi cu sem-

nul integralei functiei sin. Semnul integralei functiei é este acelasi cu semnul

integralei functiei cos.

Integralele unor fractii (I)

_ SN2 2
/\/mdx 1n<x+ x+a)+C a>0xelCR

| o=

Integralele unor fractii (II)

dlen‘x+\/x2—a2‘+c, a>0,x€lC (—co,—a)saux € I C (a,00)

1 1
/xz—_i_adeZEarctgg—FC, a>0,xEIC]R

1 X
————dx=arcsin—+C, a>0,x€lC(—a,a)
A /az _ xz a
Pentru deosebirea integralelor de mai sus, cu integranzi destul de asemanatori,

este utild urmadtoarea reguld mnemotehnicd: dacd dupd eliminarea termenului
liber, extragerea radicalului si eliminarea modulului se obtine 1, atunci integrala

1
contine In (logaritmul natural), ca si / —dx. Dacd dupd aceste operatii nu se

ob’gme , atunci nici integrala nu contine In.
In plus, o altd reguld mnemotehnicd este cd in rezultatul primei integrale (cea
tard radical) se imparte cu a si induntrul argumentului functiei arctg si in afara
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acestuia, intrucat ,se pleacd de la 42", In rezultatul celei de-a doua integrale se
imparte cu a doar induntrul argumentului functiei arcsin, nu si in afara acestuia,
intrucat ,se pleacd de la vVa? = a".

Integralele unor fractii (III)

Are loc si urmdtoarea formuld, care nu se conformeaza insa regulii mnemo-
tehnice de mai sus

1 1
[t =g

Oricum, integralele de acest tip pot fi calculate relativ usor ca aplicatie a operati-
ilor cu functii care admit primitive, insistenta asupra inca unei formule de calcul

X—a
X+a
I C (=00, —a)saul C (—a,a)saul C (a,c0).

+C, a>0,x€l, unde

separate pentru acest caz, neconformad cu celelalte, nefiind neaparat necesara.

1.2 Operatii cu functii care admit primitive

Teorema 1.2. Fie f, g : I — R, f, g admit primitive pe I sic € R, ¢ # 0. Au loc
urmdtoarele proprietdti.

1. Functiile f + g si f — g admit primitive pe 1, iar
[+ gtonax = [ e+ [ oo

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv

[0~ gendx = [ iz~ [ g
(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).
2. Functia cf admite primitive pe I, iar
/cf(x)dx = c/f(x)dx,

(o constantd nenula cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub inte-
grald tnaintea integralei).




8 Capitolul 1 PRIMITIVE

Mentionam cd nu au loc formule asemdndtoare pentru produs si raport, adica
integrala produsului nu este, de reguld, produsul integralelor si nici integrala
raportului nu este, de reguld, raportul integralelor. Condensat, formulele de mai
sus pot fi scrise sub forma urmatoare.

Teorema 1.3. Fie f,g : I — R, f, g admit primitive pe I si c1,c2 € R, c1,c0 # 0.
Atunci c1 f + cpg admite primitive pe I si

/(clf(x) + 028(x))dx = 1 /f(x)dx + ¢ /g(x)dx

Exemplu.

/( 5 + > )dx—B/;dx-i—S/;dx
X2+16  /x2+19/ ) x2+16 VaZ+19

3 x
—_— e 2
—4arctg4—|—5ln(x—|— x —|—19).

Exemplu. Fiea € R, a # 0. Atunci

1 1 1 2
| oot = cmomra® =2/ catra™
1 fxta)—(x—a), 1 1 B 1
Y (x —a)(x+a) dx_ﬂ(/x—adx /x+adx>

1 1 X—a
=— (In[x—a|—In[x+4a]) +C = —In T Ta +C.

2a 2a

1.3 Metode de calcul

S-a observat anterior cd integrala produsului nu este, de reguld, produsul inte-
gralelor. Pentru calculul integralei unui produs, si in cateva alte situatii, se poate
aplica metoda descrisa mai jos.

1.3.1 Metoda de integrare prin parti

Teorema 1.4. Fie f,g : I — R derivabile, cu f’, g’ continue. Atunci f'q si fg’'
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admit primitive pe I, iar

[ oswax = feg — [ foog

Demonstratie. Intrucat f'q si fg' sunt continue, ca produse de functii continue,
ele admit primitive. Sa observam ca

(fe) = f's+fg',

conform formulei de derivare a unui produs de functii, si atunci

[ 100 + g ] dx = [ (7
— [ Fegeds+ [ fg @z = (i +
— [ Fwgeds = g+ ¢ - [ fg @
— [ F@gwdx = fg - [ g s

Intrucat metoda de integrare prin parti nu reprezinti o metoda de calcul ex-
plicit al unei integrale, ci doar o formd de exprimare a unei integrale printr-o alta,
ea se poate aplica doar atunci cand integrala rezultata are o forma mai simpla
decat integrala initiala.

Practic, trebuie mai intai identificatd sub integrald functia care se poate scrie
ca o derivatd (f/; implicit, trebuie determinat si f). In membrul drept, ca re-
zultat, mai intai se elimina integrala, derivata si dx si se scriu doar functiile ra-
mase, iar apoi se mutd semnul de derivare de la una dintre functii la functia cea-

lalta.
/ xe*dx.

Intrucat x este o functie polinomials, incercim sa scriem cealalts functie
de sub integrald ca o derivata (procedand invers am obtine dupad apli-
carea formulei de integrare prin parti o functie polinomialad de grad mai
mare decat cea initiald). Cum e”* se poate scrie ca o derivatd sub forma

Exemplu. 1. Fie integrala
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(e¥) = e*, urmeaza ci

/xexdx = /x(ex)’dx = xe* — /(x)’exdx = xe* — /ext;lx

=xe*—e*+C=¢e"(x—1)+C.

2. Fie integrala
/ln xdx, x € (0, 00).

Intrucat In x este o functie inversa, mai greu de scris direct ca o deri-
vatd, incercam sa scriem cealaltd functie de sub integrala (adicd functia
constanta 1) ca o derivatd. Cum 1 se poate scrie ca o derivatd sub forma
1 = «/, obtinem c&

/lnxdx:/x’lnxdx:xlnx—/x(lnx)'dx:xlnx—/x-%dx

:xlnx—/ldx:xlnx—x+C:x(lnx—1)+C.

1.3.2 Prima metoda de schimbare de variabila

Teorema 1.5. Fie I, ] intervale si I = | i) R functii care satisfac urmiditoarele
proprietiti

1. u este derivabild cu derivata continud pe I;
2. f admite primitive pe J;

Atunci (f o u)u’ admite primitive pe I, iar

/ (f o W) (dx = (F o u)(x) +C,

unde F este o primitivid a lui f.

Demonstratie. Deoarece F este o primitiva a lui f, urmeaza cd F este derivabila,
iar F’ = f. Atunci functia compusa F o u este derivabild, fiind compunerea a doud
functii derivabile, iar

(Fou)(x) = Fl(u(x))u'(x) = f(u(x)u'(x) = (fou)(x)u'(x), (V)xel,
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conform formulei de derivare a functiei compuse. Din aceastd egalitate rezultd ca
(f o u)u’ admite primitive pe I, iar o primitiva a sa este F o u, de unde concluzia.
[

Pentru aplicarea acestei metode, trebuie mai intai identificatd corect schimba-
rea de variabild. In acest, scop, se pune mai intai in evidenta sub semnul integral
derivata unei functii (la nivelul lui dx, nu la numitor, exponent, s.a.m.d.) si se
observa daca acea functie ,se repetd". Dacd se intampld acest lucru, functia res-
pectiva poate fi noua variabild u.

Exemple. 1. Fie integrala

he [ S
1+sin“x

Cum cos x se scrie ca o derivatd sub forma cos x = (sin x)’, urmeaza ca

/ cos‘ x2 gy — (sin‘x)z’ ix,
1+ sin“x 1+ sin“x

observandu-se ca sin x se repetd sub integrald. Notdm u = sin x. Atunci
du = (sin x)'dx = cos xdx.

Asociem integralei initiale integrala

1
h= [ et

obtinutd prin inlocuirea lui u si du (aceasta corespunde determindrii lui
F din enuntul teoremei). Cum J; = arctgu + C (adicd F(u) = arctgu),
revenind la variabila initiald prin Inlocuire (calculdnd explicit (F o u)(x))
urmeazd ca

I = arctg(sinx) 4 C.

In cele de mai sus, ,asocierea” se face datoritd faptului ca I; si J; re-
prezinta multimi de functii depinzand de variabile distincte (x, respec-
tiv u), posibil definite pe intervale diferite, neputand fi pus semnul de
egalitate intre I; si J;. Reamintim cd doud functii sunt egale daca si
numai dacd au acelasi domeniu, acelasi codomeniu si realizeaza o aso-
ciere identicd, adicd asociaza fiecdrui element din domeniul comun un
acelasi element din codomeniu.
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Polinoame de gradul 1 ca variabile noi

O aplicatie imediatd este faptul ca schimbarea de variabild u = ax + b, a # 0,
poate fi folosit ori de cate ori este nevoie. Intr-adevir, fie integrala

/f(ax+b)dx=%/f(ax+b)-adx.

Cum 4 se scrie ca o derivatd sub forma a = (ax + b)’, urmeaza ca

/f(ax + b)dx = % /f(ax + b)(ax + b)dx,
observandu-se cd ax + b se repetd sub integrald. Notdm u = ax + b. Atunci
du = (ax + b)'dx = adx.

Asociem integralei initiale integrala
1 1
unde F este o primitiva a lui f. Inlocuind u, obtinem
/f(ax + b)dx = %F(ax +b) +C.

Urmeaza cd formulele precizand integralele functiilor uzuale raman valabile si
in cazul in care x este inlocuit cu un termen de gradul 1 in x, impdrtind insa
rezultatul final prin coeficientul lui x. De exemplu, deoarece

/exdx:ex-i-C, /cosxdx=sinx-|—C,

urmeaza ca

1 1
/e2x+1dx _ E€2x+1 +C, /cos(4x +2)dx = 1 sin(4x + 2) 4 C.

Integralele unor functii hiperbolice
Reamintim definitiile urmatoarelor functii hiperbolice

X — X

sh: R —- R, shx= Te (sinus hiperbolic)

X —X

ch:R— R, chx= % (cosinus hiperbolic)
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sh x

th:R =+ R, thx= hx (tangenta hiperbolica)
. chx 1 .-
cth: R* - R, cthx= hx (cotangenta hiperbolicad),

impreund cu identitatea fundamentald
(chx)> —(shx)>=1, xe€R.
Atunci
/shxdx =chx+C, x€eR,

/chxdx:shx—l—c, x € R,

1
/ 5 dx =thx+_C, x€R,
ch” x

1
/ 2 dx=—cthx+C, xe€lC(—oo,0)saux € I C (0,00).
sh” x

Intr-adevar,

er —e ¥ 1 _ 1 _
/shxdx:/ 5 dxzz/ e —e x)dx:§</exdx—/e J‘dx)
C

(
—X
:1<e"—e—>+ :%(eere_x)JrC:cthrC,

similar calculandu-se cea de-a doua integrald. De asemenea,

shx)' _ (shx)'chx—(chx)shx (chx)*—(shx)> 1

(thx)’ = <chx (ch x)?2 T (hx)? (chw?

de unde

/ 12 dx =thx+C,

ch” x

cea de-a patra formuld obtindndu-se asemandtor. Remarcam faptul ca formu-
lele de integrare pentru functii hiperbolice sunt asemdnatoare celor pentru func-
tiile trigonometrice corespunzdtoare, cu exceptia absentei semnului — pentru

/sh xdx.
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1.3.3 A doua metoda de schimbare de variabila

Din punct de vedere practic, prima metoda de schimbare de variabild se foloseste
atunci cand sub integrald se poate pune in evidenta derivata unei functii care,
de asemenea, ,se repetd” (integrandul poate fi scris in functie de aceasta). Exista
multe situatii in care se poate face o schimbare de variabild plauzibild, chiar daca
nu poate fi pusa in evidentd sub integrald derivata acestei schimbari de variabild,
sau cel putin nu la nivelul lui dx. Un exemplu este integrala

1
/ 1 —{—exdx' x € (0,00),

in care schimbarea de variabild u = ¢* este plauzibild, desi #' = e* nu poate fi
pus in evidentd la nivelul lui dx. Aceasta situatie este tratatd cu ajutorul urma-
toarei teoreme, in care integrandul este f o u, nu (f o u)u’, ca in prima metoda de
schimbare de variabila.

Teorema 1.6. Fie I, ] intervale si I = | L) R functii care satisfac urmitoarele
proprietiti

1. u este derivabilii si inversabild, iar u=! este derivabild cu derivata continud pe

J;
2. f-(u=YY admite primitive pe J;
Atunci (f o u) admite primitive pe I, iar

/ (f 0 u)(x)dx = (Fou)(x) +C,

unde F este o primitivd a lui f - (u™1).

Exemplu. Fie integrala

1
/H_—exdxl x € (0, 00),

Schimbarea de variabild, plauzibild din context, este u = e*, unde

u:(0,00) = (1,00), u(x)=e"
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este derivabild si inversabild, inversa sa,
u=l:(1,00) = (0,00), u_l(y) =Iny

fiind de asemenea derivabild, cu (u‘l)’ continud pe (1, 00), deoarece

(1Y (y) = i y € (1,00)

Atunci

X

Uu=e¢" = x=1Inu

(aceastd etapd reprezintd inversarea lui u), de unde
, 1
dx = (Inu)'du = Edu,

(aceastd etapa include calculul lui (#~!')’). Asociem integrala, obtinuta prin
inlocuirea lui e* si dx,
1
/= / 1+u H

(acum se calculeaza o primitiva pentru f - (u~!)). Atunci

= /ﬁ/ﬁ

/%d /u(1+u) /d”_/ T’

=ln|u|—ln|1-|—u|—|—C:1n‘1_|_—u'+C

(s-a determinat o primitivd F a lui f - (u~!)). Prin inlocuirea lui u (acum se
calculeaza F o u), urmeaza cd integrala initiald este

X

I=1
n1+ex

ex
+C:1n<1+ex>+C.




16 Capitolul 1 PRIMITIVE

1.4 Integrarea functiilor rationale

Definitie. Numim functie rationala o functie f care se poate scrie sub forma (si-
milard unui numar rational)

_ P
f= ok
unde P, Q sunt functii polinomiale.
Sd observam cd denumirea de functie rationald are legdturd cu forma de raport
a functiei, nefiind necesar ca P, Q sd aiba coeficienti rationali. Astfel,

x> —2x+/3
X2+ V3x+ V7

este o functie rationald, desi coeficientii v/2, v/3, /7 nu sunt numere rationale.

fR—=R, f(x)=

Descompunerea unei functii rationale

In cele ce urmeaza, vom preciza un mod general de calcul al primitivelor unei
functii rationale. In fapt, calculul unei integrale de forma
P(x)
Q)
se poate reduce la calculul mai multor integrale mai simple, tindnd cont de urma-
toarele observatii.

dx

1. Daca grad P > grad Q, se poate face mai intai impadrtirea cu rest a numara-
torului la numitor. Se inlocuieste apoi numardtorul cu expresia sa furnizata
de aceastd impartire cu rest, iar apoi se separa integrala initiald in doud in-
tegrale, una corespunzdtoare catului si impartitorului, iar cealaltd restului.

2. Daca numitorul nu este , elementar” (puterea unei functii polinomiale care
nu se descompune mai departe), atunci, dupd descompunerea lui Q, functia
de integrat 6 se poate scrie ca suma unor fractii cu numitori mai simpli. In
acest sens, orice functie polinomiald Q se poate descompune ca un produs
de functii polinomiale de forma

* (x — a)? (puteri ale unor functii polinomiale de gradul 1)

o (x> +Dbx+c)P,cuA = b* — 4c < 0 (puteri ale unor functii polinomiale
de gradul 2 care nu se descompun mai departe),

inmultite eventual cu o constanta.
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Exemplu. Fie integrala

4
X
/X+1dx.

Cum gradul numaratorului este 4 iar cel al numitorului este 1, impartim mai
intai cu rest numadratorul la numitor, obtindnd relatia

A=+ -+ x—-1)+1.
Atunci

4 3,2 _
/x gx /(x+1)(x X+ x 1)+1dx

x+17 (x +1)
B x4+ —x2+x—1) 1
_/ G dx+/x+1dx

:/(x3—x2—i—x—1)dx+ln]x+1]+C

4 3 2
X X X
—Z—?+?—x+ln|x+1|+c.

Pentru descompunerea in fractii mai simple, tinem seama ca

* Numadrdatorii vor fi cdutati de grad cu o unitate mai mic decat gradul ele-
mentului principal de la numitor.

* Descompunerea nu ,face salturi", in sensul cd odata cu o putere a unui ele-
ment principal pentru descompunere sunt necesare si puterile intermediare,
chiar daca acestea nu apar in mod explicit de la inceput.

Astfel, un exemplu de descompunere este

1 _ A B
x+D(x+2) x+1 x+2

Elementele principale de la numitorul fractiei initiale sunt x 41 si x 4+ 2 (de gradul
1), numaratorii care le corespund fiind de gradul 0 (constante).
De asemenea, un alt exemplu de descompunere este

1 A Bx+C Dx+E Fx+G
(x+D2+2x+6)3  x+1 x2242x+6 (x2+2x+6)2  (x2+2x+6)3

Elementele principale de la numitorul fractiei initiale sunt
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* x+ 1 (de gradul 1);

e x? 4 2x + 6 (de gradul 2, care nu se descompune mai departe intrucat A =
& p P
—20 < 0).

Numaratorii care le corespund sunt de gradul 0 (constante), respectiv de gradul
1. In descompunere, odati cu puterea 3 (cea care apare explicit) apar si puterile
intermediare 1 si 2.

Metode de determinare a coeficientilor
1. Aducerea la acelasi numitor, identificarea coeficientilor si rezolvarea unui

sistem.

2. Inmultirea cu puterile cele mai mari ale elementelor principale de la numi-
tor.

3. (In unele situatii particulare) Scrierea numaratorului cu ajutorul diferentei
unor factori de la numitor

Exemplu. Fie integrala

/;dx
x243x+2

Numitorul fractiei este functia polinomiald de gradul al doilea x? + 3x + 2.
Intrucat A = 9 — 8 > 0, aceasta se descompune mai departe. Rezolvand
ecuatia x* + 3x 4+ 2 = 0, obtinem radicinile x; = —1 si x, = —2, si atunci
x? 4 3x + 2 se descompune sub forma

X2 4+3x+2=10x— (=1))(x — (=2)) = (x + 1)(x +2),

deci , .
/ PR Lo / GrDa 12
Integrandul se descompune sub forma

1 _ A B
(x+1D)x+2) x+1 x+2

Rdmane deci sd determinam A si B. Prin amplificare si aducere la acelasi
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numitor obtinem

1 A n B A(x+2)+B(x+1)
x+Dx+2) x+1 x+42 (x+1)(x+2)
_ x(A+B)+(2A+ B)
N (x+1)(x+2)

Intrucat doua fractii echivalente cu numitorii egali au si numaratorii egali,
obtinem de aici
1=x(A+B)+ (2A+B),

pentru orice x din domeniul de integrare. Prin identificarea coeficientilor,
obtinem ca

A+B=0

2A+ B =1,

sistem cu solutia A = 1, B = —1. Inlocuind aceste valori acolo unde A si B
au apdrut pentru prima datd obtinem descompunerea

1 11
(x+D(x+2) x+1 x+2
De aici,
1 1 1 1 1
—————dx = (—— )d = [ ——d —/
/(x+1)(x—|—2) * / x+1 x+2 * x+1 * x—i—2dx
|x 4+ 1|
=1 1] -1 2|+C =1 .
njx+1—In|x+2|+ n|x+2|—|—C
Exemplu. Fie integrala
/ ! dx
(x+DE+2)(x+3)
Integrandul se descompune sub forma
1 A B C

CTDE+)@+3) x4l x12 x13 (11)

Ramane deci sd determinam A, B si C.
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Inmultind (1.1) cu primul numitor, x + 1, obtinem ca

1 B B(x+1) C(x+1)
(x+2)(x+3) x+2 x+3 7
de unde, pentru x = —1 (valoare care anuleaza factorul cu care s-a inmultit)
se obtine ca
1
- =A.
2

Inmultind (1.1) cu al doilea numitor, x + 2, obtinem c&

1 A(x+2) C(x +2)
= B4+ — =
(x+1)(x+3) x+1 T x+3
de unde, pentru x = —2 (valoare care anuleaza factorul cu care s-a inmultit)
se obtine ca
—1=B.

Inmultind (1.1) cu al treilea numitor, x + 3, obtinem c&

1 _ A(x+3) B(x+3)+C
x+D(x+2)  x+1 x4+ 2 ’
de unde, pentru x = —3 (valoare care anuleaza factorul cu care s-a inmultit)
se obtine ca
1
- =C.
2

Inlocuind aceste valori acolo unde A, B si C au apdrut pentru prima datd
obtinem descompunerea

1 111 1
x+1D)x+2)x+3) 2 x+1 x+2 2 x+3

De aici,

/ ! dx—/(l-L— ! —|-1- ! )dx
(x+Dx+2)(x+3) 2 x+1 x+2 2 x+3
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—1/ 1dx—/ 1dx+1/ 1 X
2/ x+1 x+2 2 /) x+3

1 1
= Eln\x+1\ —ln|x+2|—i—§1n\x+3\—1—c

1 |(x + 1)(x + 3)|
=i [+ 2P )+

Exemplu. Fie integrala

1 d
/kﬂ+2xﬂ+4)x

Cum
(x> +4) — (x* +2) =2,

putem scrie

/ / (x2 +4)— (x* +2)
(x2 + 2)(x2 + 4 (x2 + 2)(x2 + 4) 2 (x2 +2)(x2 + 4)

1 x2+4 x?+2

:§</ (x2—|—2)(x2+4)dx_/(x2+2)(x2+4)dx>
1 1 1
:E(/x2+2dx_/x2+4dx>
1
2

<1 arct 1arct E)—i—C
5B 5

1.5 Integrale reductibile la integralele unor functii ra-
tionale

Vom prezenta un numar de situatii tip in care calculul integralei unor functii apa-
rent mai complicate se reduce la calculul integralelor unor functii rationale dupa
schimbari de variabile potrivite. In cele ce urmeaza, prin R vom intelege o functie
rationald oarecare.

Integrale continidnd exponentiale

/ R(a*)dx
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Se poate folosi schimbarea de variabild u = a* (se alege exponentiala ca variabila

ex
= / 1+ezxdx

Intrucat e** = (¢¥)?, putem scrie

e* ex
/—1+62xdx: /—1+(ex)2dx.

Alegand variabila noud u = e*, urmeaza ca

noud).

Exemplu. Fie integrala

du = (e*)dx = e*dx.

Asociem integralei initiale integrala

1
]_/1+u2dul

obtinutd prin inlocuirea lui du si u (in aceastd ordine). Cum | = arctgu + C,
obtinem prin inlocuirea lui u ca

I = arctg(e*) + C.

Integrale continand radicalul unei functii polinomiale de gradul 1

/ R(Vax + b)dx

Se poate folosi schimbarea de variabild u = +/ax 4 b (se alege radicalul ca vari-
abila noud). Pasul urmator este ridicarea la putere, pentru eliminarea radicalu-
lui.

Exemplu. Fie integrala

1= / V/2x + 1dx.

Alegand variabila noud u = v/2x + 1, urmeazs ci

51 5-1\ 5
u5:2x+1:>x:u2 :>dx:(u2 >du:§u4du.
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Asociem integralei initiale integrala

= /u-%u‘*du,

obtinuta prin inlocuirea lui du si u. Cum

5 5 s 5 ub 5 ¢
— — d:— d:_._ —
] /2u u 2/u u=; 6—|—C 12u+C,

obtinem prin inlocuirea lui u ca

[— % (Vax+1) +c.

Integrale continand mai multi radicali de ordine diferite ai unei aceleiasi ex-
presii de gradul 1

/R( Vax+0b, ¥Yax+0b,..., ¥ax + b)dx

Se poate folosi schimbarea de variabild u = +/ax + b, unde n este cel mai mic
multiplu comun al radicalilor existenti. Pasul urmator este ridicarea la putere,
pentru eliminarea radicalului. Calculele sunt similare celor de mai sus.

Integrale continand radicalul unui raport de functii polinomiale de gradul 1

ax+b
R({/ ——)dx
/ ( cx + d)
Se poate folosi schimbarea de variabild u = { Z;Cj:g (se alege radicalul ca varia-
bild noud). Pasul urmadtor este ridicarea la putere, pentru eliminarea radicalului.
Calculele sunt similare celor de mai sus.

Integrale contindnd radicalul unei functii polinomiale de gradul 2 la numitor

/ 1 dx
vax?+bx+c

Se poate reduce la una dintre integralele uzuale dupd aducerea trinomului de
gradul al doilea ax? + bx + ¢ la forma canonica (punand in evidenta patrate per-
fecte).



24 Capitolul 1 PRIMITIVE

Exemplu. Fie integrala

/ 1 dx
2x2 —3x+1

Deoarece
3 1) < 3)2 9 1
2— = 2—— — = _— = _— —_
2x° —3x+1 2<x 2x+2 2[x 1 16+2
3\ 1
—2[<x—z> _E]’
urmeaza ca
[ st e wnl
x? —3x +
2[(x-3)" -4 C
Cu schimbarea de variabilda u = x — %, obtinem
3/
du:(x—z)dx:dx.
Asociem integrala
1 1 / 1
]=—/—du=1nu+ u? — —|+C.
1 1
V2 fuz — L 6

Integrale continand radicalul unei functii polinomiale de gradul 2

/ 1 dx = Lln
V2x2 —3x+1 V2

/ vV x2 + a?dx

Se poate calcula utilizaind metoda de integrare prin parti. In acest sens, sa notim

I:/\/x2+a2dx.
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Observam ca

I = /x’\/x2+a2dx:x\/x2+a2—/x(\/x2+a2)’dx

2
X

) 2 A2 2

=xVx*+a / x2+a2dx—x x>+a / x2+a2dx

Intrucédt numaratorul, x2, este asemanadtor cu expresia de la numitor, x2 4+ az, ex-
ploatdm aceastd asemdnare scriind numardtorul sub forma

x2=x2—|—a2—a2.

Atunci

x2 + a2 — g2 x2 + g2
I:x\/x2+a2—/ dx = x\/x2 +a? — / ———dx +/
Vx2 4 a? VX2 4+ a? \/x2+a

N - /mdx-i—a/\/m
= x\/x2+ a2 — 1+ a? 1n(x+\/m)+(f
De aici,
lexm-l—azln(x—i—\/m)-l—c
— I:%[x\/m%—azln(x—l—\/m)}%—c

In mod asemanator se pot calcula si integralele / Vx% — a?dx, / Va? — x?%dx.
/ Vax? + bx + cdx

Dupd aducerea la forma canonicd (formarea de patrate perfecte), problema se
reduce la calculul uneia din integralele de mai sus.

Integrale continand radicalul unei functii polinomiale de gradul 2 intr-un ca-
dru general

/R(\/ax2 +bx+cdx, a#0

Se pot folosi schimbdrile de variabild

Vax2+bx+c=t+xva, dacia>0
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Vax?+bx+c=tx++/c, dacic>0
Vax?2+bx+c=tx—x), dacdA >0

x1 fiind o raddacing a ecuatiei ax? + bx +c = 0. Aceste schimbari de variabild
se mai numesc si substitutiile lui Euler. Cele trei cazuri nu se exclud unul pe
celdlalt, existand situatii in care pot fi utilizate toate cele trei schimbari de varia-
bila.

Exemplu. Fie integrala

1
dx.
/ xVx2—3x+2

Pot fi aplicate toate cele trei schimbdri de variabila, deoarece s = 1 > 0,
c=2>0,iar A =1 > 0. Vafi folosita prima dintre ele,

Vx2—3x+2=t+nx.

Atunci, dupad ridicare la patrat,

2 —t2
X2 —3x4+2=142x+x> = 22 =xQ2t+3) = x= ,
2t 43
de unde .
2 t? 2 4+ 3t +2
= dt = (—2)————dt.
* <2t+3> TR
Asociem integrala
1 2 +3t+2
]=/2_2 sy (F2 et
s (t + _ZH—%) 2t+3)
B 1 ( )t2+3t+2 t
= | 727 a2 T oA
33 s @t +3)
-2 1 1 t—/2
= dt:2/—dt:2 In +C
/Z—t2 t2 -2 22 [t4+/2

t— V2
t+ V2

1

=1 +C.
\/En




Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 27
Prin tnlocuirea lui t cu v/ x2 — 3x + 2 — x, obtinem c&
Va2 —3x+2—x—
I:LIn R \/§+C.
V2 Va2 =3x+2—x+2
Integralele unor functii trigonometrice (I)
/ R(sin x) cos xdx, / R(cos x) sin xdx
Intrucat (sinx)’ = cosx, iar (cosx) = —sinx, integralele de mai sus au in fapt

forma

/R(sinx)-(sinx)’dx, /R(cosx)-(— cos x)dx.

Se vor folosi schimbarile de variabild u = sin x, respectiv u = cos x.

Exemplu. Fie integrala
sin2x
o [y,
1+ sin“x

sin(2x) = 2sin x cos x,

Atunci, deoarece

urmeaza ca

I = /—ZSinx.ccz)sxdx :2/—sin.x2 cos xdx.
1+ sin“x 1+ sin“ x

Cu schimbarea de variabila u = sin x obtinem
du = (sin x)'dx = cos xdx.

Asociem integrala

Cu schimbarea de variabild v = 1 + u? obtinem
dv = (1 + u?)du = 2udu.

Asociem integrala

]’:/%dvzln|v|+c.

u 2u 1+ u?)
=2 —du=| ——du= | ——du.
J /1—|—u2 " /1—|—u2 " / 14 u? "
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Atunci, prin inlocuirea lui v obtinem ca
]=ln’1—|—u2‘—|-C =In(1+u?)+C.

Prin Inlocuirea lui u obtinem ca integrala initiald are valoarea

Izln(1+sin2x) +C.

Integralele unor functii trigonometrice (II)

/sinm cos" xdx, m,n € Z.

Dacad madcar una dintre puterile m, n ale uneia din functii este impara, cealalta
functie se poate alege ca variabild noua.

Dacd ambele puteri sunt pare, se va trece la unghiul dublu prin folosirea for-
mulelor

2 1+ cos(2x)

1-— 2
cos 1 — L2 cos(2x)

sm- x

> — sin(2x) = 2 sin x cos x.

Exemplu. Fie integrala
I = /sin5 cos® xdx.

Deoarece sin x este ridicatd la o putere impard, cos x poate fi aleasd ca vari-
abild noud. Dintr-un motiv similar, si sin x poate fi aleasa ca variabild noua.
Pentru fixarea ideilor, vom folosi schimbarea de variabild u = sin x. Atunci

du = (sin x)'dx = cos xdx.

Folosind identitatea trigonometrica fundamentald, sin?x + cos?x = 1, obti-
nem

I = /sin5 x cos® x - cos xdx = /sin5 x(1 — sin? x) - cos xdx.

Asociem integrala

8

6
]:/uS(l—uz)du:/(u5—u7)du:%_%+c
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Prin inlocuirea lui u obtinem ca

(sin x)° _ (sin x)8

I = .
G 3 +C
Integralele unor functii trigonometrice (III)
/ R(sin x, cos x)dx

Prin analogie cu cele de mai sus, dacd R este impard intr-una din functiile sin x,
cos x, adica
R(—sin x, cos x) = —R(sin x, cos x),

respectiv
R(sin x, — cos x) = —R(sin x, cos x),

cealaltd functie se alege ca schimbare de variabila.
Dacd R este para atat in sin x cat si in cos x, fie se trece la unghiul dublu, fie se
alege ca schimbare de variabild u = tg x. Calculele sunt similare celor de mai sus.

Integrale binome

/xm(ax” +b)fdx, mmn,peQ, ab#0

Intrucat m, n, p sunt numere rationale, nu neapdrat intregi, integrala de mai sus
poate contine radicali de diverse forme. Daca

1 1
m: € Z sau %4—;962,

pE€Z sau

si numai in aceste cazuri, calculul unei integrale de forma de mai sus poate fi re-
dus la calculul integralei unei functii rationale. Sunt posibile urmatoarele situatii.

1. Daca p € Z, atunci x = t9, unde q este numitorul comun al lui m si n.
Altfel spus, t = Y/x, unde N este cel mai mic multiplu comun al ordinelor
radicalilor deja existenti.

2. Daca mTH € Z, atunci ax" +b = t1, unde q este numitorul lui p. Altfel
spus, t = Vax" + b, adici se alege ca variabild noua paranteza cu tot cu
exponent, eliminand eventualul numadrator al exponentului si eventualul
semn —.
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3. Daca ™H + p € Z, atuncia + % = t1, unde g este numitorul lui p. Altfel

spus, t = Na+ x%, adicd se alege ca variabild noud paranteza dupd un
factor comun fortat, cu tot cu exponent, eliminand eventualul numarator al
exponentului si eventualul semn —.

Substitutiile de mai sus se numesc si substitutiile lui Cebasev.

Exemplu. Fie integrala

3
X
I:/—dx, x € (0, 00).
i (0, 00)

Atunci

1
I:/x3(x2—|—1)%dx — m=3,n=2,p=——.

Observim cd p = —5 L' ¢ 7,dar ™t =2 ¢ Z. Alegem ca variabila noua
= (x2+1)% = V241,

eliminand semnul — de la exponent, intrucat expresia 1 + x> de sub radical
nu este ridicatd ea insdsi la o putere. De aici

P=x4+41 = *=#-1= x=V£-1,

si deci

dx = (V2 —1)dt = (P —1)dt = tdt

bt = — gy
S e

Asociem integrala

1= [ (V=1 @

3
(tz—l)dt:%—t—i-c.

1 t
dt:/t2—1 VE2—1-2 ——(dt
V21 ( ) tViz—1

Prin inlocuirea lui ¢, obtinem ca

3
1:—<”‘Z ) Erie
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Aplicatii
1.1. Demonstrati ci
<m>l = L, pentru orice x € R,
VaZ+1
si determinati / N
VeS|
1.2. Demonstrati cid

r Inx

(2v/x(Inx — 2))

, pentruorice x >0,

B

si determinati / lnT;Cdx.

13. Fie f:R = R, f(x) =
crescitoare.

—————. Demonstrati cd orice primitivd a lui f este strict
5+sinx

14. Fie f : R — R, f(x) = e * cos 2x. Determinati a,b € R astfel incdt functia
F:R — R, F(x)=e *(acos2x+ bsin2x),
si fie o primitivd a lui f.
1.5. Fie f : [0, 2] = R, f(x) = x*sinx. Determinati a,b,c € R astfel incit functia
F: [0, g] — R, F(x) = (ax* +b)cosx + cxsinx,

sd fie o primitivd a lui f.

1.6. Determinati a,b € R astfel incit functin f : R — R, f(x) = { ST b
sd admitd primitive.

1.7. Determinati

1 . 3x+1 ... / - . / dx
1)/4x+5dx, 2)/6 dx; 3) | sin(Bx +4)dx; 4) TG

1.8. Determinati
1)/xzexdx; 2)/e2x sin(3x)dx; 3)/xarctgxdx; 4)/x2cosxdx;
sin x

3 dx.
cos3 x

5)/sin(lnx)dx; 6)/x
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1.9. Determinati

1
1)/xex2dx; 2)/\/1nx;dx; 3)/sin3xcosxdx;

sm\/_ e~ COS—

1.10. Determinati formule de recurentd pentru calculul urmdtoarelor siruri integrale.

1) (In)n>0, In = /(lnx)”dx; 2) (Ln)n>o0, In = /x”exdx 3) In)n>0, In =

/ x" sin xdx.

1.11. Determinati o formuli de recurentd pentru termenii sirului

x?l
(In)nEOr In - /——XZ n 1dx
folosind eventual faptul cd

n

X _ =1 n—1 2 !
_x2+1—x —x2+ =x ( x+1>.

. coSs x sin x
1.12. Fie A = X; dx.
sin x +cosx sin x +cosx

1. Calculati A+ Bsi A — B.

2. Determinati A si B, folosind eventual 1.

1.13. Fie A = /sin2 xdx; B = /cos2 xdx.

2 : 2

1. Calculati A+ B i B — A, folosind eventual formula cos2x = cos”x — sin” x,

Vx € R.
2. Determinati A si B, folosind eventual 1.

1.1 Determmaﬁ primitivele urmdtoarelor functii rationale.

dx
)/( TR )/x2—|—4 i )/x2—|—2 ¥5 4)/x2+3x+6dx'

x+4 . .

)/x2—|—3 +2dx 6)/(x—1)(x—2)(x—3)dx 7)/x2 4x+3d
x+5

9 [
—x
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1.15. Determmaﬁ primitivele urmdtoarelor functii reductibile la functii mﬁonale
)/ x+1dx; 2)/efdx 3)/\/§arctg\/_dx 4)/\/3_

——; VX% —6x + 8dx;

(x—{—2)\/1+x /\/écz—l—?x—}—S / % 6% 8dx
x_

8 9

)/\/x2+x+ ) Va2 _3x—7

+\/3—x

1.16. Determinati primitivele urmdtoarelor functii trigonometrice
1) /sin2 x cos’ xdx; 2) /sin3 cos* xdx; 3) /sin2 x cos? xdx.
1.17. Determina;}i urmdtoarele integrale binome
1) / 2) / o
x11\/1+x x4/1 a2

1.18. Determinati / ———dx, folosind fie una dintre substitutiile lui Euler, fie
W) i rag v fotosind ] ! f

faptul cd
- S o Gy
xV1+ x4 x2 \/xl—z+%+1 \/(l+%)2+% (l+%)2+%
X X

x—1
v <1 . . o
1.19. Fie functia f : R = R, f(x) = {hfzx * - Demonstrati ci f admite primi-
2 A X >

X 4
tive si determinati o primitivd a lui f.

. o . 1
1.20. Fie F o primitivd a functiei f : R — R, f(x) =

X+V2+1
1. Demonstrati cid F este strict crescitoare pe R.

2. Demonstrati cd

|F(x2) — F(x1)| < |x2 —x1|, pentru orice x1,x3 > 0.



