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MATRICE
1 2 L1

1 DacaA=\|-31]|,B= (2 3), precizati care dintre produsele AB si BA se poate
1 3

efectua si calculati produsul respectiv.
) . 3 -1
2 Daca P € R[X], P(X) = X? —3X + 5, calculati P(A), unde A = ( L )

3 Daci A, B € M, (C), este intotdeauna adevarat ca (A + B)? = A2 + 2AB + B??

11
4 Determinati toate matricele A € My(C) care comuta cu B = <1 2).

1 12
5 Rezolvati in My (R) ecuatia X2 = ( L )

4 9
6 Daca A = ( . 2), sa se calculeze A", n > 2, exprimand mai intai A sub forma
A:]2+B, cu BQZOQ.
110
7 Daca A= |01 1], sase calculeze A", n > 2.
001
alO
8 Daca A= |0 a 1], iar P € R[X], demonstrati ca
00 a
P(a) P'(a) 3P"(a)
P(A) = P(a) P'(a)
0 0 P(a)
a b
9 Daca A = (O ), sa se calculeze A™, n > 2.
c

. cosa —sin«
10 FleR(a):< >,a€]R.

sina  cos o
1. Demonstrati ca R(a)R(5) = R(a + ), Vo, f € R.
2. Determinati R(a)", n > 2.



111
11 Se considera matricca A= | 0 1 1 | si multimea C'(A) = {X € M3(C); XA = AX}.
001
1. Daca X,Y € C(A), demonstrati ca XY € C(A).
2. Aratati ca X € C(A) daca si numai daca exista a,b,c € C astfel incat X =
ab c
0abd
00a

12 Daca A € M,(R), notam cu Tr A suma elementelor de pe diagonala principala a
matricei A.
1. Demonstrati ca Tr (A+ B) = Tr A+ Tr B, iar Tr (aA) = aTr A, oricare ar fi a € R
si A, B € M,(R).
2. Fie M = {X € M,,(R); Tr A = 0}. Aratati ca matricea unitate I,, nu poate fi scrisa
ca suma de elemente ale lui M.
3. Daca Tr (AA") =0, atunci A = O,,.

123
13 Se considera matricca A = [1 3 5 | si functia f : M3(R) — M;5(R), f(X) =

147
AX — XA.

1. Demonstrati ca f(aX) =af(X) si (X +Y) = f(X)+ f(Y), oricare ar fi a € R gi
X,Y € My(R).

2. Aratati ca functia f nu este nici injectiva, nici surjectiva.



DETERMINANTI

1 ¢ &2
14 Calculati determinantul D = |¢ 2 1|, stiind cd a, b, c,e € C,e? =1, ¢ # 1.

a b c

ay as as

15 Calculati determinantul D = |ay a5 agl, stiind ca

a7 ag dg
1. ay, aq, ..., ag sunt in progresie aritmetica;
2. ay, as, ..., a9 sunt in progresie geometrica.
Ty T2 T3

16 Calculati determinantul D = |25 23 x|, stiind ca z1, 29, x3 sunt radacinile ecuatiei

T3 T1 T
23+ pr+q=0.

Ty z
17 Fie A= |y 2z x| € M;3(C). Calculand in doud moduri det A, sa se deduca egali-

z Ty
tatea

Pyt 2 By = (dy+ ) (@ P+ 2 —wy — 12— y2).

xrabc
b
18 Calculati determinantul D = @ v .
abaxc
abcux
a® (a+1)? (a+2)* (a+3)?
¥ (b+1)% (b+2)? (b 2
19 Calculati determinantul D = (b+1)" (b+2)" (b+3) :
¢ (e+1)? (c+2)? (c+3)
d*> (d+1)? (d+2)? (d+3)?
a b —a —b
) ) -ba b —a
20 Calculati determinantul D =
c d c d
—d ¢ —d —c




1 11
21 Calculati determinantul V(a,b,¢) =|a b c|.
a’? b 2
1 1 1
. . aj (25)) an
22 Calculati determinantul V(ay, aq, ..., a,) =
a?_l a;'“_l an!

23 Daca A, B € My(C), demonstrati ca
1. det(A + B) + det(A — B) = 2(det(A) + det(B));
2. det(AB) = det(A) det(B).

20 z
24 Daca A = (0 3), calculati det (Z Ak>.

k=0

b
25 Fie A= | © 7). Aratati ci
cd

1. Are loc egalitatea
A? — (a+ d)A+ (ad — be) Iy = O,.

2. Dacd det A = 0, atunci A" = (a + d)" ' A.
3. Daca existda n € N*, n > 2, astfel ca A" = O,, atunci A% = O,.

26 Fie A€ M,,(C), Be€ M,,,(C), C € M,,,»,(C), D € M,(C). Demonstrati ca
A B A O
det = det =det A -det D.
O D C D
1laa

27 Fie A=|a 1 a |, unde a € R. Demonstrati ca A™ # Og, oricare ar fi n € N*.

aal

31
28 Fie A € My(R) o matrice cu proprietatea ca A? = (5 2) .

1. Demonstrati ca det A € {—1,1}.

2. Determinati matricele A cu proprietatea data.



RANGUL UNEI MATRICE. MATRICE INVERSABILE
m+1 3 1 2

29 Determinati m € R astfel incat matricea A = -1 1 —1 1 | sa aiba rangul

m—2 =2 2 =2

2.
I1+m m m
30 Stabiliti care este rangul matricei A = m 14+m m in functie de m € R.
m m 1+m

31 Fie A € My(C) o matrice cu proprietatea cd rang(A) = rang(A?). Demonstrati ci
rang(A) = rang(A™) oricare ar fi n € N*.

32 Dacia A, B € M,,(C) sunt astfel carang(AB) = rang((AB)?), rang(BA) = rang((BA)?),
demonstrati ca rang(AB) = rang(BA).

12 -1
33 Daca A € M35(C) si B € My3(C) sunt astfel ca AB= 100 2 |, demonstrati ca
00 1
rang(BA) = 2.
34 Daca A € M,,41,(C), atunci det(AA*) = 0.
311
35 Daca A= |1 3 1|, calculati A™".
113
1 2 4
36 Daca A= | -1 1 —3 |, calculati A"
1 5 5
0100 2001
1000 0210
37 Calculati inversele matricelor A = , B=
0001 0120
0010 1002

38 Fie A € M,,(C), A inversabila, B € M,,,(C), C € M,,,(C), D € M,,(C).

Demonstrati ca

A B
det =det A-det(D — CA™'B)
C D



22 3
39 Se considera matricea A= |2 5 6
36 10

1. Ardtati cad A% + 1513 = 16A.

2. Folosind egalitatea de mai sus, demonstrati ca A este inversabila si determinati
AL

0100
0020
40 Se considera matricele A = si B=A— 1.
0003
0000
1. Aratatica (I, — A)(Iy + A+ A* + A%) = I,.

2. Demonstrati ca matricea B este inversabila si determinati B~1.



SISTEME LINIARE

41 Rezolvati sistemul

r+2y+22=7
T—y+2z2—t=2
Wwhy—z+t=3

rT+y+z+t=06

42 Rezolvati sistemul
20 +y—2+4+2t=-3

dor — 3y +52z—4t =5
r—2y+3z2—-3t=4

43 Rezolvati sistemul
r—=3y+z—t=0
2x+y—z+2t:()'

44 Rezolvati sistemul

r+5y+4z—13t =3
3r —y+22+5t=2.
Sr+y+dz+t=3

45 Rezolvati sistemul

r+y—2z=-11
de+2y+2=7
Ter+4y+2="7

46 Determinati A € R astfel ca sistemul

(
1+XNz+y+2z+t=0
r+(1+Ny+2+t=0
z+y+(1-=Nz+t=0

kx+y+z+(1—>\)t:0

sa aiba gi solutii nebanale.



47 Demonstrati ca daca a, b, c € Z, atunci sistemul

;

1
ax+by+cz:§x

1
ca:+ay+bz:§y

1
br +cy+az= -z
0 2
admite numai solutia banala.

48 Rezolvati sistemul matriceal

2X4Y =4 (12
3x—2y =B \11)’



SUBSPATII LINIARE
49 Fie V # {0} un spatiu liniar. Demonstrati ca multimea V' este infinita.

50 Precizati care dintre urméatoarele submultimi ale lui R® sunt subspatii liniare ale
acestuia in raport cu operatiile uzuale de adunare a vectorilor gi inmultire a vectorilor cu

scalari. .

o)
1. 51: T GR?’;SL’g:O ;

€3

\7~
AN

T
2. S =< x| ER}az3=1;

X3

€
3. 53 = X9 ER3;2$1+3$2—45L‘3:O ;

Zs3

~\/~
7

X

4. S, = 2o | ERY 2y + 29 — 22 =0 p;

€3

N\~
7\

T
5. 55 = Ta GR?’W%_QC%_I%:O

X
\ 3 J

51 Precizati care dintre urmatoarele submultimi ale lui F'[a,b] = {f; f : [a,b] — R} sunt
subspatii ale acestuia in raport cu operatiile uzuale de adunare a functiilor si inmultire a
functiilor cu scalari.

1. Sy ={f€Fla,b
2. So={f€Fla,b
3. S3={f € Fla,b

[a,b

|; f(x) > 0V € [a,b]};
I;
I;
4. Sy ={f € Fla,b);

f crescatoare};
injectiva};

f
f(a) =0}
) 0a+0b0 . . .
52 Fie § = 0 b ;a,b € R ». Demonstrati ca S este subspatiu liniar al lui
a
M, 5(R).

53 Fie S = {¥ € Vi; ¥ coliniar cu u}, unde 4 € V, este un vector nenul dat. Demonstrati

ca S este un subspatiu liniar al lui V5.
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SISTEME LINIAR INDEPENDENTE. SISTEME DE GENE-
RATORI

1 3 1
54 Fie S=<vi=|2]|,u=11|,13=1]7 . Demonstrati ca S este sistem liniar
1 2 2

dependent gi precizati o relatie de dependenta liniara intre vectori.

55 Studiati liniara independenta a sistemelor de vectori

12 2 1 3 -2\
Uy = , U3 = in Ms(R);

11 1 3 1 1

1 4 2 3

2 —1 1 0

2. SQ 1 , UV = 9 , U3 = 1 , Vg = 0 inR4;
3 1 -1 5
= {u

=-X?+X+1Lu=X"—-X+1v=X?+X —1} In Ry[X].

10 —-11
56 Fie S = = , Vg = , U3 = . Determinati « si 3 astfel ca
2 g1 10

S sa fie liniar independent.

57 Determinati numarul maxim de vectori liniar independenti din sistemul

s={o= (%)== (2) - (%) - (B

58 Fie U1, Vg € RS §1 S = {w1 =V + 2U2,w2 = V1 — VU9, W3 = 2U1 + UQ}.
1. Este S sistem liniar independent?

2. Este S sistem de generatori pentru R3?

59 Daca S = {v1,va,...,v,} este sistem liniar independent in R™, studiati liniara
independenta a sistemelor de vectori
1. 81 ={w; = v +v9,ws = vy +v3,..., W, =V, + V1 };

2. 51 ={w; =v1 — vy, wy = Vg — V3, ..., W, =V, — V1 }.

60 Fie S = {v; = X? + X + 2,0, = 2X? — X? 4 1,03 = 2X* + 3}.
1. Demonstrati ca S este sistem liniar independent in R3[X].
2. Precizati care dintre polinoamele P = 4X + 3 si Q = X + 1 apartine span S.
3. Este S sistem de generatori pentru R3[X]?
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BAZA SI DIMENSIUNE

61 Justificati printr-un rationament imediat de ce urmatoarele sisteme de vectori nu

sunt baze in spatiile considerate
(

1 —1
1.Si=<vm =12, =11 in R3;
1 0
¢
1 -1 -2 1
2.5 =qvuu=|1|,2=| 1 |,o5=| 0 |,va= |4 in R3;
\ 3 2 1 2
12 11 2 4
3. S3 = V1 = , Vg = , U3 = in M2<R>’
01 35 13

2 1 1
62 Fie BB=qv=|-1],mu=|2|,3=1]1 . Demonstrati ca B’ este o baza in
3 0 1
1
R? si determinati coordonatele lui v = | 2 | in aceastd baza.
2
0 1 1
63 Fie BB =<uvi=|1],e=|0|,v5=1|1
1 1 0
1. Demonstrati ca B’ este baza in R3.
1
2. Determinati coordonatele lui v = | 2 | in raport cu aceasta baza.
5

3. Exista vreo baza in raport cu care v are coordonatele 1, 1, 17

64 Fie sistemele de vectori

1 1 3 1 1 2
Bl_ U1 = 1 , U = 1 , U3 = -1 3 BQ_ U1 = 1 , U2 = 1 , U3 = 1
1 0 7 2 1 3

1. Sa se demonstreze ca B;, By sunt baze in R3.
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2. Sa se determine matricea de trecere Sp, p, de la B; la Bs.

65 Determinati dimensiunea spatiului liniar generat de sistemul de vectori

1 3 1

2 1 7
S: U1 = , U2 = , U3 =

1 —1

—1 2 —6

A 1 1
66 FieS=qvn=|1|,va=|X]|,v5=1]1 . Determinati A\ € R astfel ca
1 1 A
1. dimspan(S) = 1;
2. dimspan(S) = 2;
3. dimspan(S) = 3

67 Fie S={1,1+ X, 1+ X+ X? ..., 1+ X+ X?+ ...+ X"} CR[X].
1. Determinati span(.S).
2. Completati S la o baza in R,,[X], m > n.

) Oa b
68 Fie V = ;a,b e R .
00a+b

1. Demonstrati ca V' este subspatiu liniar al lui M, 3(R) si precizati o baza in V.
2. Contine V cinci vectori nenuli?

3. Contine V cinci vectori liniar independenti?

000
4. Precizati un subspatiu liniar W al lui M, 3(R) astfel ca VNW = { (0 0 O) }

Exista subspatii liniare W ale lui M, 3(R) astfel ca V NW = (7

5. Exista subspatii liniare ale lui V' de dimensiune 3?7

6. Dati exemple de subspatii liniare ale lui V' de dimensiune 1.

7. Exista subspatii liniare W ale lui M5 3(R) de dimensiune 3 astfel ca V + W =
M, 3(R)?

69 Demonstrati ca multimea solutiilor sistemului
1+ To— 223 — 224 =0
Ty — 229 + 223+ 224 =0

este subspatiu liniar in R* si determinati o baza in acest subspatiu.
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70 Fie V; si V5 subspatii liniare ale unui spatiu liniar V' cu dimV; = 6, dimV, = 5,
dim V' = 10. Aratati ca V; NV, # {0}.

71 Fie Vi, V5 subspatii liniare ale unui spatiu liniar V', cu dimV;, = 3, dimV, = 4,
dimV = 6.
1. Precizati dimensiunea minima a lui V; N V5.
2. Contine V; N'V; zece vectori nenuli?

3. Contine V) N V5 zece vectori liniar independenti?

72 Fie Vi, V5, subspatii liniare ale unui spatiu liniar V', V; # V5. Daca dimV; = 3,
dimV, =4, dimV = 5, aratati ca V; + Vo =V si dim(V; N V3) = 2.

73 Existd subspatii liniare V3, V5 ale lui R?, de dimensiune 2, astfel ca V; NV, = {0}7?

T Y1
74 Fie V] = To | ;o1 + 20 4+23=0p, Vo= Yo | 5y3 =10
I3 Ys

1. Aratati ca Vi, Vs sunt subspatii liniare in R3.
2. Determinati V; + V5.
3. Verificati ca dim(V; + V) + dim(V; N V3) = dim V; 4 dim V5.

75 Demonstrati printr-un rationament imediat ca urmatoarele aplicatii nu sunt izomor-

fisme de spatii liniare

Ty
o)
1.T:Rn—>R,T . :$1+$2+...+.’En.
Tn
3]
45
2.T:R" SR, [X], T| " |=a1+aX+...+a, X"
ap,
ay;; a2 ... Aip ai
a a ... Qop a
3. T Mn(R) —>Rn, T 21 22 2 _ 22
Ap1 Ap2 ... App Ann
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T r+a
x To+a
5. 7R R T| =7 " |, aer a0
Tn Ty +a
I ZL‘%
2
6. T-R*"—=R"T | |=1]
Tp x2
T 0
x x
TR SRLT| =]
T T
a b ¢
76 Fie V = 0Oa+bal;abceR
c 0 a

1. Demonstrati ca V' este subspatiu liniar al lui M3(R), precizati dimensiunea sa gi o
baza in V.

2. Ardtati ca V ~ R3 si precizati izomorfismul.

T T T
. . L2 T2 T2

77 Fie aplicatia T : R" — R" definita prin 7' | =A|l |, V] . e R™
T T T

Demonstrati ca T este izomorfism de spatii liniare daca i numai daca det A # 0.



15

OPERATORI LINITIARI

78 Precizati care dintre aplicatiile urmatoare sunt operatori liniari

T 1+ 1
LT R =R Ty | an | = To
T3 203 — 1
T Ty
2. T :R3 =R Ty | ay | = T3
T3 T3
1 T
3.7 : R R Ty | P =a| | +B, Ae M, (R), Be M(R), B+
T T 0
1 T
4 TR R T | A L Ae Mo (R).
Tom T,

5. Ty : C*a,b] — C*[a,b], Ts
6. Ts : Cla,b] — R, T4(f) :/ f(z)dx.

S~
=

I
R

2 1
: 1 | |
79 Fie T' € L(R?* R3) astfel ca T (2> =13|sT ( ) = |2 |. Calculati T <1>
1

1 2 1 1 2 3
80 Existda T' € L(R3 R¥) astfelcaT |1 | =0, T|0|=|2]|,T|1]|=1]3]?
2 1 3 1 5 3

Ty + X9 T n
T T T
81 Fle Tl E L(R27R3)7 Tl ( 1> - 1'1 - 2372 7T2 e L(R37R2)7 T2 .Z'2 - ( ! 3) .
T
2 Tr1 — T2 I3

Calculati T} o T3 si T3 o T7.

221 + 2o
x
82 FieT:R?> - R3, T ( 1) = | xy — x5 |. Demonstrati ca T € L(R? R3) si precizati

T2
xr1 + 2$2
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matricea lui 7' in raport cu perechea de baze canonice din R?, respectiv R3.

T 201 + 19 — 13
83 FieT :R3 R T |y | = | 3201 — 20+ 25
T3 i) +$3

1. Precizati matricea lui 7' in raport cu baza canonica din R3.
2. Demonstrati ca T' este injectiv.

3. Folosind eventual teorema rangului, demonstrati ca 1" este surjectiv.

Y1 1
4. Exista y = [ yo | € R? astfel ca Ty = | 2 | ? Cate solutii are problema?
Ys 3
Uy U1 4
5. Exista u= |uy |,v=|0vy | ER® u#wv, astfelca Tu=Tv=|5|?
6

us3 U3
6. Determinati 7.

= X1 — X2

xr, + 2&32
: 2 3 1
84 FieT :R* —R>, T
)
271 + T2
1. Precizati matricea lui T in raport cu perechea de baze canonice din R2, respectiv

R3.

1 3
2. Precizati matricea lui T in raport cu perechea de baze By = { v = , Vg = 5
1 2 —1
Bi=qvi=12|,v5=|1],v5=1] 0
2 3 1

85 Fie T' € L(Ry[X],Ry[X]) a carui matrice in raport cu baza canonica in Ry[X]| este

1 31
A=12 —1 4|. Determinati T(1 — X + 2X?).
1 11
1 3 1 —1 3 4
86 Fie T:R3 = R3astfelcaT [1 | =1, T|0o|=]-2|.T|1]=1|0
0 1 2 3 1 4

1. Determinati expresia explicita a lui 7.
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1
2. Determinati 7" | 2
3

87 Fie S ={e} =2,¢, =2X +1,¢y = X? + 3}.
1. Aratati ca S este o baza in Ry[X].

2. Determinati matricea operatorului de derivare in raport cu aceasta baza.

88 Fie T' € L(R? R?). Daca matricea lui T in raport cu o baza oarecare B = {ey, 2, e3}

11 -1
este A= 141 1 |, determinati matricea lui 7" in raport cu bazele
21 2

1. Bi = {62,61,63};
2. By ={2ey,3e,4e3};
3. B ={e1,e1+ea,e1 + 63+ e3}.

1 —T1 + To + T3
89 FieT € LR3,R3), T | 25 | = | 21 — 22+ x5 |. Demonstrati ca T este bijectiv si
XT3 T+ To — T3

precizati T 1.

o 2 3\ . 1 1
90 Determinati 7' € L(R? R?) astfel ca T <1> = (4) §iT <1> = <3>

91 Fie T € L(V},V3) cudimVj =5, dimV, = 4, def T' = 2. Demonstrati ca 7' nu este

surjectiv.
92 Fie T': R,[X] — R, [X] definit prin
(Tp)(X) = Xp'(X).

1. Demonstrati ca T' nu este injectiv si precizati ker T" si def T
2. Demonstrati ca T" nu este nici surjectiv.

3. Precizati matricea lui 7" in raport cu baza canonica din R, [X].
93 Fie T : R,[X] — R,,1[X] definit prin
(Tp)(X) = Xp(X)

1. Demonstrati ca T este injectiv.
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2. Demonstrati ca T" nu este surjectiv si precizati ImT'.
3. Precizati matricea lui T in raport cu perechea de baze canonice din R, [X] si
R,1[X].
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VECTORI SI VALORI PROPRII

Z1 —Ty — I3
94 Fie T € L(R3R3), T | 2y | = | =21 — 23
I3 —T1 — T

1. Determinati matricea A a lui 7' in raport cu baza canonica in R3.
2. Precizati valorile proprii, vectorii proprii si subspatiile proprii asociate lui A.
3. Demonstrati ca A este diagonalizabila si precizati forma diagonala.

4. Cu ajutorul formei diagonale, calculati A" si A~%.

T 3r1 — T2 + X3
95 Fie T € L(RB,RS), T To - -1 + 5372 — I3
I3 xr1 — To + 3[E3

1. Determinati matricea A a lui T in raport cu baza canonica in R3.
2. Precizati valorile proprii, vectorii proprii gi subspatiile proprii asociate lui A.
3. Demonstrati ca A este diagonalizabila si calculati forma diagonala.

4. Cu ajutorul formei diagonale, precizati A" si A™L.

T 1 + 279 + T3
96 FieT € L(IR3 R, T | 2y | = 2x1 — 2x3
T3 —x1 + 229 + 373

1. Determinati matricea A a lui T’ in raport cu baza canonica in R3.
2. Precizati valorile proprii, vectorii proprii si subspatiile proprii asociate lui A.
3. Demonstrati ca A nu este diagonalizabila.

4. Existd vreo matrice inversabild C' € M3(R) astfel ca CAC™! si fie diagonalizabila?

T 3x1 + 214
97 Fie T € L(R3,R3), T ay | = 21+ 229 — 23
T3 T + 25(32 + 2.173

1. Determinati matricea A a lui 7' in raport cu baza canonica in R3.

2. Precizati valorile proprii, vectorii proprii gi subspatiile proprii asociate lui A.

3. Demonstrati ca A nu este diagonalizabila.

4. Precizati un subspatiu invariant unidimensional si un subspatiu invariant bidimen-

sional al lui 7.

2 =22
98 FieA=]0 1 1
-4 8 3
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1. Demonstrati ca A este diagonalizabila si precizati-i forma diagonala.
2. Cu ajutorul formei diagonale, demonstrati ca ecuatia X™ = A are solutii in M3(R)

pentru orice n > 2.

121
99 FieA=1012

101
1. Preizati polinomul arateristi al matricei A.

2. Demonstrati cd A3 = 3A4% — 2A + 415,

100 Fie A € M, (R) si A o valoare proprie a sa.
1. Daca A'A = I, (adica A este ortogonald), atunci || = 1.
2. Daca A' = A (adica A este simetrica), atunci A € R.
3. Daca A" = —A (adica A este antisimetrica), atunci A € iR = {ir,r € R}.

101 Fie A € M, (R) si fie A, g, ..., \, valorile sale proprii. Demonstrati ca
2. /\1/\2/\n:detA



SPATII EUCLIDIENE

102 Demonstrati ca aplicatiile (-, -) : R? x R? definite prin

T n
L. ) = 4x1y1 — T1Y2 — T2y + 2T2Y2;
T2 Y2
I (5
: (( ) 7 ( >> = T11 — 3T1Y2 — 3T2y1 + 1022y,
T2 Y2
) . 1 2
sunt produse scalare pe R? si calculati ((0) , <1> )

103 Demonstrati cd aplicatiile (-, -) : R? x R? definite prin

T

1 1 , Y1
X2 Y2
T

2. ' ; h = 2x1y1 — Ta2y1 + 3;
X2 Y2

3 X1 7 U1
X2 Yo

T Y1
4. ; =411y — 221y2 — 2T2Y1 — T2Y2;
X2 Y2

nu sunt produse scalare pe R2.

= x1y1 + 212y — 1;

= T1Y2 + ToY1;

104 Fie aplicatia (-,-) : R? x R? — R definitd prin

(()0)-mon e
(0 O)(0)-0) (0)0)

2. Aratati cd (-, ) nu este un produs scalar pe R?.
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105 Determinati produsele scalare ale urmatorilor vectori, normele lor si unghiul dintre

acestia, fiecare spatiu fiind inzestrat cu produsul scalar uzual.

1 2

=) 1 \
1. vy = , U = , U1, Uy € R%;

1 -3

4 1
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3. v =222 +x—1,v9=x+1, v1,v3 € Ry[0, 1], unde Ry[0, 1] reprezinti spatiul liniar

al functiilor polinomiale de grad cel mult 2 definite pe [0, 1].

1 1 1
106 Fie S=<vi=|a|,vo=]|1],v3=| -1
1 0 B

1. Precizati «, § pentru care S este ortogonal.

2. Pentru «, [ astfel determinati, ortonormati sistemul rezultat.

107 Fie S=<Cuvi=|1],v C IR3, pe acest spatiu considerandu-se produsul

Il
— N

scalar uzual.

1. Determinati vectorii unitari v € R? ortogonali concomitent pe v; si vy.

2. Determinati w € R? astfel ca ||w — v1|| = ||w — vy]|, unde || - || este norma uzuala pe
R3.
1 0 —2
108 FieS=<v1=|1],v2=1] 1 |,v5=1] 1 C R3, pe care se considera pro-
1 —1 1

dusul scalar uzual.
1. Demonstrati ca S este sistem ortogonal.

2. Demonstrati ca S este baza in R3.

1
3. Determinati componentele lui v = | —1 | in raport cu aceasta baza.
1
0
4. Fie v € R? astfel ca (v,v1) = (v,v2) = (v,v3) = 0. Demonstrati cd v = | 0
0

5. Verificati faptul ca [jv; + 112||2 + ||l — 112H2 =2 (HU1||2 + H112||2).

109 Fie z;,y; € R, 1 <4 < n. Demonstrati ca

n n n
1. Z%% < fo Zy?,
i—1 i—1 i—1

(inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz discreta)
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n

2. Z(Ii+yz‘)2 < ZI?ﬂL Z?JZ
i=1 i=1 i=1
(inegalitatea Minkowski discreta)

110 Fie f,g € Cla,b],a,b € R,a < b. Demonstrati ca

[ oo sz MW

(inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz mtegrala)

\//f—i—g dx<\//f2 )z + / 2(2)da.

(inegalitatea Minkowski integrala)

111 Demonstrati ca aplicatia (-, ) : Ro[X] x Ro[X] — R,
(P, ) = p(a)q(a) + p(b)q(b) + p(c)q(c), a,b,c €R,a<b<c

este un produs scalar pe Ry[X] si formulati o generalizare.

112 Demonstrati ca aplicatia (-, -) : R,[X] x R,[X] — R,

n n

(p,q) = Zaibz-, unde p = ZaiXi,q = En:biXi

1=0 1=0 =0

este un produs scalar pe R,[X] si calculati (1 — X + X?%,3 —2X + 2X? — X3).

—1 2
1 1
113 Fie S =< v; = 3 —2 |,y = 3 1 C R3, pe care se considera produsul scalar
2 2

uzual.
1. Demonstrati ca S este sistem ortonormat.

2. Completati S la o baza ortonormata in R3.

114 Fie (X, (+,-)) un spatiu euclidian si vy, v, € X. Demonstrati ca
L. (v,2) =0Vz e X & v =0
2. (v1,2) = (vg, ) Vo € X & vy = vs.

115 Fie (X, (+,-)) un spatiu euclidian real si vy,v2 € X. Demonstrati cad urmatoarele
afirmatii sunt echivalente

L (v1,02) = 0;

2. flor + 2] = flor = wall;

2 2 2
3. [Jor + 2| = [Junl]” + 2"
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116 Fie (X, (+,-)) un spatiu euclidian real §i v1,v2 € X. Demonstrati ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente

L. (v1,v2) = 0;

2. |lvi|| < |lvr + Ava|| VA € R.

117 Fie (X, (-, -)) un spatiu euclidian real si vy,v2 € X. Demonstrati ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente
L on]] = [lvall;

2. (v1 +v9,v1 —v9) = 0.

118 Fie (X,(+,-)) un spatiu euclidian real i v;,vs € X, |v1]] = |ve] = 1, v1 # va.
Demonstrati ca |Jav; + (1 — @)us]| =1 < a =0 sau o = 1.
-1 -3
119 FieS=<v=| 1 |,vo=| =3 C R3, pe care se considera produsul scalar
2 0
uzual.

1. Demonstrati ca S este sistem ortogonal.

-1
2. Determinati proiectia lui v = | 3 | pe span(S).
1
1 1 2
120 FieB=qvn=|1]|,v3s=| -2|,v3=| —1 C R3, pe care se considera pro-
1 2 1

dusul scalar uzual.
1. Demonstrati ca B este o baza in R3,
2. Este B sistem ortogonal?

3. Ortonormati B prin procedeul Gram-Schmidt.

121 Fie B = {v; = 1,0y = z,v3 = 2%, v, = 23} C R3[—1,1], pe care se considerd pro-
dusul scalar uzual.
1. Este B sistem ortogonal?

2. Ortonormati B prin procedeul Gram-Schmidst.

122 Demonstrati ca urmatoarele aplicatii sunt transformari simetrice.

L T:R2R2 T[] = [*?)
i) T



T
2. TR —R3 T | a2y
T3
T1
3. TR —=R3 T | ay
T3
Ty

4. T R =R T | x4

xs3

25

—1
T2 |5
Zs3
Hp)

—Z2 |3

Ty — Tg + 21’3

—T1 + 31’2 — X3

2.’13'1 — Iy + 21}3

123 Demonstrati ca urmatoarele aplicatii sunt transformari ortogonale.

L1
1. T:R3 =R T |
T3
T1
2.T:RP =R T | ay
T2
T
3. TR =R T | ay
x3
Ty

4. T:R> —=R3 T |

xs3

124 Fie Ty, Ty € L(X, X).

I
Tocosa — xgsina |, a € [0,27);
To SIN @ + X3 COS (v

4371 — 3132 + 12373

1

1_3 122, — 41[’2 + 3[L'3 ;
3£L'1 + 12!172 —|— 4[[’3

1 2.%‘1 + 2]32 — T3

g 201 — 9 + 213 3

—x + 2.’E2 + 2{,53

V211 + V219 + V273
\/§$1 - \/§$3

T1 — 2T9 + T3

V6

1. Daca Ty, Ty sunt transformari simetrice, demonstrati ca nu neaparat T o T, este

transformare simetrica. Ce se intampla daca T} o Ty = Ty o T}7

2. Daca T, T sunt transformari ortogonale, demonstrati ca 77 o T, este transformare

ortogonala.
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FORME LINTARE

125 Precizati care dintre urmatoarele aplicatii sunt forme liniare.
I
L [:R =R, f(| 2 |) =27 +a3;
T3
T
2. 1R =R, f(|az|) =€+
T3
Ty
3. RIS =R, f(| 2y |) =210 + 2123 + 2073;
L3
T
4 [ R =R, f(| z2 |) =21 + 222 + 3u3;
T3

5. f: M,(C) — C, f(A) =Tr A,

6. f: M,(C)— C, f(A) = det A;

7. f:R[X] =R, f(0) = P(0).

126 Determinati coeficientii urmatoarelor forme liniare in raport cu baza canonica si

1 1 0
cubaza B =<vi=10],o=|1|,v3=1]0 . Precizati apoi expresia explicita a
1 0 1
formelor liniare in raport cu baza B’.
L1
L f:RE—=R, f(|x|) =221 — 22 + w3;
T3
T
2. f:R* =R, f(| 2o |) =21 + 29 — 3
T3
I
3. fiRP =R, f(| 2y |) =221 + 3.

T3
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0 2 3
127 Fie S = v =|2],v2= —1]1,v3=1]1
1 2 2

1. Demonstrati ca S este o baza in R3.
2. Determinati o forma liniard f : R? — R astfel ca f(v1) =3, f(ve) =5, f(v3) = 9.

1

128 Fie f: R,[X] — R, f(p) :/ p(z)dz.
0
Demonstrati ca f este o forma liniara pe R, [X].

Demonstrati c& f(ag+ a1 X + -+ -+ a, X") = ag + %+...+ On

n+1
Precizati matricea lui f in raport cu baza canonica din R,,[X].

= W D=

Precizati matricea lui f in raport cu baza
B={11+ X, 1+ X+ X .., 1+ X+ X*+ -+ X"}

si determinati expresia lui f in raport cu aceasta baza.

129 Fie [ : R, [X] = R, f(p) = /1 xp (z)dz.

0
1. Demonstrati ca f este o forma liniara pe R, [X].

L ar  2as na,,

2. Demonstrati ca X+--- X)) ==+ —=+--- )

monstrati ca f(ap + a1 X + -+ + a, X") 5+ 3 + +n—|—1

3. Precizati matricea lui f in raport cu baza

si expresia lui f in raport cu aceasta baza.
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FORME BILINIARE

130 Precizati care dintre urmatoarele aplicatii sunt forme biliniare.

T Y1
Lg:RXxR SR g(|as |, || =12 +y5+ 2%

L3 Ys

I n

2. 0 RIXRS =R g(|ao |, |92 |) =™ +ev
T3 Y3

T n

3. REXRE =R, g(| 2o | s | o |) = z1y1 + T2y2 + 23y3;

T3 Y3
4. g: M,(C) x M,(C) — C, g(A, B) = det(AB);
5. g: M,(C) x M,(C) — C, g(A, B) = Tr(AB).

131 Determinati matricea urmatoarelor forme biliniare in raport cu baza canonica si cu

1 2 1
baza B’ = 21,111,110
1 0 1

T Y1

Lg:RXR =R, g(|zo |, |y |)=22191 + 2192 + 32193 + T2y1 + 273y3;
T3 Ys

X1 Y1

2. g REXR =R, g(|zo |, | 92 |) = 2101 + 22192 + 3x1y3 + 22251 + 523y
Zs3 Ys

T Y1

3. g  ROXR = R, g(| wa |+ | 2 |) = 32131 + 22190 + 4a1y3 + S2oyo + 623y1 + 23Ys.

x3 Y3
Reprezentati formele biliniare sub forma g(X,Y) = X*AY. Sunt aceste forme biliniare

simetrice? Dar antisimetrice? Precizati rangul acestor forme si daca acestea sunt degen-

erate sau nu.
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FORME PATRATICE

132 Precizati formele biliniare simetrice din care provin urmatoarele forme patratice si

matricele acestor forme biliniare in raport cu baza canonica.

1

1.F:R2—>R,F(< ) = 2% + 22 + 4dxy 20

L2
T
2. F:R* =R, F(| 2y |) = 2% + 23 — 23 + 22173 + 4ao13;
T3
L1

3. F R =R, F(|ay |) =2 — 23 + 222 + 4x179 + 67173 + 8T973.

xs3

Exprimati apoi aceste forme patratice in notatia matriceala z'C'z.
133 Fie forma patratica F: R? — R,

T
F( D) ) = l‘% + 61’3 + 4(133 - 41’11’2 - 4I2.I‘3.

€3

1. Determinati forma biliniara simetrica din care provine F' gi matricea acestei forme
biliniare in raport cu baza canonica. Exprimati F' in notatia matriceala z‘!Cz.

2. Aduceti forma patratica la forma canonica folosind metoda Jacobi si precizati o
baza in raport cu care se realizeaza aceasta forma canonica.

3. Precizati signatura lui F'. Este F' pozitiv definita?

4. Precizati rangul lui F' gi daca F' este degenerata sau nedegenerata.

1 T 0 T
5. Existd | zo | €R3, | ay | # | 0| astfel ca F(| x5 |) =07
T3 T3 0 T3
1
6. Calculati F'(| 0 |).
1

134 Fie forma patratica F: R? — R,

Iy
F(|z|)= x% + CL’% — x% — 10z123 + 4xo25.

xs
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1. Aduceti aceasta forma patratica la forma canonica prin metoda lui Gauss si precizati
baza in raport cu care se realizeaza aceasta forma canonica.

2. Precizati signatura lui F. Este F' nedefinita?

3. Precizati rangul lui F' si daca F' este degenerata sau nedegenerata.

Z1 Z1 1 N
4. Existd |z, | € R* astfel ca F(| 25 |) > 07 Dar |y, | € R®astfel ca F(| v, |) <

T3 xs3 Y3 Y3

135 Fie forma biliniard g : R3 x R® — R,

X n

9l za |5 | 2 |) = 2z1y1 + 21y2 + 221y3 + 291 + 223Ys.

X3 Ys

1. Determinati matricea lui ¢ In raport cu baza canonica si in raport cu baza B’ =

2 1 1
n=1_1,=10],v3=1|2 . Este g simetrica?
0 1 1

2. Calculati ¢1(z,y) = (g9(x,y) + g(y,x)) si aratati ca g, este simetrica. Precizati
matricea lui g; in raport cu baza canonica.
3. Precizati forma patratica F' indusa de ¢, si o forma canonica a lui F.

4. Precizati signatura lui F. Este F' negativ semidefinita?

136 Determinati o € R astfel incat urmatoarele forme patratice sa fie pozitiv definite.
a1
L. Fi iR =R, Fi(| 2y |) =23 + 2235 + 22 + 202115 + 63173 + 27973;
T3
Ty
2. F5 R} = R, Fy(| 2o |) =523 + 23 + axd + 22129 — 22123 — 22973;
T3
T
3. F3:R* = R, F3(| 2y |) = 2% + 23 + 523 + daxizo — 22113 + 4dxo3.

€3

137 Precizati daca putem aplica metoda lui Jacobi urmatoarelor forme patratice.
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(sl
L Fi RS R, Fi(| 2y |) =23 + 23 + 223 + 20129 + 22103 + 4293
Z3
T
2. Iy R3 = R, Fy(| ay |) = 2120 + 21203 + 223
x3
T
3. F3: R =R, F3(| 2 |) = 2% + 323 — 23 + 4dx179 — 27973.

€3

138 Fie forma patratica F': R? — R,

F(| 2y |) =22 — 23 — 42125 + 42925,

T3

1. Precizati forma biliniara simetrica din care provine F' gi matricea acestei forme
biliniare in raport cu baza canonici. Exprimati F' in notatia matriceald z'Cz.
2. Aduceti aceasta forma patratica la forma canonica prin metoda valorilor proprii.

3. Precizati signatura lui F. Este F' degenerata?

T T
4. Demonstrati cad F(| zy |) <3| | 22 | ||?, unde || - || este norma uzuald pe R®.
3 T3

139 Fie ¢ : R3 x R? — R definita prin

1 Y1 T U1 1 T1+ To+3
gz | | ) =T 2|, wl) Tlaz|=|z1+22—225],
x3 Y3 T3 Y3 x3 T1 — 2T9 + T3

pe R3 considerandu-se produsul scalar uzual.
1. Demonstrati ca g este o forma biliniara pe R3.
2. Determinati matricea lui g in raport cu baza canonica.
3. Verificati ca g este simetrica.

4. Determinati forma patratica indusa de g.



