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SPATIUL VECTORILOR LIBERI. STRUCTURA AFINA

1 Demonstrati ca trei vectori @, 57 ¢ € V3 pot forma un triunghi < @+ bre=10 (relatia
lui Chasles).

2 Se considera AABC si punctele M € (AB), N € (AC) astfel incat MA = M B, iar
MA=2NC. Determinati coordonatele vectorilor AM, BN,CN,MN in fiecare din bazele
—_— — e —_—
1) B; = {AB,AC}; 9) By = {AM,AN}; 3) By = {BA, BC}.

3 Se considera paralelogramul ABCD de centru O si punctele M € (AB), N € (AD)
astfel incat 3AM = AB si 2AN = AD. Determinati coordonatele vectorilor A—B>, AC ,
A_O>, BD in fiecare din bazele

1) B, = {W,F\f}; 2) By = {@,T(ﬁ}.

4 Fie {i,7} baza canonica in plan.
1) Demonstrati ca vectorii @ = 7'+ J'si b= —7+ 27" sunt necoliniari;
2) Descompuneti vectorul v = 57— 7 dupa baza B, = {6, l;},
3) Aflati coordonatele vectorilor bazei B = {;, j} in baza B; = {5, g}

A —_— — —
5 Fie ABCDA'B'C'D’" un cub. In raport cu reperul (A; AB, AD, AA"), gasiti coordo-
natele vectorilor AC’, MN, AN, OM, unde M, N sunt mijloacele segmentelor [BC],

respectiv [C'D], iar O este centrul cubului.

. L BM Y
6 In AABC se considera M € [BC] astfel ca —— = k. Demonstrati ca AM =
N MC
EAC + AB
k+1
7 Demonstrati ca medianele unui triunghi sunt concurente intr-un punct numit centrul

de greutate al triunghiului.

8 Fie AABC si fie G centrul sau de greutate.
—
1) Demonstrati ca GA+ GB + GC = 0.
2) Daca M este un punct oarecare, demonstrati ca MA+ MB + MC = 3MQG.

9 Demonstrati ca mijloacele laturilor unui patrulater convex ABCD sunt varfurile unui

paralelogram.

10 Se considera AABC si D € [BC] astfel incat BC = 3DC. Daca E este mijlocul

medianei C'C’, demonstrati ca punctele A, D si E sunt coliniare.



SPATIUL VECTORILOR LIBERI. STRUCTURA EUCLIDIANA

—_— — — —
11 Fie ABCDA'B'C’' D' un paralelipiped dreptunghic. Aratati ca AD-D'C+AB-BC'+
AB-BC =0.

— —

— — —_— —
12 Fie AB si AC' doi vectori cu proprietatea ca |AB+ AC|| = ||AB — AC/||. Demonstrati
ca m(ﬂ\C) = 90°.

13 Se considera in plan punctele A(1,1), B(—1,—-2), C(c,0) si D(0,d), cu ¢,d > 0.
—_ — = = — —
1) Calculati AB-CD, AC - DB, AD - BC.
2) Determinati ¢, d astfel incat A sa fie ortocentrul ABCD.

14 Se considera patratul ABCD si punctele M € [BC], N € [CD] astfel incat BM =
CN. Demonstrati ca AM | BN.

— — —

15 Fie d,b,¢ € V3 de lungime 1 astfel ca @+ b+ 0. Calculati @- b+ b-c+¢-a.

16 Demonstrati ca pentru orice puncte A, B, C' din plan are loc egalitatea

—_— S = = — — 1 9 9 9
AB-AC+ BA-BC+CA-CB = §(AB + BC* 4+ CA?)
17 Fie AABC si fie G centrul sau de greutate. Demonstrati ca daca M este un punct
oarecare, atunci M A2 + MB? + MC? = GA%2 + GB? + GC?* + 3MG>.

18 Fie ABCD un patrulater cu AB | CD sifie E, F mijloacele laturilor AD, respectiv
BC'. Demonstrati ca
— —_— —
1) 2EF = AB — CD;
2) AEF? = AB* + CD?;
— — —_— —
3) AD-CD = BD-CD.

19 Fie ABCDA'B'C'D’ un cub.
1) Demonstrati ca AC" L BD.
2) Determinati cosinusul unghiului dintre AC” i A’M;, unde M este mijlocul lui AB.

—

20 Dacd @+ b+ =0, demonstra‘gicéc?xl; bxé=CXxa.
21 Demonstrati ¢i @ x (b x &) 4+ b x (€x @) + &x (@ x b) =0, Va, b, € Vi.

—

22 Demonstrati ca (@ —bb—Cé— a) =0, va, b, ¢ € V3, algebric si geometric.
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24 Demonstrati ca (@ x b) - (

O

25 Fie A, B, C de vectori de pozitie 74,7p,7c. Demonstrati ca aria AABC poate fi

calculata prin formula
1 — — — — — —
Sapc = éHTA Xrgp+rgXrog-+rc XT’AH

26 Fie A, B, C de vectori de pozitie 7y = 147— 7742k, g = 21+27— Tk, 7o = 20+ 77+ 2k.
Aratati ca AABC este dreptunghic, iar ABOC este isoscel. Calculati perimetrul AABC),
aria AABC si m(B/A\C')

27 Calculati lungimea inaltimii AD a AABC de varfuri A(1,3,1), B(3,1,5), C(—1,0,2).

28 Calculati volumul tetraedrului de varfuri A(1,0,2), B(3,—1,1), D(4,2,—5),C(6,—5,1)

si lungimea naltimii AE a tetraedrului.

29 Determinati o € R astfel ca vectorii @ = 7'+ aj+ 2]2, b =27+ T+ E, c=3r— 7+ 4k

sa fie coplanari. Pentru acest «, descompuneti ¢ dupa directiile vectorilor @ si b.
30 Fie@=7+aj+2k, b=7—27+3k, =20+ T+k
1) Determinati o € R astfel ca @ si b si fie ortogonali. Pot fi @ si gparaleli?

2) Determinati o € R astfel ca @, l;, ¢ sa fie coplanari.
31 Daca unghiul dintre doi vectori u si ¢ este ascutit sau drept, demonstrati ca
Dlla+o) > fal;  2)a+d] > [d].

Reciproca este adevarata?

—,

32 Daca ZL,Z;,E'sunt astfel ca Hd’” = 2, ||5H = 3, ‘BH =4, m(c_z/’,\b) = g, m(d,c) = %,

a—dl, [|la+b].

33 Fie vectorii @ = 20— 37+ k, b =7+ 27— 2k, C= —7+ 7.

1) Aratati ca d, g, ¢ sunt necoplanari si calculati volumul paralelipipedului construit

calculati ||c? — Z;H,

pe acesti vectori.

—,

2) Verificati cd @ x (b x @) # (@ x b) X .
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DREAPTA IN SPATIU

34 Precizati ecuatia vectoriala, ecuatiile parametrice si ecuatiile canonice ale dreptelor
determinate prin:

1) A(2,3,2) si un vector director @ =7 — 7+ 21;;

2) A(2,3,2) si un vector director @ care face unghiuri de 30°, 45°, 120° cu versorii
axelor de coordonate;

3) A(2,3,2), iar dreapta este paralela cu axa OY’;

4) A(2,3,2) si B(0,2,3).

35 Determinati ecuatiile laturilor gi medianelor AABC cu varfurile A(3,1,5), B(7,3,1),
C(5,5,3).

36 Determinati a € R astfel incat dreptele

r—1 y+1 =242
12 3

r+11 y—1 =241
32

(dy) (d2) :

sa fie concurente si in acest caz determinati coordonatele punctului de intersectie.

37 Precizati ecuatia perpendicularei duse din A(3, 1,2) pe dreapta de ecuatie (d) : il =

-2 1
yT _ it . Precizati apoi punctul de intersectie al celor doua drepte si coordonatele
simetricului lui A fata de (d).
1 -1 1
38 Determinati distanta de la A(1,3,2) la (d) : I;: = 5 = & +1 .
39 Determinati distanta intre dreptele
r+2 y—2 z+1 r—1 y+2 z-1
dy) : = = ds) : = = .
(d): =3 1 2 (d2): =5 3 1

40 Determinati unghiul dreptelor

(dy) :

r—2 y+1 z-2 r+1 y+5 z-1

(dy) :

6 3 2 9 2 —6
Sunt aceste drepte concurente, sau neconcurente?
41 Studiati pozitia dreptei (d) : ’ ; L_v ; L % fata de dreapta (ds) : 7 = 7' + t0,
unde
1) B(1,2,3), 7 = 47+ 67— 2k;
2) B(3,4,—1),

— 47+ 6] — 2k;
T— T+ k.

U
U

3) B(0,—-2,2),



1 —4 2
42 Fie dreapta (d) : :C_SF =Y T Z; .
1) Determinati ecuatia dreptei care trece prin M(1,2,1) si este paralela cu (d).

5) 2 3
2) Aratati ca dreapta (dy) : leL = yi_ =z +1

este perpendiculara pe (d). Sunt

(d) si (dy) concurente?

43 Fie M(2,1,0), N(0,3,4), P(4,1,2).
1) Aratati ca M, N, P sunt necoliniare si precizati aria AMNP.
2) Precizati ecuatiile dreptei M N si ale medianei M M.

1 2 —4
44 Fie dreapta (d) : x—;— = yl_ == T
1) Determinati cosinusurile directoare ale dreptei.

2) Aflati intersectia dreptei cu planele de coordonate.

45 Determinati locul geometric al punctelor M (z,y, z) din spatiu ale caror coordonate

verifica relatia
(z—2)?% (y—1?_ (2-3)"
4 9 16




PLANUL IN SPATIU

46 Scrieti ecuatiile planelor determinate de:
1) A(2 —1,1) si vectorul normal N = 37+ 27— 5k;

2) A(1,2,-1), B(4,-3,2), C(=2,1,-3);
3) Taletumle pe axe A(2,0,0), B(0,-3,0), C(0,0,4);
4) A(—1,3,2) si vectorii directori @ = 27— 7+ 3k, 7 = 37+ 2] — k.

47 1) Scrieti ecuatia planului care trece prin A(—3,1,2) gi este perpendicular pe AB,
unde B(—4,2,1).

2) Scrieti ecuatia planului care trece prin A(2,3,5) si este paralel cu planul (P) :
r+2y—32+5=0.

3) Scrieti ecuatia planului care trece prin A(1,2,3), B(2,2,2) si este paralel cu 4 =
7+ 37— 4k.

48 Determinati ecuatia unui plan (P) care trece prin A(2,1,3), B(3,2,1) si este perpen-
dicular pe planul (P) : 3z —y + 22 —4=0.

49 Scrieti ecuatia planului (P) care trece prin A(2, 1, 3) si este perpendicular pe planele
(P):—x4+y+2:-2=0,(P):2r+y—2+2=0.

50 Determinati ecuatia unui plan (P) stiind ca perpendiculara din origine pe acesta il

intersecteaza in A(3,2,4).

51 Determinati ecuatia unui plan (P) stiind ca perpendiculara coborita din M (1,2, 3)

pe acesta 1l intersecteaza in A(1, —2,1).
52 Fie A(4,2,3), B(2,6,5). Precizati ecuatia planului mediator al segmentului [AB].

53 Determinati proiectia punctului A(2,1,1) pe planul (P) : 2 +y +32+5 = 0 si

simetricul sau fata de planul dat.

r—y—3z2+2=0 1 -9 3
54 Fie (d;) : Y , (dy) - rhl_Y _ 2t . Demonstrati ca

2% —y+2:—3=0 5 8 —1
dreptele (d;) si (dy) sunt paralele, justificind mai intai de ce (d;) este o dreapta.

>

55 Precizati care dintre urmatoarele perechi de plane sunt alcatuite din plane paralele,

confundate sau perpendiculare.



D)(P):2c+y—32+4=0, (Py) : 4z + 2y — 62 + 0 = 0;
2)(P):x—y+22—-3=0, (P):20—2y+42—-6=0;
3N)(P):x+y+2—1=0, (P):x+y—22+3=0

56 Precizati daca planele (P)) : © +2y — 22 =3 =0, (P2) : 20 —y+32—3 = 0,

(P3) : 3z +y — z — 4 = 0 au puncte comune.

57 Determinati pozitia dreptei (d) fata de planul (P) daca
r+3 y—1 z+1

1) (d): - T =3 L (P):—2x4+y+2—-2=0;
-2 1 -1

2)(d):x _yr 222 ,(P): 2z —y+2—3=0;
1 -1 2

3)(d):x_§ =L :ZT L (P):2z—5y+42+15=0.

58 Determinati unghiul planelor
1) (P):2x—y+42—-5=0, (P):3x4+2y — 2+ 6 = 0;
2) (P):24+2y—2+6=0,(R):2r—y+2z—1=0;
3) (P):204+y+32—1=0,(P):x—2y—2z+5=0.

59 Calculati distanta intre planele (Py) : 2e—10y+112—6 = 0, (P) : 2e—10y+112—21 =
0.

60 Determinati ecuatia unui plan (P) aflat la egala distanta de planele (P;) : x +y —
224+43=0s1 (P2):x+y—22+15=0.

61 Fie planul (P) : 7- (27— 67+ 9k) = 10.
1) Precizati semnificatia vectorului v = 27— 67+ 9k pentru acest plan si determinati
un punct care apartine lui (P).

2) Determinati ecuatia carteziana generala a unui plan care este paralel cu (P) gi trece
prin A(1,3,5).

r—1 y+3 =2-4
2 1 3

62 Scrieti dreapta (d) : ca o intersectie de plane.

- . . r+2—2+1=0 :
63 Scrieti ecuatia dreptei (d) : sub forma canonica.

3r—y+22—-5=0



. . . : 3r+2y—2z+1=0 |
64 Determinati ecuatia planului care contine dreapta (d) : si
r—3y+z—4=0

punctul B(2,3,1).
r+1 y—1 z+4+2

2 i - 3 ¢

65 Determinati ecuatia planului care contine dreapta (d) :
punctul B(1,1,2).

66 Precizati ecuatia planului determinat de dreptele paralele

v+l y—2 z+2 x—1 y+3 =z2-1
) ——="g- =3 B ==~

67 Precizati ecuatia planului care contine perpendicularele din A(3, 1, 2) pe planele (P) :

dr—3y+2z—1=0s1 (P):x+5y—2+2=0.
68 Precizati distanta de la A(2,3,1) la planul (P) : 2z — 6y + 92 —2 = 0.

o 204+3y—2+4=0
69 Precizati distanta de la A(1,4,2) la dreapta (d) :
3r—y+2z2—-5=0



COORDONATE POLARE, CILINDRICE SI SFERICE

70 Determinati coordonatele polare ale punctelor cu urmatoarele coordonate carteziene:
1) My(1,V/3);
2) My(2, —2);
3) M3(—/3,1).

71 Determinati coordonatele carteziene ale punctelor cu urmatoarele coordonate polare:
s
1) My(r=2,0= §),

7
2) My(r =4,0 = %),
3) M3(r=1,0= %)

72 Fie patratul ABC'D de latura [. Determinati coordonatele polare ale varfurilor in
urmatoarele situatii:
1) Polul este in O, centrul patratului, iar axa polara este semidreapta [OA;

2) Polul este in A iar axa polara este semidreapta [AB.

73 Fie hexagonul regulat ABCDEF de latura [. Determinati coordonatele polare ale
varfurilor in urmatoarele situatii:
1) Polul este in O, centrul hexagonului, iar axa polara este semidreapta [OA;

2) Polul este in A iar axa polara este semidreapta [AB.

74 Precizati natura multimilor reprezentate in coordonate polare prin ecuatiile urmatoare:
1) r=rg, 1o > 0;
2) 0= 90, 90 S [0,27’[’)

75 Exprimati ecuatiile urmatoare, date in coordonate carteziene, cu ajutorul coordo-
natelor polare:

1) 22 +1y? =a% a>0;

2) 22 —y* =1%, b > 0;

3) xzy =¢, ¢ > 0.

76 Daca punctele A, B au respectiv coordonatele polare (pa,04), (p5,05), demonstrati

v

ca

AB = \/p4 + p} — 2papucos(ba — ).



10

77 Fie A(r = ro,0 = 6p). Determinati coordonatele polare ale urméatoarelor puncte
1) M, simetricul lui A fata de OX;
2) M, simetricul lui A fata de OY;
3) Mj, simetricul lui A fata de O;
4) My, simetricul lui A fata de prima bisectoare;
)

5) Ms, simetricul lui A fata de a doua bisectoare.

78 Determinati coordonatele carteziene ale punctelor cu urmatoarele coordonate sferice:

1) Ml(r=2,s0=z,9=z);

S %
s T
2) My(r=1,¢= F,Q = Z),

3) Ms(r =1, = 60°,0 = 120°).

79 Determinati coordonatele carteziene ale punctelor cu urmatoarele coordonate cilin-

drice:
1) Ml(r:470: g,ZZQ),
2) My(r =6,0 = %T,z: 1);
3) M3(r=1,0=30°z=3)

80 Determinati coordonatele sferice si cilindrice ale punctelor cu urmatoarele coordonate
carteziene:
1) Mi(3,3,0);
2) My(1,—1,/2);
3) M3(2,1,-2).

81 Exprimati ecuatiile urmatoare, date in coordonate cilindrice, cu ajutorul coordo-
natelor carteziene:

1) z = r*cos 260;

2) z = r’sin 26,

3) z= rcos(% —0).

82 Exprimati ecuatiile urmatoare, date in coordonate sferice, cu ajutorul coordonatelor
carteziene:
1) r?sin2¢p cosf = 1;
2) r2sin? p cos 20 = 1;

3) r = sinycos .
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83 Fie cubul ABCDA'B'C'D' de latura [. Determinati coordonatele sferice ale punctelor
O (centrul cubului), C, C" in raport cu reperul (A; AB, AD, AA").

84 Precizati natura multimilor exprimate in coordonate sferice prin ecuatiile urmatoare:
1) r=rg, 10 > 0;

2) ¢ = o, @o € [0,7];
3) 0 =6y, by €[0,27].

85 Precizati natura multimilor exprimate in coordonate cilindrice prin ecuatiile urmatoare:
1) r=rg, 10 > 0;
2) 0 =0y, by € [0,27];
3) z =29, 20 € R.

86 Precizati natura multimilor exprimate in coordonate sferice prin relatiile urmatoare:

T
Nr=2 p=—:
)r=2,¢ 3
Nr=20=~—:
S
Np=—-.60=_.
) @ o 3

87 Exprimati ecuatiile urmatoare, date in coordonate carteziene, cu ajutorul coordo-
natelor sferice si cilindrice:

1) 2® +y* = 4;

2) 22 4+ y* + 2% = 4;

3) 2 +y*— 22 =0.
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ROTATII SI TRANSLATII

88 Se considera in plan vectorul v = 7" — 27 Determinati imaginile obtinute in urma
translatiei de vector v a

1) punctului M(1,—2);

2) dreptei (d) : 2z +y = 0.

89 Se considera in spatiu vectorul v = i+ 7 + k. Determinati imaginile obtinute in urma
translatiei de vector v a

1) punctului M(1,2,3);

2) dreptei (d) : vol_y=2 2_3;

1 1 1
3) planului (P) :z+y —2z=0.

90 1) Precizati coordonatele punctului M’ obtinut prin rotatia lui M (1,2) cu 30° in jurul
originii in sens direct trigonometric.
2) Reperul R(O;7,7) se rotegte cu 30° in jurul originii in sens direct trigonometric.

Precizati noile coordonate ale punctului M (1,2).

91 Se considera punctele A(1,0) si B(2,3). Rotim segmentul AB in jurul punctului A,
in sens trigonometric, cu un unghi . Aflati coordonatele imaginii B’ a lui B prin aceasta
rotatie, In fiecare din cazurile

1) o =90°  2) = 120°.

92 Se considera punctele A(1,0) si B(2,3). Fie A’, B’ imaginile acestor puncte printr-o
rotatie in jurul originii O, de unghi 60°, in sens trigonometric. Determinati ecuatia dreptei
A'B'.

93 Se considera AABC, unde A(1,0), B(—1,0), C(0,v/3). Determinati imaginile varfurilor
triunghiului in urma rotatiilor

1) in jurul lui A, in sens invers trigonometric, cu 120°;

2) in jurul centrului de greutate G al triunghiului, in sens invers trigonometric, cu
120°.
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CONICE PE ECUATII REDUSE
CERCUL

94 Precizati ecuatia cercului in fiecare dintre cazurile urmatoare:
1) Centrul cercului este in C'(—4,3) si cercul trece prin origine.
2) Punctele A(—3,2), B(5, —4) sunt extremitatile unui diametru.
3) Centrul cercului este in C(1,2), iar dreapta (d) : x +y+1 = 0 este tangenta la cerc.
4) Cercul trece prin punctele A(2,2), B(0,1), C(1,0).

95 Precizati pozitia lui A(—2,1) fata de cercurile
1) (Ch):a® +y* =8;
2) (o) : (z+1)*+ (y—2)* =2
3) (C3) : 22 +y? — 6z + 4y — 17 = 0.

96 Fie cercurile (C}) : 2? +y* +2x 42y —2 =0, (Cy) : 2® + y* — 4z — 6y + 4 = 0.
1) Demonstrati ca (Cy), (C5) sunt tangente exterior si precizati coordonatele punctului
de tangenta.

2) Determinati ecuatia tangentei comune la cele doua cercuri in punctul de intersectjie.

97 Fie cercul (C}) : 22 + y? + 4z — 6y + 17 = 0.
1) Determinati centrul si raza cercului.

2) Determinati ecuatia diametrului perpendicular pe dreapta (d) : 2x — 3y + 5 = 0.

98 Precizati pozitia dreptei fata de cerc in fiecare din cazurile urmatoare.
) (dy):x+2y+2=0,(Cy): 2?2 +y*+6x — 4y +9 = 0;
2) (da) 2z —2y—5=0, (Cy) : 2> +y*> =5;
3) (d3): 2z —y+13=0, (C3) : 2> +y*> — 8xr + 2y + 11 = 0.

99 Precizati ecuatia tangentei la cercurile urmatoare in punctele specificate.

P
1) (Ch) : (x —2)* + (y + 3)* = 25, A(6,0);
2) (C) : (x 4+ 1)+ (y — 2)? = 100, B(7,8).

100 1) Precizati ecuatia tangentei in A(6,2) la cercul (C) : (z —2)? + (y + 1)? = 25.
2) Precizati ecuatia tangentei din B(—1,6) la cercul (Cy) : 2% — 2z + y* — 19 = 0.

101 Fie cercul de ecuatie (C}) : 22 + y* — 10x + 2y + 6 = 0.
1) Precizati ecuatia parametrica a cercului.
2) Determinati ecuatiile tangentelor paralele cu dreapta (d;) : 2z —y +5 = 0.
3) Determinati ecuatiile tangentelor perpendiculare pe dreapta (ds) :  + 2y + 6 = 0.
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102 Demonstrati ca dreapta (d) : —z + Ty + 12 = 0 este secanta cercului (C) : (z—1)*+

(y — 2)? = 25 si precizati coordonatele punctelor de intersectie.

103 Determinati ecuatiile tangentelor la cercul (C) : 2% + y* — 2z + 10y — 74 = 0 care
sunt paralele cu dreapta (d) : x + 2y — 3 = 0.

104 Ardtati c& din punctul M(4,2) nu se pot duce tangente la cercul (C) : 2% + y? —
10z +2y +1=0.

ELIPSA

105 Precizati ecuatia elipsei (raportata la axele de simetrie) determinata de
1) Focarele F'(4,0), F'(—4,0) si semiaxa mare a = 5.
2) Punctele M (4,3) si N(2,6).
3) Distanta focala 8 gi semiaxa mica b = 3.
)

4) Semiaxa mare 20 si excentricitatea 0.6.

106 Fie elipsa (F) : 422 4+ 9y* = 324.
1) Determinati semiaxele elipsei, distanta focala, excentricitatea i ecuatiile direc-
toarelor.
2) Determinati punctele elipsei a caror abscisa este 8 precum si razele focale ale aces-
tora.

3) Demonstrati ca din M (2,2) nu se pot duce tangente la elipsa.

3
107 Fie elipsa (F) : 22 + 4y* = 4 i punctele M(1, \/7_), N(2,2).

1) Determinati ecuatiile tangentei si normalei la elipsa in M.
2) Determinati ecuatiile tangentelor la elipsa din N gi lungimea coardei determinate

de punctele de contact ale acestora cu elipsa.

108 Determinati pozitia dreptei fata de elipsa in fiecare din cazurile urmatoare
1) (dy) iz —y—3=0; (Ey): 2* + 3y* = 2T;
2) (dy) : —=Hx +2y — 9= 0; (Ey) : 922 + 5y* = 45.

109 Fie elipsa (F) : 4% + 9y? = 324. Determinati lungimea diametrului care trece prin
M (3,2).

2 2

110 Daca ecuatia tangentei intr-un punct M al unei elipse (E) @ — + L este

a? b
(d) : 2z + 3y + 1 = 0, precizati ecuatia tangentei in punctul M’ diametral opus lui M.



15

2 2
111 Demonstrati ca dreapta (d) : y = ma + n este tangenta elipsei (£) : x_2 + ‘1;—2 =1
a
dacd n? = b* + a*m?.

112 Demonstrati ca locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente perpen-
2 2
x
diculare la elipsa (E) : — + 3;_2 = 1 este cercul cu centrul in origine si raza R = va? + b?
a

(cercul ortoptic sau cercul lui Monge asociat elipsei).

113 Determinati ecuatia canonica a elipsei care este tangenta dreptelor (d;) : —4x+y+
13=0, (dy) : =bx +4y —25=0.

114 Demonstrati ca produsul distantelor de la focarele unei elipse la o tangenta variabila

este constant.

115 Daca M este un punct variabil pe o elipsa de focare F' si F’ i centru O, aratati ca

suma MF - MF' + MO? este constanta.

HIPERBOLA

116 Precizati ecuatia hiperbolei (raportata la axele de simetrie) determinata de
1) Distanta dintre varfuri 10 si distanta focala 15.
2) Punctul M(5,2) si distanta dintre varfuri 8.

4) Punctul M (3,4); hiperbola este echilatera.

)
) 3
3) Distanta focala 10 si ecuatiile asimptotelor y = j:Zx.
)
5) Distanta focala 10 si excentricitatea 1.25.

117 Fie hiperbola (H) : 92% — 16y*> — 144 = 0. Determinati semiaxele sale, distanta

focala, varfurile, asimptotele si ecuatiile directoarelor.

118 O hiperbola trece prin M (4,1) iar unghiul format de asimptotele sale este de 60°.

Determinati ecuatia canonica a hiperbolei.

2,2
119 Demonstrati ca dreapta (d) : y = max+n este tangenta hiperbolei (H) : — — L

2 2,2 2 a? b2
daca n® = a*m~- — b-.

120 Demonstrati ca locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente perpen-
2 2
x
diculare la hiperbola (H) : — — Y1 este
a’>  b?
1) Cercul cu centrul in origine si de raza R = v/a? — b? (cercul ortoptic sau cercul lui

Monge asociat hiperbolei), daca a > b.
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2) Originea O, daca a = b.
3) Multimea vida, daca a < b.

Interpretati geometric ultimele doua situatii.

121 Determinati ecuatiile tangentelor la hiperbola (H) : 36z — 25y* = 900 paralele cu
dreapta (d) : 2z —y +2 = 0.

122 Determinati ecuatia hiperbolei care este tangenta dreptei (d) : —2z + 3y —8 =0 in
A(5,6).

123 Fie hiperbola (H) : 4z — 9y? = 144.
1) Precizati semiaxele hiperbolei, distanta focala, varfurile si asimptotele.
2) Demonstrati ca din M (8, 1) nu se pot duce tangente la hiperbola.
3) Precizati ecuatiile tangentelor duse din N (0, 3) la hiperbola.

124 Daca M este un punct variabil pe o hiperbola de focare F', F’ si centru O, aratati
ca diferenta MF - MF' — MO? este constanta.

125 Demonstrati ca produsul distantelor de la un punct arbitrar al hiperbolei (H) :

22 a2b?
il 1 la asimptotele acesteia este constant, egal cu Pl
PARABOLA

126 Precizati ecuatia parabolei (raportata la axele de simetrie) determinata de
1) Distanta de la focar la varf egala cu 6.
2) Punctul M(3,6).
3) Focarul F'(3,0).

127 Determinati pe parabola (P) : 4> = 12z punctele de raza focald egald cu 10.

128 Fie parabola (P) : y* = 8x. Determinati razele focale ale punctelor M, N de pe

parabola cu abscisa 1, respectiv ordonata 4.

129 Demonstrati c& dreapta (d) : y = mx + n este tangentd parabolei (P) : y* = 2px
daci n = 2.
2m

130 Demonstrati ca locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente perpen-

diculare la parabola (P) : y? = 2px este directoarea parabolei.
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131 Se considerd parabola (P) : y* = 2px si dreapta (d) : y = a.
1) Demonstrati ca dreapta intersecteaza parabola intr-un singur punct.

2) Este dreapta (d) tangenta parabolei?

2

132 Determinati ecuatiile tangentelor duse din M (4, 3) la parabola (P) : y* = 2.

133 Precizati punctele de pe parabola (P) : 4> = 2z in care tangenta este paraleld cu
dreapta (d) : v — 2y + 3 = 0.

134 Determinati punctele de intersectie ale dreptei (d) : © —y — 3 = 0 cu parabola

(P) : y* = 4x i precizati ecuatiile tangentelor la parabold in punctele de intersectjie.

135 Determinati ecuatia canonica a unei parabole daca tangenta paralela cu dreapta
(d) : —x 4+ 3y + 2 = 0 trece prin M(3,4).
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CONICE PE ECUATII GENERALE

136 Aduceti la forma canonica si reprezentati grafic conicele
1) 622 — dzy + 9y* — 4o — 32y — 6 = 0;
2) 522 + 8xy + H5y? — 18z — 18y + 0 = 0;
3) 3z — day — 2w + 4y — 3 = 0;

4) 322 + 4xy + 122 + 16y — 36 = 0;

5) xy + x + 2y = 0;

6) 42?2 — dzy + y* + 2z — 6y + 1 = 0;

7) 2% + 2xy + y* — 3w + 3y — 18 = 0;

8) 222 + day + 2y* — Tow — Ty + 3 = 0;

9) =322 + bay + 2y* + 162 + 3y — 5= 0;
10) 22 + 2y* — 6z + 4y + 12 = 0.
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SFERA

137 Precizati ecuatia sferei in fiecare dintre cazurile urmatoare
1) Sfera trece prin A(2,—1, —3) si are centrul in C(3,2, —1).
2) Sfera are centrul in C'(1,2,2) si este tangenta la planul (P) : 2z +y + 22 — 5 = 0.
3) Punctele A(2,2,3), B(6,4,7) sunt extremitatile unui diametru.
)

4) Sfera trece prin punctele A(2,3,1), B(1,1,5), C(3,6,7), D(3,2,1).

138 Precizati pozitia planului fata de sfera in fiecare din cazurile urmatoare
1) (P):6z+4y+32—2=0,(5):(z—1)*+(y—1)2+(2—2)*=9;
2) (P): 2043y —62—1=0, (S9) : (x =12+ (y+ 1>+ (2 — 2)? = 4;
3)(P3):3x—y+22+5=0,(53): (z—3)*+(y—2?+(2+1)?=1.

139 Determinati ecuatia sferei cu centrul in C'(4,5,2) stiind ca sfera () : 2% +y* + 22 —

4x — 12y + 36 = 0 este tangenta interior la sfera cautata.

140 Fie sfera (S) : 2? + y? + 22 + 4z + 6y + 82 — 35 = 0.
1) Precizati centrul si raza sferei (.5).
2) Precizati ecuatiile parametrice ale sferei (S).
3) Aratati ca A(8,—6,0) este exterior sferei si precizati ecuatia sferei cu centrul in A

tangenta la (.59).

141 Fie sfera (S) : 2 +y* +2° —6x +2y+ 2 — 11 =0.
1) Precizati centrul gi raza sferei.

2) Precizati ecuatiile diametrului perpendicular pe planul (P) : —z + 5y + 2z — 9 = 0.

142 Fie sfera (S) tangenta in M (4, 3,2) la planul (P;) : z+y+2+9 = 0, al carui centru
O se afla in planul (P,) : bz —4y + 72z — 14 = 0.
1) Precizati ecuatia normalei in M la planul (P) si justificati ca ea contine centrul O
al sferei.
2) Determinati coordonatele lui O.
3) Determinati distanta de la O la (P;).

4) Precizati ecuatia sferei (5).

143 Determinati ecuatia planului (P) tangent sferei (S) : (z—1)2+(y+2)*+(2—3)* = 14
in punctul A(3,1,2).
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144 Determinati ecuatiile planelor tangente sferei (S) : (x+1)*+(y—2)?+ (2 +2)* = 16

care sunt paralele cu planul (P) : 3z — 4y = 2.

145 Fie sfera (S) : 22 + y* 4+ 2 — 4z + 2y — 62+ 8 = 0.

1) Precizati centrul si raza sferei (5).
-1 —1
2) Precizati punctele de intersectie ale dreptei (d) : xT = % _

cu sfera (.5)
folosind eventual ecuatiile parametrice ale lui (d).

3) Precizati ecuatiile planelor tangente la sfera in punctele determinate anterior.

146 Fie planul (P) : x4+ 2y +2z+4 =0.
1) Determinati ecuatile parametrice ale normalei la (P) in punctul A(2,1,—4).

2) Determinati ecuatiile sferelor de raza R = 2 tangente planului (P) in punctul A.

147 Precizati ecuatia planului care contine intersectia sferelor (S;) : (z —1)*+ (y —2)*+
(z+3)2=16, (S2) : (z+ 1)+ (y —1)? + (2 — 2)* = 0.
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CUADRICE PE ECUATII REDUSE

2 2 2
148 Determinati curbele de intersectie ale elipsoidului (F) : % + ?1J— + ZZ —1=0cu
axele de coordonate.
149 Precizati natura curbelor
ng R ;
22 = a? +y? z =2
3) ; 4)
z=2 z=3
22 2 2
150 Precizati ecuatiile planelor paralele cu xOy care taie elipsoidul (£) : %+§+Z =1
dupa o elipsa cu distanta focala 6.
2?2 2
151 Determinati punctele de intersectie ale elipsoidului (F) : T + 3 + 6~ 1=0cu

2 6 -4
dreaptau(d):x—i_2 :y+3 :Z2 .

2 2
152 Determinati punctele de intersectie ale paraboloidului eliptic (PE) : % + yz =2z

cu dreapta (d) : g = % = %

153 Determinati valoarea lui m pentru care planul (P) : 2z —y+2z—m = 0 este tangent
2 2
paraboloidului eliptic (PFE) : 5 + yz = 2z. Pentru acest m, determinati coordonatele

punctului de tangenta.

IQ

9

154 Determinati ecuatia planului (P) tangent la paraboloidul hiperbolic (PH) :
2
yz = 2z care este paralel cu planul (P}) :z—y+2—1=0.

2 2
155 Determinati distanta de la paraboloidul eliptic (PE) : % + yz = 2z la planul
(P):x—y—22+1=0.

156 Precizati in ce conditii normala in orice punct al unui elipsoid trece prin centrul

acestuia.
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TEORIA SUPRAFETELOR

157 Fie suprafata (S) data parametric prin

r=u*+v+3
(S) y:uz—v+1

Z =Uuv

1) Determinati ecuatia normalei la (S) si a planului tangent la (S) in A(u = 1,v = 0).
Este acest plan paralel cu planul (P) — z +y — z + 4 = 07 Dar perpendicular pe acesta?
2) Sa se arate ca
2a) Curbele de coordonate u = k sunt drepte.

2b) Curba u = v de pe suprafata () este curba plana.

158 Determinati ecuatia planului tangent si ecuatia normalei in punctele precizate la
urmatoarele suprafete
T = ue’
1) (Sl) Sy Yy =ue? in A(Q, 2, O),
z = 4uv
2) (S2):z=2*+1>n B(1,2,9);
3) (S3): 2?4+ 2wy +y? + 4wz + 22+ 22 + 4y — 62 +8=01n C(0,0,2).

159 Determinati ecuatia planului tangent si ecuatia normalei la (S) in M, pentru
r=u-+v
D(S):Sy=u—v ,Mo(u=2v=1);
Z = uv
2) (S): 2z =5x%+ 4y — 3, My(1,0,2);
3) (Ss) : 7= (14 uv)T+ (u+ u0) ]+ (u® + udv)k, My(3,3,3).
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CURBE IN SPATIU

2t3
2
160 Fie curba (C') data parametric prin (C) : y(t) = 3t +¢ »t € Rgidreapta
2
2(t) = €
y+z—1=0
(d) :
r—2=0

1) Determinati un vector director al dreptei (d).
2) Determinati punctele de pe curba (C') in care planul normal este paralel cu (d).

3) In punctele obtinute mai sus, precizati ecuatia planului normal si tangentei.

161 Fie curba (C) data prin ecuatia vectoriala (C') : 7= Int 7+ 2t7+ 2k, t > 0.
1) Determinati lungimea arcului AB de pe curba (C'), unde A(0,2,1), B(In2,4,4).
2) Determinati ecuatia planului osculator si a binormalei in A.
3) Aratati ca normala principala in orice punct de pe curba este paralela cu planul

(P):x+2z=0.

162 Fie curba (C) data parametric prin y(t) = elsint
2(t) =e %
1) Determinati ecuatia planului osculator si a binormalei in My(tp = 0). Este acest
plan paralel cu planul (P) : 2x + y + 2z = 1?7 Dar perpendicular pe acesta?

2) Determinati punctele de pe curba (C) in care tangenta este paraleld cu dreapta
r—3 y+1 244
(d) - = = —.
1 1 2

163 Determinati ecuatiile tangentei si planului normal la curbele date mai jos in punctele

precizate
1) (C) : 7 = 2cost 7'+ 2sintj+ 4tk in Mo(to = %).

P -y +246=0
2) (C) : Y in My(—1, -2, —1).
r—y*+224+6=0
164 Fie curba (C) : 7(t) = (2t — 1)i + 37+ (1 — t2)k.
1) Sa se determine punctele de pe curba (C') in care planul osculator este perpendicular
pe planul (P) : 7Tz — 12y + 52z — 3 = 0.

2) In punctele obtinute mai sus, sa se scrie ecuatiile binormalei.
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2 =2az

165 Fie curba (C) : ,a>0,b>0. Reprezentati aceasta curba parametric.

y? = 2bz

166 In fiecare dintre cazurile de mai jos, sa se arate ca (C) este o curba plana si sa se

determine ecuatia planului curbei.
1) (C): 7(t) = (2 = 1)i+ 3] + Intk, t € R;
2) (C) : 7(t) = (283 + )T+ (2 — 20T+ (P +t — 1)k, t € R.

167 Determinati punctele curbei de ecuatii parametrice y(t) =t

: r+y=1
normalele sunt perpendiculare pe dreapta (d) :
qr —z=2

in care bi-
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PROBLEME DE SINTEZA

168 Fie a, be V3 necoliniari.
1) Calculati H(J +l;) X (d— l;) Hin functie de H(Y X I;H si interpretati geometric rezultatul.
2) Calculati HEL’—}— 5H2 + Ho_i — 5”2 in functie de HEL’Hz + HEHQ si interpretati geometric

rezultatul.
169 Demonstrati ci (@ x b,b x &,¢x @) = (a,b,0)2, Va,b,c € Vs

170 Fie G centrul de greutate al AABC si fie Ay, By, C proiectiile punctelor A, B, C
pe o dreaptd arbitrar care trece prin G. Demonstrati ¢& AA; + BB; + CC; = 0.

171 Fie M, N, P, Q, R, S mijloacele laturilor consecutive ale hexagonului ABCDFEF.
Daca RN? = M@Q? + PS?, demonstrati ca MQ L PS.

172 In tetraedrul ABC'D, medianele din A ale triunghiurilor ABC', ABD si ACD sunt
perpendiculare doua cate doua. Demonstrati ca AB = AC = AD.

173 1) Aratati ca M;(3,5,2), Ms(4,8,6), M3(5,11,10) sunt coliniare gi precizati ecuatia
dreptei determinate de ele.
2) Aratati ca A(2,-2,3), B(6,2,—3), C(3,1,4), D(4,0,0) sunt coplanare si precizati

ecuatia planului determinat de ele.

174 Fie A(3,1,5), B(7,3,1), C(5,5,3).
1) Este AABC dreptunghic? Dar isoscel?
2) Determinati ecuatia laturii AB si a medianei AM.
3) Precizati aria AABC.
) —

—_— =
4) Determinati (AB, BC,CA).

175 Fie A(1,-2,1), B(2,1, —1), C(3,2,6).
—_—  —
1) Determinati AB x AC.
2) Demonstrati ca A, B, C' nu sunt coliniare gi precizati aria AABC.
3) Precizati un vector perpendicular pe planul (ABC).
)

4) Verificati ci | AB + AC|* + | AB — AC||* = 2(||AB|* + ||AC|*).

176 Fie ABCDA B'C'D’ un cub de latura 1. Determinati distanta dintre dreptele AC’

si BD, punand in evidenta perpendiculara comuna.
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177 Determinati ecuatia dreptei care trece prin A(1,2,2) si este paralela cu planele
(P):20—y+32—1=0sgi (P):3x+2y—2+4=0.

178 Se considera cercurile (C}) : 22 +y*+8x—6y+15 = 0; (Cy) : 22 +y*—2x+4y—15 = 0;
(C3) : 2%+ y* — 10z — 4y + 25 = 0.
1) Determinati multimea punctelor M din plan cu proprietatea ca tangentele duse din
M la (CY) si la (Cy) sunt congruente.

2) Aflati punctul M din care se pot duce tangente congruente la cele trei cercuri.

2 2
8

179 Se considera hiperbola (H) : % - yz = 1 si punctul sau M (5, 5) Tangenta in M

la hiperbola taie asimptotele in punctele B, respectiv C'. Demonstrati ca M este mijlocul

segmentului BC.

180 Fie sfera (S) : 2% + y* 4+ 22 — 6z + 4y — 10z — 62 = 0.
1) Precizati centrul si raza sferei S.
2) Aratati ca A(—2,4, —3) este exterior sferei si precizati ecuatia sferei (S7) cu centrul
in A tangenta la ().

3) Precizati coordonatele punctului de tangenta a sferelor (.S) si (S1).

r—2 y+1

181 Determinati ecuatiile planelor care contin dreapta (d) : 3 5

49
108"

= —z gl sunt

1
tangente sferei (S) : 2 + y* + (2 + 5)2



