1 Fie A€ M, »(R), m <n. Sa se arate ca det(AA") =0

Solutie
Consideram matricea B € M,, ,(R) care se obtine din A prin adaugarea a n —m coloane

formate din zerouri. Atunci AA* = BB, iar det B = det B' = 0, de unde concluzia.

Solutie alternativa
Se observa ca AA" € M, ,(R), iar rang(AA*) < min(rang A, rang A*) < m < n. De aici,
det(AA") = 0.

0 3 -1
2 Determinati inversa matricei A= 1 1 0 1
1 -1 0
Solutie
0 3-1100
Matricea extinsa va i A = [ 1 0 10 10 |. Prin operatii elementare cu linii
1-1 0001
obtinem
0 3-1100 1 0 1010
Ly—Iy Lhy=L3—IL,
1 0 1010} ——|0 3-1100]|——
1 -1 0001 1 -1 0001
1 0 10 160 10 10 10
Li=L3+1Ly Li=L14+3L,
o 3-11 00— 03 -11 00| ——
4 1
0-1-10-11 00-33—-11
10 05 3 / \ 10 05 1 3 L
Ly=L3—3 Lo s 3 3 h=1Ls
03-11 00| ———103 0% 5 —5|—
4 1 41
00—-335—-11 00-335 -1 1
to ot b2\ o fro0 1t
1 ol 1 _1 Ly=—14ls 010 L1 _1
1041 1| T/ — 11 71|
4 1 13 _3
11 3
44 1
Atunci A~ = : 12
13 3
414 "1



a—1 1 a a—?2
3 Aflati a € R astfel incat matricea A = 1 2a —1 a+3 | sa aiba

—a+34a—-—1 —a—2 a+38
rangul maxim.

Solutie
Rangul unei matrice nu se modifica daca se efectueaza operatii elementare cu linii sau

coloane. La linia Ly adunam L; + (—2)Ls; obtinem matricea

a—1 1 aa—2

A = 12 —-1a+3 |,
0 0 O 0
cu rangd’ = rangA. Insi rangul maxim al lui A’ este 2 si deoarece minorul A =
1 a
= 5 ) = —2a% — 1 este strict negativ pentru orice a € R, obtinem ci rangA’ =
a JE—

=2, (V)a € R, deci rang A =2, (V)a € R.
4 Fiea,bc,d €R a.i. a®> +b*+ 2 +d*#0. Sd se rezolve sistemul:

ar —by —cz—dt =0
bx +ay —dz+ct= 0
cx+dy+az—bt =0 '
dr —cy+bz+at= 0

Solutie
Sistemul este omogen si vom arata in continuare ca are determinantul nenul, deci admite

numai solutia banala.

a —b —c —d
Notim A= | 2 ¢4 ¢
¢c d a —b
d —c b a
Este cunoscut ci det A = det A* = [det A]2 = det A - det A* = det(A - A"). Insi
a —b —c —d a b ¢ d
oA — b a —d ¢ . b a d —c _
¢c d a —b —c—d a b
d—c b a —d ¢ —-b a



a2+ +cE+d* 0 0 0

1o a2+ b0+ +d* 0 0

1o 0 A2+ +AE+d? 0 ’
0 0 0 a® + b+ + d?

deci det(A - AY) = (a® + b2 + 2 + d?)%, adica det A = (a® + b* + ¢ + d?)% # 0.

T] + 219 =4
5 Rezolvati sistemul ¢ 19 — 25 =10 .
r1+2x3 =4
Solutie
12 04
Matricea extinsa a sistemului este A= | 01 —1 0
10 24

Prin operatii elementare cu linii obtinem

12 04 1 2 04 12 04
Lé=L3—L1 Lé=L3+2L2
orT-10}——]0 1 -10]—]01-10
10 24 0-2 20 00 00
. e . . .. . T1+ 229 =4 .
Sistemul initial are deci aceleasi solutii cu sistemul 0 care este simplu
Lo — T3 =

nedeterminat, cu solutia (4 — 2¢,¢,t), t € R.

ZE1+$2+ZE3—I’4: 1
Ty — T3+ x4 = —1
6 Rezolvati sistemul 2 ’ !
31’1 + 6513'3 — 61‘4 =6

—.Z‘2+133—2ZL’4:1

Solutie
1 1 1-1 1

0 1-1 1-1
3 0 6 -6 6
0-1 1-1 1

Matricea extinsa a sistemului este A =



Prin operatii elementare cu linii obtinem

Sistemul initial are aceleasi solutii cu sistemul {

1 1 1-1 1 1 1 1-1 1

0 1 -1 1-1]| r=r3-31, 0 1 -1 1 -1 | r4y=r3+3L,
_ _

3 0 6 -6 6 0-3 3-3 3

0-1 1-1 1 0-1 1-1 1

1 1 1-1 1 11 1-1 1

0 1 -1 1-1| =4+, | 01T -1 1 —1
_

0o 0 0 0 O 00 0 0 O

0-1 1-1 1 00 0 0 O

ZL‘1+CL’2+IE3—ZE4:1

, care este dublu

l’g—l‘3+$4:—1

nedeterminat, cu solutia (2 — 2t; + 2ty, —1 + t; — to,t1,1s), t1,t5 € R.

7 Sa se cerceteze care din urmdtoarele submultimi ale lui R® sunt subspatii liniare ale

acestuia tn raport cu operatiile obisnuite de adunare a vectorilor si inmultire a vectorilor

cu scalari:

6) S

X1
X2

X3

g

X2

Z3
xq
4]
I3
T

T2

T3
T1
X2
T3
x1

X2

xs3

€ R?;

€ R3;

€ R3;

€ R3;

€ R3;

€ R3;

3 =10 p;

r3=15;

201 + 3x9 — 43 =0 » ;

201 + 3x0 — 43 =1

$1+SE2+3§'§:0 ;

Pt ai+ai=05;




T
7) S, = o | ERY 2?2 — 23 — 23 =0
T3
Solutie
T Y1
) Fiea,feR,a=| oo |, y=| v | €S1. Atunci x3 = y3 = 0, prin urmare
T3 Y3
axy + Py oz + By
ar+PBy=| are+ Py | = | axs+ Py | €51,
azs + Bys 0

deci S; este subspatiu liniar al lui R3.

1 Y1
2)Fiex=| a9 |, y=1] 1o | € S2. Atunci z3 = y3 = 1, adica
L3 Y3
1+ T1+
r+y= |22+ | =| z2+u2 | €52
T3+ Y3 2
deci S, nu este subspatiu liniar al lui R3.
T Y1
3) Fiea,f e R,z = | a5 |, y= |y | € 535 Atunci 22y + 32y — 4a3 = 0 si
T3 Y3
2y1 + 3y — 4ys = 0, iar
oy + By
ar+ Py = | axs+Pys |
axs + Bys

cu 2(axy + fy1) + 3(axe + By2) —4(axs + Bys) = a(2x1 +3x2 — 4x3) + 5(2y1 + 3y — dys) =
=0, deci ax + By € Ss, adicd S3 este subspatiu liniar al lui R3.

4) Se rationeaza ca la punctul 2), obtinandu-se ca Sy nu este subspatiu liniar al lui
R3.

-1 0 —1
5) Fie x = 0 |l,y=| -1 | €S5. Atunciz+y=| —1 | ¢ S5, deci S5 nu este
1 1 2

subspatiu liniar al lui R3.



0
6) Se observa ca Sg = 0 este subspatiu liniar al lui R? (subspatiul nul).
1 2
NNFiex=10|,y=]|1| €S, Atunciz+y= 1|1 | ¢ S, deci S; nu este
1 0 1

subspatiu liniar al lui R3.

8 Fie Fiop = {f; f:]a,b] — R} multimea functiilor definite pe intervalul [a,b] cu valori
reale. Care din urmatoarele mulfimi sunt subspatii liniare ale lut Fiqy), inzestrate cu

operatiile de adunare a functiilor si de inmulfire a acestora cu scalari ?

1 = {f € Floy; [ marginitd pe [a,b]} ;
={f € Fay; flz) >0 (Y)z € [a,b]};

Ay
2) A
A = {f € Flay; f continua pe [a, b]} ;
5
6
7
8
9

3

W

Ay = {f € Fiap; f integrabila Riemann pe [a, b]} :

ot

= {f € Fly; fla)=0};
= {f € Fuy; fla)=1};
= {f € Flay; [ strict monotona pe [a,b]} ;

6

\]

8
9
10) Ay = {f € Flay; [ injectiva};
11) Ay = {f € Floy; [ surjectiva};
12) Ay = {f € Floy; f bijectivd}.

= {f € Fjuy; [ monoton crescitoare pe [a,b]};

)
)
)
)
) A
) A
) A
) A
) A

= {f € Flap; f monotona pe [a,b]} ;

Solutie
1) Fie f1, fo € A1sia, 8 € R. Atunci exista My, My € Rald. |fi(z)| < My, |fo(z)] < Mo,
(V)z € [a,b] §i deci |afi(z) + Bfa(z)| < |a|My + |B|Msy (Y)x € [a,b]. De aici, afi + Bf2
este marginita si prin urmare A; este subspatiu liniar al Iui Fj, ).
2) Fie f € Ay sia € R, a < 0. Atunci af(z) <0, (V)z € [a,b], deci af ¢ As si Ay
nu este subspatiu liniar al lui Fi,p).
3) Fie f1, fo € A3 si o, 5 € R. Atunci af; + B f2 este continua, deci afy + B f2 € As i

As este subspatiu liniar al lui Fi, .



4) Se demonstreaza analog, folosindu-se proprietatile functiilor integrabile

Riemann, ca Ay este subspatiu liniar al lui Fi, .

5) Fie fi, fo € A5 si o, 8 € R. Atunci (af) + Gfz2)(a) = afi(a) + Bfa(a) = 0, deci
afi + Bfy € As i A este subspatiu liniar al lui Fi, ).

6) Fie f € Ag. Atunci (2f)(a) = 2, deci 2f ¢ Ag si Ag nu este subspatiu liniar al lui
Fla -

7) Fie f € A7. Atunci —f € A; 51 f+ (—f) = 0. Deoarece o functie constanta nu este
strict monotona, f + (—f) ¢ A7 si A7 nu este subspatiu liniar al lui Fj,).

8) Fie f € Ag. Atunci (—1) - f este monoton crescatoare, deci (—1)f ¢ Ag si Ag nu
este subspatiu liniar al Iui Fj, .

9) Fie f17f2 € F[a,b]:

2a + b ( a -+ 2b
0, a, 3 07 T e |a, 3
filz) = si fa(z) = :
2 b : 2b
-1, z € ot ,b] 2,$€(a+ ,b]
\

Atunci fi, fo € Ag deoarece f; monoton descrescatoare, iar f, monoton crescatoare.
(

0 . 2a + b
T € |a
7 Y 3 |
20+ b 2b]
Dar (f1 + fo)(z) = ¢ —1, x € ( a;— , a—iz—)) , deci f1 + fo nu este monotona, adica
2% ]
1, x € a—; , 0

\ _
fi+ fa & Ag. Rezulta de aici ca Ag nu este subspatiu liniar al lui F, .
10) Daca f este injectiva, atunci gi —f este injectiva. Dar f + (—f) = 0 nu este

injectiva, deci Ao nu este subspatiu liniar al lui Fj, .
Analog proceddm pentru a arata ca Ay si Ay nu sunt subspatii liniare ale lui Fi, .
9 Fie (V,+,) spatiu liniar peste corpul I' (I' putind fi R sau C). Dacd z1,x,...
o Ty €V osunt lintar independenti, sa se studieze liniara independenta a sistemelor de

vectors:

D) Si={a1=214+x, ag =204+ x3, ..., Qo1 = Tp1 + Ty, Ay =Ty + T1};

2) So={a1 =21 — T2, g =Tg — T3, ..., Qp_1 = Tp_1 — Tp, Uy = Ty — T1};

3) S3:{CL1:£IZ‘1, aQ:;zzl—i—:cz, cee an:x1+...+xn}_
Solutie

1) Fie ay, an, ..., ap € T astfel ca aya; + agas + -+ - + aa, = 0.



Atunci oq (1 + x2) + as(xe + 23) + -+ + @1 (Tp1 + xn) + an(z, + 1) = 0, adica
(o + ar)xy + (o + ag)rs + -+ + (ap_1 + ap)z, = 0. Dar zy,x9,...,2, sunt liniar
independenti, deci

a, +a; =0

Oél—f—OCQIO

Sistemul liniar de mai sus are determinantul D = 1+ (—1)""!. Daca n impar, D # 0, deci

sistemul are solutia unica oy = as =--- = a,, =0 i a1, as, ..., a, liniar independent;i.
Daca n par, D = 0, deci sistemul are gi solutii nebanale si deci aq,as,...,a, liniar
dependent;.

2) Se rationeaza analog, obtinandu-se ca S liniar dependent.

3) Se rationeaza analog, obtinandu-se ca S3 liniar independent.

Solutie alternativa

Fie X = span{zy,zs,...,2,} = {a1x1 +asxo+- - -+ a,xp, a1, s, ..., q, € I'} subspatiul
liniar generat de sistemul de vectori S = {z1,x9,...,2,}, care este o baza in acest
subspatiu. In raport cu aceasta baza, matricele de componente ale sistemelor de vec-

tori S, S, S3 sunt respectiv

10... 01 1 0... 0-1 11...11

11...00 -1 1... 0 O 01...11

01...00 0O-1... 0 0 00...11
Alz ,AQZ ,A3:

00 10 1 0 00 11

00...11 0O 0... -1 1 00...01

Se observa ca det A; = 1, printr-o relatie de recurenta dedusa prin dezvoltare dupa
ultima coloana, iar det A3 = 1 deoarece A3 este matrice diagonala. Prin adunarea tuturor
coloanelor la ultima, det Ay, = 0. De aici, S; si S3 sunt liniar independente, iar Sy este
liniar dependent, deoarece rang A; = rang A3 = n, iar rang Ay < n, n reprezentand aici

numarul de vectori din fiecare sistem.

10 Sa se studieze liniara independenta a sistemelor de vectori:
S ={n=X2—-X+1, vu=X2+7X — 1, v3 =6X + 5} in Ry[X];
2) So={v=X3+X?—1, =X+ X+1, v3=X>— X?—2X — 3} in Ry[X];



3) 532{111=(2 O), 112:(1 1), U3:<1 1)}5”M2,2(R)5
01 02 20
02 21 11 —-11

Solutie
1) Ry[X] este multimea polinoamelor din R[X] de grad cel mult 2, care este spatiu liniar
in raport cu adunarea polinoamelor gi inmultirea acestora cu scalari reali. Baza canonica

in Ry[X] este B = {1, X, X?}. Matricea componentelor lui Sj, in raport cu aceasta baza

este
1 —-15
A= -1 76
1 10

Deoarece det A; # 0, rangA; = 3 i 5] este liniar independent.

2) Matricea componentelor lui Sy in raport cu baza canonica din R3[X] este

—-11 -3

01 -2
AQZ

11 -1

10 1

Se observa ca rangA,; = 2, §i atunci Sy este liniar dependent.

3) Baza canonica in M;3(R) este

10 01 00 00
B =< En = , Bg = , By = , Bop = :
00 00 10 01

Matricea componentelor lui S3 in raport cu aceasta baza este

211
010
002
120

Ay =

Deoarece rangA = 3, S5 este liniar independent.

4) Matricea componentelor lui Sy in raport cu baza canonica din M;»(R) este

112 2

012 1
Ay =

021 -1

211 1
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Deoarece det Ay # 0, rangAy = 4 §i Sy este liniar independent.

11 Sa se determine o baza a spatiului liniar generat de urmatoarele mulfimi de vectori
din R* :

1 2 2 2
1 3 1 4
]-) Sl_ U = , U2 = , Ug = , Vg = ;
2 1 1 4
{ 1 1 0 3
( 1 2 1 1
0 3 3 -3
2) SQ— V1 = , Uy = , U3 = , Ug = )
1 1 -1 -3
L 2 1 -3 7
( 1 2 3 4
1 3 1 1
3) Sz = v = y U2 = , U3 = y Vg =
1 6 0 2
{ 1 4 2 4
Solutie

In raport cu baza canonica in R*, sistemele de vectori S;, S», S5 au respectiv matricele

de componente

1222 1 2 1 1 1234
A — 1314 A= 0 3 3 -3 A= 1311
2114 1 1-1-3 1602
1103 2 —-1-3 7 1424
122
Atunci rangA; = 3, un minor principal fiind A = | 1 3 1 |. Spatiul liniar generat de S; are
211
dimensiunea 3, o baza in acest spatiu fiind By = {vy,v9,v3}. De asemenea, rangA,; = 2,
123
cu minorul principal A = ‘ , iar rangA3 = 3, cu minorul principal A=1]13 1. O
160

baza in spatiul liniar generat de Sy este By = {v1, v}, iar o baza in spatiul liniar generat
de Sg este B3 = {Ul,UQ,Ug}.

12 Sa se demonstreze printr-un rafionament imediat ca urmatoarele sisteme de vectori

nu sunt baze in spatiile liniare mentionate:
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1 1
S i=mn=|21],umw=|1 in R3;
0 2
\
(
1 1
2) So=qui=|2|,v=1]uvu=]3],wu=|4 in R3;
0 2
\
12 10 11
3) S3 =43V = , U = , U3 = m MQQ(R);
01 12 02

4) 54:{'1}1 = 1+X, Vo = 1+X2} ZA’IZRQ{X]

Solutie
Este cunoscut c¢d dimR? = 3, dim Ms5(R) = 4, dim Ry[X]| = 3. Sistemele respective de
vectori nu sunt baze in spatiile liniare mentionate intrucat nu contin un numar de vectori

egal cu dimensiunea acelor spatii.

13 Fie Py, Py, Ps,..., P, € R,[X] astfel ca grad P, = i (V) i = 0,n. Demonstrali cd
{Py, P1,...,P,} este o baza in R,[X].

Solutie
Presupunem ca (3) (A;),—g astfel ca Z \iP, = 0, sifie Py, Py, ... P, functiile polinomiale
i=0
asociate polinoamelor Py, Py, ..., P,. Atunci Z )\1151@) =0 (V) zeR.
i=0
Derivand de n ori relatia de mai sus obtinem ca A, - n! - a,, = 0, unde a,, este

n—1

coeficientul termenului dominant al lui P,, deci A, = 0 gi atunci Z VR p,(a:) = 0.

i=0
Continuand asemanator obtinem A\g = A\; = --- =\, = 0, deci {P, Py,..., P,} este
liniar independent in R,[X]. Cum acest sistem contine un numar de elemente egal cu

dimensiunea lui R, [X], el este baza in acest spatiu.

14 Sa se arate ca urmatoarele sisteme de vectori sunt baze in R, [X]:
1) By={1,1+xz,1+2%...,1+2"}
2) By={l,1+z,1+z+2% ..., 1+z+..+2"}

Solutie

1) Matricea componentelor lui By in raport cu baza canonica este
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111 1
010...0

A = € M1 pnt1(R).
000...1

Deoarece A; este matrice triunghiulara, determinantul sau este produsul elementelor
de pe diagonala principala, deci det A; # 0. De aici rezulta ca Bj este baza in R,,[X].
2) Rezulta analog, tindnd seama ca matricea componentelor lui By in raport cu baza

canonica este

111...1

011...1

Ay=1001 1

000 1
15 Fie S,(R) = {A € M,,(R); A" = A} ¢ A,(R) = {A € M,.(R);
At = — A} multimea matricelor de tip (n,n) simetrice (respectiv antisimetrice) cu ele-

mentele numere reale. Sa se arate ca:

1) S,(R) si A, (R) sunt subspatii liniare reale ale lui M, ,(R);

2) Sn(R) N An(R) = {On};

3) Orice matrice din M, ,(R) poate fi scrisa in mod unic sub forma B = Ay + As, cu
A € Su(R) si Ay € A, (R);

1
4) S,(R) are dimensiunea nint+1) peste R;
-1
5) A, (R) are dimensiunea nn — 1) peste R.
Solutie
1) Fie Aj, Ay € S,(R), o, 3 € R. Atunci (aA; + Ay = oAl + BAL = oAy + (A,
deci aA; 4+ Ay € Sy(R), si S,(R) este subspatiu liniar al lui M, ,(R). In mod analog se

demonstreaza ca si A,(R) este subspatiu liniar.
2) Fie A € S,(R) N A,(R). Deoarece A € S,(R), A" = A, iar deoarece A €
A,(R), A* = —A. Combinand aceste relatii rezulta ca A = O,,. Este evident ca O,, €

€ Sn(R) N Ap(R).

¢ Y
3) Fie A € M, ,(R). Notim B — -2 A-4

5 C = - Atunci

B (A+At>t_ Al + (A AY+ A
= (=5 -

= = B,
2 2




13
deci B € S,(R), iar

_AtN\ ! t t\t t
Ct:(A A):A Ay _A-A_ .

2 2 2

deci C' € A,(R). Se observa imediat ca A = B + C.
Reciproc, fie A = B+ C, cu B € S,(R) si C € A,(R). Atunci A" = B* + C* =
= B — C. Rezolvand sistemul matriceal cu necunoscutele B si C' astfel obtinut, gasim
A+ A A— A ..
B = 5 C = , deci scrierea sub forma A = B+ C, B € S,(R), C € A,(R)

este unica.

4) Orice matrice simetrica este determinata unic de elementele de pe diagonala prin-
cipala si de deasupra diagonalei principale, care functioneaza ca parametri independent;i.
n(n+1)

Se obtine ca dim S,, = —

5) Analog, orice matrice antisimetrica are elementele de pe diagonala principala egale
cu 0 si este unic determinata de elementele de deasupra diagonalei principale. Se obtine
n(n—1
ci dimA = "1,
2
16 Fie Vi, Vs subspatii lintare ale unui spatiu lintar V- cu dimV; = dimVy = 6 gt dimV =

10. Care este cea mai mica valoare posibild a lui dim(V; NV3) 2

Solutie
Deoarece V| + V4 subspatiu liniar al lui V', dim(V; + V) < dimV = 10. Dar dimV; +
dimV, = dim(V; + V3) + dim(V; N V3), deci

dim(V; NV,) =12 — dim(V; + V3) > 2.
Cea mai mica valoare posibila este 2.

17 Sd se determine o bazd in subspatiul lui R* definit de solutiile sistemului liniar omogen

{2.’]}'1+2$2— T3 — .’13'4:0

x|+ .I‘2—2ZL'3—2.T4:0

si sa se completeze la o bazd in R*.

Solutie

) ) . T + a9 =0 .
Sistemul dat este echivalent cu sistemul , cu solutiile xy = —ty, o = 14,
x3 + x4 =0

T3 = —to, T4 = lg, t1,t2 € R.
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—t
. .. . 31 . “a .
Spatiul de solutii este deci V' = . : 11,15 € R 3 | iar o baza in acest spatiu este
—l2
to
-1 0
1 : D .-
B = o | . Matricea componentelor lui B in raport cu baza canonica
0 1
-1 0
1 : . : VR
este A = 01| Matricea sistemului completat va trebui sa aiba rangul 4. O
0 1
solutie posibila este
—1 1 0
1 0 1 0
Bcompletaté = ) ) )
0 -1 0 1
1 0 1
( )
1 1
. 0 1 1 o '
18 Fie B’ = N O T . Sa se arate ca B’ este baza in R™ gi sa se
0 0 1
\ J
U1
(%) . y o
calculeze coordonatele unui vector v = | in aceasta baza.
Un

Solutie

Matricea componentelor vectorilor din B’ in raport cu baza canonica este

11...1

01...1
AZS&B/:
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cudet A =1 0. Atunci rangA = n gi B’ este liniar independent. Continand un numar

de vectori egal cu dimensiunea spatiului R", B’ este baza in R".

Fie aq, o, ..., a, coordonatele vectorului v in aceasta baza. Atunci este satisfacuta
egalitatea
1 1 1 U1
0 1 1 Vo
al ] + a2 ) + e + an . e
0 0 1 Up,
si deci
o + ae + ...+ ay = U
Qo + ... + Qp = Vo
a, = U,

Acest sistem liniar are solutia unica

Q1 =V — V2, Qg =V —U3,... ,Qp_1 = Up_1 — Up, Qp = Up.

Solutie alternativa
a1

&2
Vectorul o = _ al coordonatelor lui v in noua baza va fi

(%1

1 U2

Q= o p

Un

19 Sa se arate ca sistemul

wfa(b0) 4= (1) - (1) - ()

12

este o baza in Myo(R) si sa se exprime coordonatele matricei M = <3 A

> in raport cu

aceasta bazd.
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Solutie

Matricea componentelor vectorilor din B’ in raport cu baza canonica din Ms5(R) este

1001
1100
0111
0110

A=Spp =

cudet A =140, deci rangA = 4, adica B’ este baza in Ms»(R).
Fie a1, ao, asz, ay coordonatele matricei M in raport cu baza B’. Atunci este sat-

isfacuta egalitatea
11 01 00 10 12
(6731 + Qo + a3 + oy = ,
00 11 11 10 3 4

(1/1+O{4:]_

deci

o1+ oag =2
g+ a3 =4
042+C¥3+Oé4:3

Sistemul de mai sus are solutia unica

061:2, 04220, ()é3:4, 054:—1.

Solutie alternativa

Deoarece vectorul coordonatelor matricei A in baza canonica este v = , vectorul

=W NN =

coordonatelor in baza B’ este w = A~ w.

20 Fie sistemele de vectori

( 3\

1 —1 1
Bl = U1 = 5 , U2 = 1 , Us = 9 ;
2 2
\ Vs
( )
1 2
B2 - wy = 1 , Wo = , W3 =
1 1
\ J
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1) Sa se demonstreze cd By $i By sunt baze in R3.

2) Sa se determine matricea de trecere de la baza By la baza Bs.

Solutie
1) Matricea componentelor lui B; in raport cu baza canonicd a lui R3 este
1 —-11
Ay =S = | 5 19 |, iar matricea componentelor lui By in raport cu baza ca-
2 20
123
nonicd a lui R? este Ay = Spp, = | 1 1 3 |. Deoarece det A; # 0, det Ay # 0, atunci
112
rangA; = 3, rangA, = 3, deci B;, B, sunt baze in R3,
2) Vom face trecerea de la By la B, prin intermediul bazei canonice. Matricea de
trecere de la B la baza canonica este A;', iar matricea de trecere de la baza canonici la

Bs este As. Se obtine ca matricea de trecere de la By la B; este AgAl_l.

1
21 Determinati o bazd B = {e}, €}, e} in R3 in raport cu care vectorul v = | 2 | sd
3
aiba respectiv coordonatele 0,1, 2.
Solutie
Daca A este matricea componentelor lui B in raport cu baza canonica, atunci trebuie sa
0 1 0 1
aiba loc egalitatea | 1 | =A7'| 2 | ,deciA| 1 | = | 2 | . Evident, aceasta ecuatie
2 3 2 3
010
matriceald nu are solutie unica. O solutie posibild este A= [ 0 0 il)) (gasirea solutiei
01 2

revine la rezolvarea unui sistem nedeterminat). De aici, o baza cu proprietatea cautata

este

1
0
3
2
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2 1
22 Determinati o bazd in R3 in raport cu care vectoriivy, = | 1 |, va=| 2 |, v3 =
1 1
1
1 | sa aiba respectiv coordonatele 1,0,1; 1,1,0; 0,1, 1.
2
Solutie
Au loc egalitatile
2 1 0 1
ol=A1]1|,|1|=4a"|2],]1]|=4"]1
1 1 0 1 1 2

(unde A este matricea componentelor bazei B in raport cu baza canonica), care se pot

211 110
rescrie sub forma A™'M = C, unde M = | 121 |,iar C = | 011 |. Atunci
112 101

A= MC™!, de unde se obtine imediat baza cautata.

23 Sa se arate ca multimea

a ¢ b
X=qAeM3R);; A= ca—-bec |, abceR
b ¢ «a

este subspatiu liniar al lui M3 3(R). Sa se precizeze dimensiunea sa peste R gi o baza in

X. Sd se arate ca X este izomorf ca spativ liniar cu R? si sd se precizeze izomorfismul.

Solutie
a ¢ b
Notam o matrice de forma ca—>bc cu Agpe. Daca a,b,c,a1,b1,c1,0,
b ¢ a

B € R, atunci adype + BAuprer = AcatBarabt8bactfe, € X, deci X este subspatiu

liniar al lui M53(R). Dimensiunea sa peste R este 3, o baza in X fiind

100 0 01 010
B = 010],(0-101],]101
001 1 00 010
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(deoarece A depinde in mod esential de parametrii a, b, ¢, o baza se poate obtine dand
pe rand cate unui parametru valoarea 1 si celorlalti parametri valoarea 0). Izomorfismul

cautat asociaza fiecarei matrici vectorul ordonat al parametrilor de care depinde, adica

a ¢ b a
T ca—>bc =
b ¢ a c

24 Sa se arate ca aplicatia T : R™ — R™ definita prin

x1 X 1
X2 X2 X2

T —A (V)2 = € R",
x’l’b xn x’l’b

unde A € M, ,(R), este izomorfism de spatii liniare peste I' (I' putand fi R sau C) daca
st numai daca det A # 0.

Solutie
Y1
. . I - Y e
" =" T izomorfism, deci T bijectiv, adica (V)y = .2 € R" exista z =
Yn
X
x2 . .
= ) € R™ astfel ca y = Tx si acest x este unic.
x?’l

X1 (7 T hn
T x
"o 7 la 2 43 Y2 4. |a 2 43 Y2 _
i Tn Un ] i H Un |
T n T n
To Y2 Hp) Y2

=aA| | +BA| | =o' | | +8T

Tn Yn T Yn
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deci T este un operator liniar. Mai ramane deci sa demonstram ca T este bijectiv, adica

Vy =

Intr-adevir, det A = 0, deci existd A~ si Vyy e R", z

U1 T

Y2 .o T2
€ R"” exista z =

Yn Tn

concluzie, T' este izomorfism.

€ R™ astfel ca Tz = y si acesta este unic.

A7y, deci T este bijectiv. In

25 Sa se determine care din urmatoarele aplicatit sunt izomorfisme de spatii liniare:

1) T:

‘R” R, 4[X], T

I
T2
R* —- R, T =21+ T2+ + Ty
I
T Tn
T Ty
R* —-R", T .2 = ) ! ;
e T
M, ,(R) — R, T(A) =TrA4,

21 21
Z9 0
(Cn — (Cn’ T i - y
Zn 0
zZ1
21
Z9
n n+1 2 .
Cr-C T = A I
Zn
Zn
0
a1

as

Qn

=a+ag+ - +a, X"
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I T

T2 T2
NT:R'*—=RY T = ;

T3 —T3

Ty —Ty

11 Tr1+a

L9 To+a
) T:R*—-RY T = , a € R;

T3 T3+ a

Ty T4+ a

T x?

T2 .732

2

9T :R'*-RY T = )

T3 X3

T4 22

Solutie
1) Se observa ca dimgR" = n, dimgR = 1, deci 7" nu poate fi izomorfism de spatii liniare

deoarece spatiul de plecare si spatiul de sosire au dimensiuni diferite.

T1 Ty 00...0...1
by T 00...1...0

1| Pl =Al | cud= . Cum det A = +1 £ 0, T
v, v, 10...0...0

este izomorfism de spatii liniare, conform rezultatului problemei anterioare.

3) Se observa ca dimgM,, ,(R) = n?, dimgR = 1, deci T’ nu este izomorfism liniar.

100...0
. 000...0

4) T se poate scrie sub forma Tz = Az, cu A = . Deoarece det A = 0,
000 0

T nu este izomorfism liniar.

5) Se observa c& dim ¢ C" = n, dim ¢ C"™' = n + 1, deci T nu este izomorfism liniar.
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aq b1
a3 by
6) Fievy =1 = [,vu=]| = | s apfeR Atunci

an b,
aaq ﬁbl aaq + 5b1
aa b aas + (b

T(avi + Bvs) =T '2 N ﬁ.z 7 2.52 _

Ay, ﬁbn ady, + ﬁbn

= oa; + ﬁbl + (Oéag + 5b2)X 4+ 4+ (aa1 + ﬂbl)anl _
=a(am+aX+ - +aX" )+l + X+ b, X" =
= aT'vy + BTy,

deci T este operator liniar. Bijectivitatea lui 7" este imediata. Rezulta de aici ca 7' este

izomorfism de spatii liniare.

10 0 O
. 01 0 0
7) T se poate scrie sub forma Tx = Az, cu A = 00 -1 ol Deoarece det A =
00 0 -1
1 # 0, T este izomorfism de spatii liniare.
T Y1
x
8) Fie x = y= P21 Atunci
T3 Y3
L4 Ya
Tty t+a T+ a Y1 t+a a
To + Y2+ a T2+ a +a a
T@ry=| """ =™ +| % - 7
T3+ yYs+a T3+ a Yys +a a
Tyt Ys+a Ty +a Ys+a a
a
a
deci T(x +y) = Te + Ty — . Rezulta de aici ca daca a # 0, atunci 7" nu este
a
a

izomorfism de spatii liniare. Daca a = 0 atunci 7" = 14, deci T" izomorfism.



23

36

9) Se observa ca T ,lar T 3

o O O N
oS O O =
o O O N
o O O O

#+ 3T , deci T nu este izomorfism de spatii liniare, nefiind liniar.

o O O N

26 Sd se determine valorile lui a,b € R pentru care aplicatia (-,-) : R* x R?* — R definitd

x T
(( 1) ) <y1>> = 11y + ax1y2 + brays + T2ys, (V) ( 1) ) <y1> € R?
1) Y2 X2 Y2

este un produs scalar pe R?.

pTIN

Solutie

T (3)) -0+ (0))
o () )0 )

X T
(( ) | ( )) = o+ 2amym 4 a3 = (o1 o)’ + (1= a¥)a

Rezulta deci ((axg) ) <a:v2>> = (1 —a?)z2 (V) 22 € R i, conform axiomei de pozitivi-

—_

T T
tate a produsului scalar, a € (—1,1). Pentru a = b € (—1,1) se verifica usor ca (-,-) este

un produs scalar.
27 Sd se demonstreze cd aplicatiile (-,-) : R? x R? — R definite prin:

X
1) B . = 4x1y1 — 22y1 + dT2Yo;
€2 Y2

x
2) ' ) o = 4x1y1 — T2y1 — T1Y2 + STy + 1;
X2 Y2

x
3) Y. o = 11y — 411y + T2l
X2 Y2
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x
pentru (V) ( 1) : <y1> € R2, nu sunt produse scalare pe R2.
L2 Y2

Solutie

1) Se observa ca o , n = 4x1y1 — x2y1 + dT2Y9; h ) o =
T2 Y2 Y2 T2

= dy171 — Y21 + DY xo.

“ EURVE . . T 1 .Y 0
Nu este indeplinita axioma de simetrie pentru = si = .
L2 0 Y2 1

2) Fie a € R. Avem atunci

T
a 1 ; h — 4ax1y1 — 4ax2y1 — 4@.1'1’!/2 + 5@1‘23/2 + 1;
T2 Y2
T
a ", 4 = daxy1 — 4axay; — 4axiys + daxays + a.
o) Y2

Nu este indeplinita axioma de omogenitate pentru a # 1.

3) <($1> : <y1)> =2} — 4z 29 + 735 = (11 — 229)? — 322
T2 Y2

T 2
Nu este indeplinita axioma de pozitivitate pentru ( 1) = (1) .
T

28 Fie (X, (-,-)) spatiu euclidian peste corpul I', I' = R sau C. Sa se demonstreze ca
(@ +y,x+y)"? < (2,0)" + (y,9)"? Vg e X
(inegalitatea Minkowski).

Solutie

Sa observam ca (z + v,z +vy) = (x,2) + (z,y9) + (y,z) + (y,y) = (z,z) + 2Re(x, y)+
+(y,y) < (x,2)+2|(x,y)|+(y,y), (V) z,y € X. Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakowski-
Schwartz rezultd ca (z + y,z + y) < (z,2) + 2(z,2)2(y,9)"? + (y,y) =

= [(z,2)"? + (y,y)"/?]?, de unde obtinem inegalitatea ceruti.

29 Fie x1,To,...,Tp S Y1,Y2,---,Yn € R. Sa se demonstreze ca
n 2 n n n n n
D (Sow) < (Sa) (Su2): 2 [Ewrwrs T[Tt
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Solutie

Este cunoscut ca R™ este spatiu euclidian real in raport cu produsul scalar (-, -) : R™ x
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R" — R definit prin

Uy U1
Uz V2 -
. ) . = E U; Vg,
: i=1
Up, Un

numit produsul scalar uzual pe R”. Inegalitatile 1) si 2) sunt atunci consecinte directe

ale inegalitatilor Cauchy-Buniakowski-Schwartz, respectiv Minkowski.

30 Fie (X,(+,-)) un spatiu euclidian real si x,y € X. Sa se demonstreze cd urmatoarele

afirmatii sunt echivalente:

D (zy) =0 2) le+yll=llz—yl; 3) llz+yl*= [l + lyll*

Solutie

1) < 2) Utilizand proprietétile produsului scalar se obtine ca ||z + y||*> — ||z — y||* =
=@ty r+y)—(z—y,x—y) =4z,y), st deci lz +y[| = |lz — y[| & (z,y) =0.
1) & 3) [z +ylP = llz* = vl = (@ +y,2 +y) — (z,2) - (y,9) = 2(z,y), si deci
|z +y||> = ||z|* + |y]|* & (x,y) = 0. Afirmatiile 1) si 3) sunt deci echivalente.

In concluzie, afirmatiile 1), 2) si 3) sunt echivalente, ceea ce trebuia demonstrat.

31 Determinati o bazd ortonormald in raport cu produsul scalar wzual in R* in spatiul

liniar al solutiilor sistemului

r—2y+z+t=0
20 4+y—2z—1t=0 '

Solutie
3 4 3
Rezolvand sistemul obtinem ca x = gz + gt, Yy = SZ + gt. O baza in spatiul solutiilor
¢ /3 1\
51 [5
4 3
sistemului este deci B = 51,15 = {x1,22} (vectorii din aceasta baza se obtin
1 0
\ O 1 J
pentru (z,t) = (1,0), respectiv (z,t) = (0,1)). Ortogonalizam aceasta baza prin procedeul
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Gram-Schmidt. Atunci

3 i

s 50

4 9

2 o, —
fi=ai=|5|, lAll=V2 f2=$2—%f1= 25
3

10

0 1

O baza ortonormala in spatiul sistemului considerat este deci By = { ho }

[N

32 Determinati valorile proprii si subspatiile proprii corespunzatoare pentru urmatoarele

matrice
32 0 3 -1 1 0 -1 -1
) Ai=1]112 -1 2) Ay=1| -1 5 -1 3) A3=1] -1 0 -1
12 2 1 -1 3 -1 -1 0

Sunt aceste matrice diagonalizabile ¢

Solutie

1) Polinomul caracteristic al lui A; este
P(\) = det(M3 — Ay) = (A —2)*(\ = 3).

Valorile proprii ale lui A; sunt A\; = Ay = 2, A3 = 3. Rezolvand ecuatia

32 0 T T
12 -1 i) =2 )
12 2 T3 s
obtinem ca
a
S(2) = 20 |;a€eR
a
«
In mod analog demonstriim ci S(3) = 0f; aeR
a
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2) Polinomul caracteristic al lui As este
P(\) =det(A3 — Ag) = (A —2)(A = 3)(A —6).

Valorile proprii ale lui Ay sunt A\ = 2, Ay = 3, A3 = 6. Rezolvand ecuatia

3 -1 1 T T
-1 5 -1 Lo | =2 | a9
1 -1 3 T3 x3
obtinem ca
«
S(2) = 0 |;aeR
—
o o
gl analog S(3) = al; aeR3; S(6)= —2a|; aeR
« !

3) Polinomul caracteristic al lui A; este

P(A\) = det(M3 — As) = (A — 1)2(A +2).

Valorile proprii ale lui As sunt A\ = Ay = 1, A3 = —2, iar subspatiile proprii corespunza-
toare sunt
«
S(1) = B |, aBeRy,
—a—f
respectiv
a
S(—2) = al, o, R
a
32 0
A; =112 —1 | nu este diagonalizabila, deoarece dim S(2) = 1 # n(2).
12 2
3 -1 1
As=| =1 5 —1 | este diagonalizabila, valorile proprii ale sale fiind simple. Se obtine
1 -1 3
11 1 200
cd Ay =SDS™ 1 cu S = 01 -2]siD=]1030

-11 1 006
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0 -1 -1
Az = -1 0 -1 este diagonalizabila, deoarece dimS(1) = 2 = n(l) si
-1 -1 0
1 01
dimS(=2) = 1 = n(-2). Se obtine cda A = SDS™!, cu S = 0 11|, D=
-1 -11
10 0
01 0
00 -2

33 Fie A\, A2, ..., A\, € C, n € N*. Sa se demonstreze ca exista A € M, ,(C) ale carei

valori proprii sunt A, Aa, ..., Ap.
Solutie
Fie
/\1 a1 ... QAip
A— 0 )\2 ... Qop
0 0 An
Atunci
)\ — )\1 —Qa12 ... —Q1n
0 A — /\2 N —Qagp
det(A\, — A) = ) =A=A)A=X)...(A= ),
0 0 ... A=\,

si deci polinomul caracteristic P(\) = det(Al,, — A) are radacinile Ay, A, ..., \,.

34 Fie A € M, ,,(C). Demonstrati ca A si A* au acelasi polinom caracteristic (deci si

aceleasgi valori proprii).

Solutie
det(A, — A) = det(A, — A)" = det((\,,)" — A") = det(A], — A?), deci A si A* au acelasi

polinom caracteristic.

35 Fie A€ M, ,(C), iar A1, A, ..., A\, valorile sale proprii. Sa se arate ca
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Solutie
A — a;pr —Qig2 ... —A1n
. —as A — Ao ... —a9on o o R
Fie P(\) = det(A\,, — A) = ‘ . Observam ca, dezvoltand
—an1 —Aap2 ... A — QApn

determinantul, termeni ce contin \*~! pot apare doar din dezvoltarea produsului (A —
a1)(A—ag) ... (A—an,), celelalte produse continand expresii avand gradul cel mult n —2
in A. Evident, termenul liber este P(0) = det(—A) si deci

PA) = A" — (a1 + a1g + -+ Qpp)N"F + - + det(—A).
Atunci, conform relatiilor lui Viéte,

AL+ A2+t Ay =an +az t o Qg
)\1)\2--->\n = (-1)” det(—A) = det A.

36 Determinati P(A) = A* — 843 +13A% — 6A, unde A este matricea

10 0 1

01 0 O
A—

00 1 -2

10 -2 5

Solutie
Polinomul caracteristic al lui A este P(\) = det(Al; — A) = A — 8\% + 13)\% — 6.
Conform teoremei Cayley-Hamilton, P(A) = 0.

5 8 16
37 Cercetati daca matricea A = 4 1 8 | este diagonalizabila si, in caz afirma-
—4 —4 —11

tiv, determinati forma sa diagonald. Calculati A™, n € N* si A~

Solutie

Calculam polinomul caracteristic P(\) al matricei A

A—5 -8 —16
P(\) =det(Ms—A)=| =4 A—1 —8 |=N+5)\2+3\-9=
4 4 A+11

=A=1)(\+3)2
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Rezolvand ecuatia

5 8 16 T Ty
4 1 8 T - o | »
—4 —4 —11 XT3 T3
—2a
obtinem ca S(1) = —a , v € R.
a
Rezolvand ecuatia
5 8 16 T z1
4 1 8 To =-3 To |
—4 —4 —11 T3 T3
—a—20
obtinem ca S(—3) = o a,f € R. Deoarece dimS(1) = n(1) = 1,

dim S(—=3) = n(— 2, matrlcea A este diagonalizabila. Forma sa diagonala este

-2 -1 =2 1 0 0
A=SDS 1t cuS=1] -1 D=10-3 0

1 0 0 -3
1 0 0
1
Atunci A" =510 (—3)” 0 Sl ijar A'=9510 3 0 s
1
0 0 (=3 00 —=
3
12 1
38 Aratati ca matricea A = 2 0 —2 | nu este diagonalizabila.
—-12 3
Solutie
Calculam polinomul caracteristic al matricei A
A—1 -2 -1
PO =det(AMz —A)=| =2 XA A+2] =X =4\ +4) = \(A - 2)2
1 —-2X-3

De aici, valorile proprii ale matricei A sunt Ay = 0 si Ay = 2, cu multiplicitati algebrice
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n(0) = 1, respectiv n(2) = 2. Rezolvand ecuatia

12 1 T T
A=1 20 =2 ||z]|=2]2],
-1 2 3 XT3 T3

obtinem ca xy = t, x9 = 0, x3 = t, t € R. Multiplicitatea geometrica a valorii proprii
Ay = 2 este dim S(2) = 1, strict mai mica decat multiplicitatea algebrica n(2) = 2, deci

A nu este diagonalizabila.

39 Determinati A € M;3(R) care are valorile proprit Ay = 3, Ay = =2, A3 = 1, cu
-3 -2 —6
vectorit proprii respectivxe; = | 2 |, x2=| 1 |, z1=1]| 3 |.
1 0 1
Solutie
-3 -2 —6
Scrierea matricei A sub form& diagonald este A = SDS™! cu S = 2 1 31,
1 0 1
300 16 —18
D=0 -20]|.Seobtineca A=1]10 9
0 01 24 1

40 Sa se determine care din urmatoarele aplicatii sunt operatori liniari:

X1 T+ a
DT :RE—=RE Ty | g | = | 2a+a |, aeR¥
T3 T3+ a
T axry
)Ty R =R Th|l 2o | =] azy |, a €R;
T3 ars
T x
3) T; - R3 — RS, T; To = To ;
T3 x2

4) Ty : My, (R) = M, ,(R), TyX = CX,unde C € M, ,(R);

b
5) Ts : C([a,b]) = R, T5f :/ f(z) dzx;
6) TG : Ol([a7b]) - C([a7b])7 T6f = f,~
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Solutie
L1 Y1

Fiex=| a2y | y=| v |, B €R. Atunci

T3 Y3
ary + By +a a(l —a —f)
Ti(az + By) = | axa+ fya+a | =aTiw+ Ty + | a(l —a—p)
azs + fys +a a(l —a—p)

Cum a € R*, se obtine ca T (ax + By) # aTix + Ty pentru o + [ # 1, deci T} nu este

operator liniar.

I n
2)Fiexa=| a9 |,y=| 1 |, o f€cR. Atunci
T3 Ys
a(axy + Byr) aqry afy
Th(ax + By) = | alazs+ Byz) | = | aaxy | + | aBys | = oThx + (Thy,
a(axs + Bys) acrs afBys

deci T; este operator liniar.

) Fiex=1 2o |,y=| v |, B €R. Atunci

Tilax+By) = | aza+Py: | =

x1 Y1 0
=al|lz | +0 v |+ =
23 v3 z3(a® — a) + y5(8* — B) + 208w3ys
0
= alzx + STy + 0

r3(a® — o) + y3(8° — B) + 208z5y;
Pentrua =g =223 =ys =1, Ts3(ax+ Py) # aTs3z + 13y, deci T nu este operator
liniar.
4) Fie A,B € M,,(R), o, € R. Atunci Ty(aA + B) = C(aA + B) =
= aCA+ CB = oT,A+ T4B, deci T este operator liniar.
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Folosind proprietatile integralei Riemann, respectiv ale operatiei de derivare, deducem

ca Ty si Ty sunt operatori liniari.

1
41 Fie T : R? — R3 un operator liniar cu proprietatea cd T(( 5 )) =10, tar
1
-1 . -1
T =11 |. Calculati T .
-1 1
1
Solutie
. A —1 . . Ly |
Exprimam mai intai vectorul v = . cu ajutorul vectorilor v; = Si vy =
-1
1)
Fie v = aqv; + agvs, cu ag, a3 € R. Atunci ag — as = —1 si 2a;7 — s = 1, de unde

a; =281 ag = 3 si v =2v; + 3vy. De aici,

1 1 )
To=TQ2uv; +3vg) =2Tv1 +3Tv, =2 0 | +3| 1 | =
1
42 Fie V' un spatiu liniar tridimensional $i B = {e1,es,e3} 0 bazd in V. Determi-
natt operatorul liniar T : V. — V' cu proprietatea ca Tey = 2e; — ex + e3, Tey =
= 3e; +eg — 2e3, Tes = ey + e3.
Solutie
2 31
Matricea asociata lui T in raport cu baza Beste A= | —1 1 0
1 -21
1 T 2r1 + 315 + 23
AtunciT | 29 | =A| 290 | = | =21+ 22+ 23
T3 T3 r1 — 29 + 23

43 Fie operatorul liniar T : Ry[X| — Rs[X] a carui matrice in raport cu perechea de baze
210
: . . 321 o
canonice din Ro[X], respectiv R3[X], este A = 039 | Determinati T(2+ X +3X?).

103



34

Solutie
Vectorul de coordonate al lui v = 2+ X +3X? in raport cu baza canonica din Ry[X] este
2
vy = | 1 |. Atunci vectorul de coordonate (Tw); al lui T'v in raport cu baza canonica din
3
5 5
R3[X]este (Tv);=A] 1 | = H . Se obtine de aici c&d Tv = 5+ 11X +9X?+11X3.
5 9
11

T+ To
x
x
44 Fie T : R® — R* definit prin Tx = s ,dacdz = | zy | €R3.
T+ 23
x3
T2

1) Sa se demonstreze ca T este un operator liniar §i sa se precizeze matricea sa asociatd

in raport cu perechea de baze canonice din R3, respectiv R*:;
2) Sa se determine nucleul si imaginea operatorului T’

3) Sa se verifice ca dim N(T') + dimIm T = 3;

0
4) Sa se determine T(S) si o baza in T(S), S = {:17|x =|al,abec R};.

Solutie

Fiex=| a2y |,y=| v |, @B €R. Au loc egalitatile

T3 Y3
(xy + By1) + (awy + By2) T+ T Y1+ Yo
axs + T
T(ar + By) = 3+ Oy =a s 13 Ya _
(a1 + Byr) + (axs + Bys) T+ a3 Y1+ Y3
axy + Bya T Yo
= olx+ [Ty,

deci T este liniar.
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Matricea asociatd lui T in raport cu perechea de baze canonice in R3, respectiv R?,

110
001 o
este A = . Conform definitiei, Tx = Ax.
101
010
2) Din definitia nucleului unui operator liniar, N(T) = {z € R*|Tx = 0}. Fie
1+ To
T
xr = | 2o | astfel incat Tz = 0. Rezulta de aici ca s =0, deci 1 = 29 =
T+ T3
T3
o)

=23 =05 x = 0. Obtinem deci ca N(T') = {0} deci dim N(T") = 0.

Din definitia imaginii unui operator liniar,

T+ T2
T
ImT = 2 | 21, 9,23 € R 3. Se observa ca dimIm7T = 3, o baza in Im T
T+ 23
X2
1 1 0
) 0 0 1 ) . ) .
fiind B = nE o | ) (fiecare dintre parametrii independenti x1, 2, x5 ia
0 1 0

pe rand valoarea 1, in timp ce ceilalti iau valoarea 0). Din teorema rangului, dim N(7T") 4+

dimIm T = 3, ceea ce rezolva punctul 3).

To 1 0
0 1
4) T(5) = { T agas € R}, 0 baza in T(S) fiind B = { N }
T3
) 1 0

45 Sa se studieze care dintre urmatoarele functii sunt forme liniare pe spatiile consider-

ate:
T
DT R SR, Ty |z | =23+ a3;
€3
T
2) Ty : R3 =R, Th | o | = €™ + 229;

€3



36

T
T2

T3

T
T2

T3

21
22
zZ3
21
29

Z3

= T1%9 + Tox3 + 173,

=T+ To + T3

= Re(z1 + 22 + 23);

:Zl+22+23+1;

(R) = R, T7(A) = Tr A4,
(R) = R, Tg(A) = det A.

1

=4#£2=2T,]0 ], deci T} nu este forma liniara.

3) T3:R3—>R, T3
4) T4IR3—>R, T4
5) T5ZC3—>C, T5
6) T62C3—>C, TG
7) T7 . Mn,n
8) Ts : My,
Solutie
1
1) T 1210
0
1
2) 51210
0
1
3) 51211
1
T n
DI |z |+ |0
I3 Ys
T1
=Ty | | 22 + 1Ty
Zs3
x1
T4 (0% )

X3

0

1
=e?#£2e=2T, | 0|, deci T; nu este forma liniara.

0
1

=12#6=2T5| 1|, deci T3 nu este forma liniara.

1

=1+ + ety t+ast+ys = (T1+zo+x3)+ (Y1 +y2 +ys) =

Y1
Y2
Ys

X T

= ax + ary + ars = o) T (V)a € R, | 2y | € R3, deci Ty

T3 I3
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este forma liniara.

i 7

5)T5 i ]0 =—1;T]10| =0, deci Ts nu este forma liniara.
0 0
1 1

6) 761210 =3;T 0| =2, deci Ty nu este forma liniara.
0 0

7) Este cunoscut ca Tr(A + B) = TrA + TrB si Tr(ed) = aTr A, (V)A,B €
€ M,,(R) si (V)a € R, deci T7 este forma liniara.

8) Deoarece det(aA) = a"det A (V)A € M, ,(R) si @ € R, T3 nu este forma liniara.

46 Sa se determine coeficientii urmatoarelor forme liniare in raport cu baza canonica §i

cu baza
1 1 0
B = ol,|1],
1 0 1

Ty
1) T12R3—>R, Tl Xo :2I1—$2—|—[E3;
T3
T
2)TQIR3—>R,TQ To :ZL’1+JI2—ZL‘3;
T3
T
3) T3:R3—>R7 T3 To :2$1+Q?3.

T3
Solutie
1) Fie B = {ey, €9, €3} baza canonica in R?. Se observa ca Tey = 2, Tey = —1, Tez = 1,
2
deci matricea de coeficienti in raport cu baza canonica este M = | —1 |. Conform
1
problemei precedente, matricea coeficientilor lui 7" in raport cu baza B’ este M’ = AM,
101

unde A= Sz =[110
001
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47 Sa se studieze care dintre urmatoarele aplicatii sunt forme biliniare pe spatiile con-

siderate
T Y1
1)a1:R3XR3HR,a1 Ty Y IZU%‘Fy%"‘SU:%;
T3 Y3
T Y1
2) as . R? x R? — R, as X9 Yo = e 4 €y2;
T3 Y3
1 Y1
3) az : R*xR* = R, ag | | z, Y2 = r1y1 + T2Y2 + T3Ys;
T3 Y3
4) as : Ry [X] X Ru[X] = R, ay(P, Q) = P(0)Q(1);
1 1
5) a5 : Ry[X] x R, [X] — R, as(P,Q) = /P(x)dx /Q(x)dx ,
0 0
6) ag : Mp,,(R) x M, ,(R) = R, ag(4, B) = det(AB);
7) ar: My n(R) x M, ,(R) — R, a;(A, B) = Tr(AB);
8) ag : My n(R) x M, ,(R) - R, ag(A,B) =TrA-Tr B
Solutie
1 0 0
Da |2]1],]0 =8 #4 =21 , {01 |, deci a; nu este forma biliniara.
1 0
1 0 1 0
2) ax | 2|0],]0 = €2 #£ 2 = 2ay 0]l,10] |, deci a; nu este forma
0 0 0 0
biliniara.

3) as este forma biliniara (produsul scalar uzual pe R?).

ay, as, ag sunt forme biliniare, conform problemei anterioare.

6) ag(A, kB) = det(A-kB) = k" det AB = k"ag(A, B), deci ag nu este forma biliniara.
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7) Deoarece A — Tr(AB) este forma liniara iar Tr(AB) = Tr(BA), (V) A,B €

€ M, ,(R), a7 este forma biliniara.

48 Sa se determine matricea urmatoarelor forme biliniare in raport cu baza canonicd §i

cu baza
1 2
B = 2|, , |0
1 0
T n
1) a :R¥*x R = R, ay To || Yo = 211Y1 + T1Yo + 3x1Yy3 + T2y + 273Y3;
T3 Y3
1 Y1
2) az : R3x R? = R, ay o |y | v = 21Y1 + 221Y2 + 371Y3 + 222Y1 + DT3Ys3;
T3 Ys
L1 Y1
3 a3 : REx R - R, azg | |z |, | v = 3y + 2x1y2 + 4x1ys + Sxayat
T3 Y3
+623y1 + T3Ys3.
Solutie
213
1) Matricea lui a; in raport cu baza canonica este C'= | 1 0 0 |, iar in raport cu baza
002
121
B’ este A/CA,unde A= Sp 5= 1210
101
123
2) Matricea lui ap in raport cu baza canonica este C' = | 2 0 0 |, iar in raport cu
050
baza B’ este A'C'A.
324
3) Matricea lui az in raport cu baza canonica este C' = | 0 5 0 |, iar in raport cu
601

baza B’ este A'CA.
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49 Sa se demonstreze ca formele biliniare urmatoare sunt simetrice. Sa se scrie formele

patratice determinate de ele i sa se precizeze rangul lor.

x
)a RExR* - R, q (( 1> : (y1> = mY1 + 221y + 2221 + 3T2Y0;

X2 Y2
T1 n
2) as : ]RS X Rg — R, as To |5 | Y2 = 11y1 + 23713/2 + x1y3 + 25622/1 + 31‘23/3—1—
T3 Y3
+a3y1 + 3w3Y0;
xy Y1
3) a3 : R* x R* - R, ag z2 |, | v2 = x1y1 + 221Y2 + 3x3Y3.
T3 Ys3

Solutie
12

23
simetrica, a; este simetrica. Forma patratica determinata de a; este F} : R? — R,

£ Ty _ a 1 , 1 , Fy R x% + 4x 29 + 3:17%. Rangul lui Fi este rangul
To i) To i)

matricei C, deci rang F} = 2.

>. Cum C este

1) Matricea lui a; in raport cu baza canonica in R? este C' = (

121
2) Matricea lui ay in raport cu baza canonica in R® este C = [2 0 3|. Cum C
130
este simetricd, ay este simetricd. Forma patratica determinatd de ay este I : R3 — R,
Ty T T T
Fla ] =a Ty | 5 | 2o By | 2y | = 22 + 42129 + 22173 + 62913, Rangul lui Fy
T3 x3 T3 x3

este rangul matricei C1, deci rang F» = 3.

100

3) Matricea lui az in raport cu baza canonicd in R? este C' = | 0 2 0 |. Se deduce

003
analog ca ag este simetrica gi rang F3 = 3.

50 Sa se determine formele biliniare simetrice din care provin urmatoarele forme patratice

1) Fi:R* >R, F <x1> = 22 + 23 + 41179,

X2
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I

2) Fy: R - R, By | 2y | = 2% + 22 — 22 + 20123 + 4aos;
3
21

3) F3:R3 >R, Fy | 2y | =2 — 23 + 222 + 4x179 + 67123 + 8T973.

T3
Solutie
1) ay ( xl) ; <y1>) = T1y1 + TaY2 + 221y + 222y1.
T2 Y2

T Y1

2) ay T2 |y | Y2 = T1Y1 + ToY2 — T3Ys + T1Ys + T3y1 + 2X2y3 + 2T3Ys.
T3 Y3
T hn

3) as o || Y2 = Y1 — TaYa + 2w3ys + 2w1y2 + 222y1 + 3T1y3 + 3x3yit+
T3 Y3

+4xoys + 4x3ys.

51 Ezprimati urmdtoarele forme pdatratice F; : R® — R, i = 1,3 in notatia matriceald

z'Cx.

I
1) By | 2o | =22 + 2% — 22 + 20129 — 100123 + 47973;
T3
I
2) FQ To | = JC% + 637% + ZIZ'% + 31’11’2 — 5:13'1373 + Xox3;
T3
I
3) F3 | 2y | = x129 + 2123 + T223.
T3
Solutie
t
Z1 T 1 11 -5
1) Fl To = | T2 C ) ,CUC: 11 2

X3 X3 T3 -5 2 -1
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. 35
X1 X1 g 3 5 _?
2) F2 To | = | To C 9 |, CU C = - 6 5
€3 T3 €3 _g 1 1
2 2

11

t 0 - =

T T X1 1 2 %

3) F3 To = X9 C Ty |, Cu C = -0 5

€3 Zs3 X3 i 1 0

2 2

Nota In fiecare caz, matricea C' reprezinta matricea formei biliniare din care provine forma

patratica in cauza.

52 Determinati forma canonica a urmdatoarelor forme patratice si precizali baza core-

spunzatoare

T
1) Fi :R® =R, Fy | 2y | = 72? + 623 + 523 — 4oy 19 — 4a973;
3

X1

2) Fy:R® =R, Fy | 2y | =23 — 23 — 4dzy79 + 4a973;

T3
I
3) F3 : R3 — R, F3 o = T1T2 =+ T1X3 — TaX3.
T3
Solutie
1) Aplicam metoda directiilor principale. Matricea formei biliniare din care provine Fj
7T—-2 0
este C'=| —2 6 —2 | . Polinomul caracteristic al matricei C' este
0—-2 5
A=T7 2 0
PA)=detAM3-C)=] 2 X=6 2 |=A—=-3)(A—=6)(A—9),
0 2 A=5

deci valorile proprii ale lui C' sunt \y =3, Ay =6, A3 =9.
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(

S/

Wl — Wl Wl

Se deduce ca Bj , Bl =< , Bl = sunt baze

WIN W= Wl N

ortonormale in S(3), S(

/ \
, respectiv S(9), si atunci

Vs \

[\

1
3
2
3
2
3

6)

(

S/

W= Wl Wl

WIDN Wl Wl

WD W Wl

\

[\

este baza ortonormala in raport cu care forma patratica Fi are forma canonica

= Mz + Nz + Agwd = 3 + 62 + 912,

2) Aplicam metoda directiilor principale. Matricea formei biliniare din care provine

WD Wl — Wl

I
WM Wl Wi/

WD WD W[ N\

1 -2 0
FiesteC=1] —2 0 2 |. Polinomul caracteristic al matricei C este
0 2 -1
A—=1 2 0
PA)=det(A;-C)=| 2 X =2 |=XA+3)(A-3),
0 —-2X+1
deci valorile proprii ale lui C' sunt Ay =0, Ay = —3, \3 = 3.
(/2 ( 1 ( 2\ )
3 3 3
—— 1 / 2 / 2
Se deduce ca Bj - , B = —= , B = - sunt baze
3 3 3
2 2 2
\ g / \ g / g
(
ortonormale in S(0), S(—3), S(3), si atunci B = ( este o
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baza ortonormala in raport cu care forma patratica F, are forma canonica
/
Ty
P 2 o 2 2

/
T3

3) Aplicam metoda directiilor principale. Matricea formei biliniare din care provine

1 1
1 2
Fseste C = % 0 —= |. Polinomul caracteristic al matricei C este
1
- — 0
2 2
1
A —— ——
12 1\?
PA) =det(AM[3—-C)=|—= ) 5 |= (A+1) ()\— 5) ,
i
2 2
. . . . 1 . 1
deci valorile proprii ale lui C' sunt \; = —1, A\y3 = 5 (se observa ca A = 5 este valoare
proprie dubla).
(/_1\) 1 1
V3 VARG
Se deduce ca B} = — , By = 0o 1, 2 sunt baze ortonor-
V3 1 1
1 — _
\ ﬁ J \/§ \/6

3\

L 1 1
. V3 (V2] | v
male in S(—1), respectiv S (—), si atunci B = — |, o |, 2 este o
2 v3 1 1
N\ e
)

’ ’ ’ ’
)\]_.1'12 + )\2.%22 _|_ )\33:32 - _3312 + _ajg + —,CES .

53 Sa se precizeze daca metoda lui Jacobi este sau nu aplicabila pentru determinarea
unor baze in R® in raport cu care urmdtoarele forme pdtratice se scriu ca sume de patrate
T
1) Fi : R =R, Fy |2y | =2 + 23 + 322 + 42129 + 22173 + 27973;

T3
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I
2) [y R3 =R, By | oy | = 22 + 22 + 22 + 112090 + 1173 + T23;

xs

T
3) F3:R3 =R, Fy | zy | =23 + 23 + 222 + 22129 + 27123 + 41073,

T3
Solutie
121
1) Matricea formei biliniare a din care provine Fj este C' = |2 1 1 |. Se observa
113
- 121
ca Ag =1, Ay =1, Ay = )1 = -3, A3 = |21 1| = —7. Deoarece Ay, Ay, A3 #
113
# 0, metoda Jacobi este aplicabila, iar in baza B = {¢/, €}, ¢4} care urmeaza a fi determi-
i A A A
nata forma patratica F; se scrie [y x% = A—(l)xlf + A—;xl; + A—zx;? =
L3
! ]_ / 3 /
=z - gsc; + ?1:32.
11
1 = =
2 2
2) Matricea formei biliniare a din care provine Fy este C' = % 1 % . Se observa
11
- =1
2 2

1
ca Ag =1, Ay =1, Ay = =3 Deoarece Ay, Ay, Az #

il

3
p— _— A p—
47 3

N| — —
— N — N —

N~ N~ =
| = = N =

# 0, metoda Jacobi este aplicabila, iar in baza B = {¢/, €}, ¢4} care urmeaza a fi determi-

x/
1
v v R . ’ A() 9 Al /9 AQ 9
nata forma patratica F, se scrie Fh | 2 = —u + —x5, + —
: A A
L3
o D) 9 3 9



46

111
3) Matricea formei biliniare a din care provine Fj este C' = | 1 1 2 [. Deoarece
122
11 . . A
Ay = L1 = 0, metoda lui Jacobi nu este aplicabila in acest caz.

54 Utilizati metoda lui Gauss pentru determinarea unei baze in R3 in raport cu care
urmatoarele forme patratice se scriu ca sume de patrate

T
1) F R R, F | 2y | =22 + 623 + 22 — 4xy29 + 221 73;
L3
T
2) Fy:R® =R, Fy | 2y | = 2% + 23 + 323 + 4119 + 231703 + 27973;.

xs3

Solutie

X1

1) Fy |z | =22 4623 + 22 — 4v129 + 211203 = (71 — 229 + 23)% + 203 + daomw3 =

x3
= (z1 — 2m9 + 23)* + 2(29 + 73)? — 222 =
= 22+ 217 — 2x;2,
'y T 1 -21
unde | zh | =M | zo |,cu M =] 0 1 1 |. Ramane deci sa determinam baza B’
xh T3 0 01
'
in raport cu care forma patratica Fy are expresia Fy | 2, | = 72+ 222 — 222, Fie A ma-
3
tricea schimbarii de baza. Atunci M = A~!, deoarece M este matricea schimbarii de coor-
12 -3
donate. In concluzie, A = M = 01 11|, dedi B =
00 1
1 2 -3
= , 1 -1
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T
2) By | o | = 2% + 22 + 322 + 4w129 + 27173 + 27073 =
T3
= (z1 + 229 + 13)% — 373 + 275 — 27913 =
1 7
= (l’l + 229 + %3)2 — 3(272 + §$3)2 + §:C§ =
! ! 7 !
= 5’712 - 35’722 + 55’732’
x T 12 1
unde |z | =M [z [,cuM =101 3| Ramane deci sa determinam baza B’ in
4 3 001
) .
raport cu care forma patratica I, are expresia I, | 2, | = 22 =3z 4 -x.2. Fie A matricea
3
schimbarii de baza. Atunci M = A~!, deoarece M este matricea schimbérii de coordonate.
4 A
1 1
1 =2 —§ 1 -2 3
In concluzie, A = M~ = 0 1 —- |,deci B'= 01, 1], _l
0 0 s
0 0 1 1
\ Vs




