1 Trei vectori @, b, € formeazd un triunghi < @+b+¢c=0 (relatia lui Chasles).

Solutie
v = 7 — . . . . — —_— g - — 1 .
Daca d, b, ¢ sunt laturi ale unui triunghi ABC, @ = BC, b = CA, ¢ = AB, atunci

concluzia rezulta din regula triunghiului de adunare a vectorilor:
L == —_— — - Lo L =
c=AB=AC+(CB=-b—ad=a+b+c=0.

Reciproc, fie a, l;, Ceud+b+eé=0¢é= —(a+ 5) Construim un vector oarecare
— 5 .. R . —_— - . —_— — —_—
BC = d. Cu originea in C' construim un vector CA = b. Atunci BA = BC + CA =

N — - o
=d+b= AB = —(d+b) = Csi deci cu vectorii d, b, ¢ putem construi AABC'.

A _— s —
2 Fie ABCDA'B'C'D" un cub. In raport cu reperul (A; AB, AD, AA"), gasiti coordo-
natele vectorilor AC', MN, AN, OM, unde M, N sunt mijloacele segmentelor [BC|,

respectiv [C' D], iar O este centrul cubului.

Solutie
_— RN NN —_— A' D'
AC" = AB + BC + CC’ :
— —_—_ / . f 1 Cy
=AB+ AD + AA, deci AC'(1,1,1). B’ ' >
1 1 :
MN =MC+CN = -BC+CD = r0,

- 1ﬁ+%1§’4:——ﬂ§+lfm, Al D
deci N (=1 L g B CN
€Cl —_—, = .

2'9’ M

—_— — 1—
AN =AD +D'D+ DN = AD — AA" + EAB)
— /1
deci A’N (5,1,—1>.
— —_— 1— —_— 1 — — —
OM =OA+ AB+ BM = —-AC"+ (AB+ BM) = —=(AB + AD + AA")+

3 In AABC se considerd medianele [AA], [BB'] si [CC"]. Si se arate ci putem construi
un triunghi cu vectorit AA', BB' si CC".

Solutie
AA'+ BB + CC" =

— 1] — — 1 — — 1] — —
(A +AC)+§(BA+BC)+§(CA+CB) = 5(AB+BC+
— 1] — — .
+CA) + §(AC + CB + BA) =0 gi concluzia urmeaza folosind problema 1.



4 Fie O originea unui reper in spativ. Sa se arate ca patrulaterul ABC'D este paralelo-

gram dacd si numai dacd 74 + 7o =T+ Tp.

Solutie
Fie M si N mijloacele diagonalelor [AC], respectiv [BD]. Atunci: ABCD paralelogram

@MZN@FM:FN(@ﬁ(FA—ch)=§(FB+FD)(:>FA+FC:FB+FD.

5 Sa se arate ca mijloacele laturilor unui patrulater conver ABCD sunt varfurile unui

paralelogram.

Solutie
Raportam planul la un reper de origine O si fie M, N, P, @ mijloacele laturilor [AB],
[BC], [C'D] si respectiv [DA]. Atunci
R . 1. . ., 1, N 1 . . 1 . . . .
v+ Tp = 5(714 +7p) + §<TC +7p) = 5(7‘,4 +7p) + 5(7“3 + 7o) =Tg+Tn

de unde, conform problemei precedente, urmeaza ca M N P() este paralelogram.

6 Fie ABCDEF hexagon, iar M, N, P, @, R, S mijloacele laturilor consecutive.
Aratati ca triunghiurile MPR si NQS au acelasi centru de greutate.

Solutie
Fie M mijlocul lui [AB], N mijlocul lui [BC] etc., Gy centrul de greutate al AMPR,

iar G5 centrul de greutate al ANQS. Atunci, raportand planul la un reper cu originea in

O, avem:
. 1 . R 111, . 1 . 1 .
e, = s(Tu+7p+7Tr) =5 |z(Fa+78)+ z(rc +7p) + z(Te+7F)| =
3 312 2 2
L L
ZE(TA—FTB—FTC—FTD—FTE—FTF),
. 1. . . 111, . 1. . 1 .,
ra, :—(TN+TQ+T5):— —(TB+T0)+—(7’D+7’E)+—(7’F+TA) =
3 312 2 2
1
ZE(FA—FFB—FFC—FFD—FFE—FFF),
deci G; = G.

7 Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic. Sa se arate ca AD - D—’C>’+
+AB-BC' + A'B-B'C" = 0.




D’ C'
Solutie |
Deoarece AD | (CDD')si D'C c (CDD'), A’ i B’
rezulta ca AD L D'C. Analog se observa ca Di_ __________________ C
AB 1 BC', A’B 1 B'C’, deci fiecare dintre ,/",
termenii sumei din enunt, este nul. A a B

8 Fied, b, ¢ oarecare in V3 si i = d(b-¢) —b(¢-a@). Sa se arate ca vectorii @ si € sunt

ortogonali.

Solutie

Avem:

tinand seama de comutativitatea produsului scalar; deci 4 L ¢.

e - — - — -
9 Se dau vectorii AB = 21— 27+ k, BC =7+ 47— 3k, CA = =3v— 27+ 2k. Aratati ca

acesti vectori pot forma un triunghi si determinafi masura unghiului A.

Solutie
—_— =

Observam ca AB + BC +
—
B

2|

= 0, deci vectorii dati inchid un triunghi ABC. Avem:

AC 2.34(=2)-2+41(-2) »
AB| - |AC| V2 (2P + 12342+ (22

Solutie

Au loc relatiile

Xb—bxZ=axb+éxb= (a4 xb=(—b)xb=0.

ST

Rezultd c& @ x b=1b x C. Analog se demonstreaza si cealalta egalitate.

11 Calculati lungimea inaltimii [AD] a triunghiului ABC' de varfuri A(1,3,1), B(3,1,5),
C(-1,0,2).



Solutie

Se gtie ca Sypc =

—  — A
|AB x AC!|. In cazul nostru,

N | —

T 7k
— — -
ABx AC=| 2 -2 4|=107— 107 — 10k;
—2 31

BC - AD 10v/3
-10\/5—5\/§—T:>AD_B—C-
inséB—C)’:—élf—f—3E, deci BC = /16 + 1 + 9 = /26, de unde
_10v3 1078 578
V26 26 13

N~

Sapc =

AD

12 Fiind dati trei vectori d, l;, ¢ necoplanari, sa se calculeze produsul mizt (d+

+l;, b+ C,d+ ) si sa se interpreteze geometric rezultatul.

Solutie
(@+Db,b+Gd+e) =

. . - - - A — .
Interpretare: Fie paralelipipedul ABCDA'B'C'D’ cu AB = d, AC = b, AA’ = ¢ atunci
— 7 oo - 7 - . v . . R T A~ v
a+b, a+c, b+creprezinta respectiv diagonalele AD, A’B’, A’C’. Rezultatul demonstreaza
ca paralelipipedul construit pe AD, A'B’, A’'C’ are dublul volumului paralelipipedului

initial.

13 Daca d, 5,5’ € V3 sunt necoplanari, iar o, € R cu o+ 3 = 0, aratati ca (ad +

Bb, ab + B, af + 4d) = 0.

Solutie
Se observi cit ad@ 4 8b+ ab + B¢+ aé+ fd = (a+ B)(@+ b+ &) = 0 si deci ad + (b,
ab + B¢, aé+ Bd sunt coplanari. De aici, (ad + 3b, ab + B, aé + Bd) = 0.

14 Demonstrati ca
Ax(bxd)+bx (Exa)+ex(@xb)=0

pentru orice @, b, € Vs (identitatea lui Jacobi).



-,

Solutie
ax (bx &) +bx (Ex@)+Ex (@xb) = (@-A)b— (@-b)e+(b-@)c— (b-d)a+ (¢-a)b— (&-b)a = 0.

— — o — -
15 Fie OA=7v+7, OB =7+k, OC =7+ 7+ k. Calculati volumul tetraedrului OABC,

precum si lungimea inalfimii din O.

Solutie
110
v = L(04,08,00) = L (|01 1]| =+
6 T 6 6
111
OH - S .
Deoarece V = ﬂ, atunci naltimea este OH = . Insa
3 ABC
1 1 ’ jE 1 1
—_— =
SaBc 2| X 2|101| 2|ﬂ 5
1 00
deci OH = 1.

16 Scrieti ecuatia vectoriala, ecuatitle parametrice si ecuatia generala pentru dreptele

determinate prin:

a) punctul A(1,2), vectorul director v = 27+ };
b) taieturile pe axze A(3,0), B(0,—1);
c) punctele A(1,2), B(2,1);

Solutie
a) Ecuatia vectoriala: 7= 74 + tv, t € R, unde 74 = 7'+ 2J.

r=1+4+72t
,teR.
y=2+t
—1 -2
_ , obtinem ecuatia generala: x — 2y 4+ 3 = 0.

2 1
x
b) Ecuatia prin taieturi este 3 + % =1, deci z — 3y — 3 = 0 este ecuatia generala a

Ecuatiile parametrice:

Egaland t = T

dreptei.
. . H — — . . . . v
Un vector director al dreptei AB este AB = —37 — 7'si atunci ecuatia vectoriala este

= g — — NN —_—

=74+ tv,t € R, unde ry = 31, v = AB.

r=3-—3t
,teR.

Ecuatiile parametrice: {
y=—t



¢) Ecuatia dreptei prin doua puncte este data de

Tr—x —
AB - A :?J ZJA7
B —TA YB —Ya

deciz+y—3=0. In continuare, procedam ca la punctul b).

17 Scrieti ecuatia dreptei (D) in fiecare dintre cazurile:

a

b

(
contine punctul A(1,2) si este paraleld cu dreapta (D'): v —y+2 = 0;
1

) (1

) contine punctul A(3,1) si face cu axa Ox unghiul o = %;

c) contine punctul A(—1,1) si este perpendiculard pe dreapta (D'): 2z +y—1=0;
(

d) contine punctul A(1,2) si este perpendiculard pe dreapta (D'): y+ 2 = 0.

Solutie
a) Forma redusa a ecuatiei lui (D’) este y = x + 2, deci panta lui (D’) este m = 1. Cum

(D) || (D'), rezulta ca si (D) este de panta 1; atunci

(D): y—2=1(z—-1), ie. (D): x—y+1=0.

3
b) Panta dreptei (D) este m = tga = g, deci:

(D) : y—lz?(x—?)), ie. (D): V3r —3y+3(1—+3)=0.

c¢) Forma redusa a ecuatiei lui (D’) este y = —2x + 1, deci m(py = —2. Din conditia

de perpendicularitate, mpy = 3 Avem:

(D) : y—2:%(x—1), ie. (D): z—2y+3=0.

d) (D’) este o dreapta orizontala. Nu putem folosi conditia de perpendicularitate, insa

este clar ca (D) trebuie sa fie o dreapta verticala si, cum trece prin punctul A, atunci
(D): x=1

18 Se dau dreptele (D) : x+ay+(=0; (D"): fr—y+2=0. In ce conditii dreptele

sunt: a) paralele; b) confundate; ¢) perpendiculare ¢

Solutie

a) (D) | (D’)@%:%#5@aﬁ:—1§i2a+ﬁ#0©a€R*\{i%§}§i
B=—

1
o



1
b)(D):(D’)@Bz%=§®a5=—1§12a+5 (o, B)
2 2
€ iv_\/ﬁ ) _iv\/i :
2 2
c) (D) L (D') < m-m’ = —1 sau una din drepte este verticala, cealalta orizontala <
a=pfeRsaua=0=0a=0€elR

19 Se da triunghiul ABC' avand varfurile A(1,3), B(4,1), C(—=2,—1). Scrieti ecuatiile
mediatoarei, medianei si inaltimii corespunzatoare laturii [BC).
Solutie
1
Mijlocul lui [BC| este M(1,0), iar panta dreptei BC' este mpc = 3 Mediatoarea (D)

a segmentului [BC] are panta mpy = —3 si trece prin punctul M, deci
(D): y=-3(x—1), ie. (D): 3z4+y—3=0.

Mediana AM nu poate fi aflata cu formula dreptei prin doua puncte decat folosind
conventia uzuala: un numitor care se anuleaza, anuleaza automat gi numaratorul fractiei,

deci avem de-a face cu o dreapta orizontala sau verticala. In cazul nostru,

AM : x—lz
0

inélgimea din A are panta map = —3, deci

wle

,t.e. AM: x—1=0.

AD: y—3=-3(x—1), ie. AD: 3x+y—6=0.

20 Scrieti ecuatia vectoriala, ecuatitle parametrice st ecualitle canonice ale dreptelor

determinate prin:

a) punctul A(1,2,1), vectorul director v =7— 7+ 2/2;

) (1,2,1)
b) punctul A(1,2,1) si unghiurile de 120°, 60°, 45° formate cu azele de coordonate;
c¢) punctul A(1,2,1) si este paraleld cu Ox;

d) punctele A(1,-1,2), B(1,2,-1).

Solutie

a) Ecuatia vectoriala: 7= 174 +tv, t € R unde 'y = '+ 2j'+ k.

r=1+1
Ecuatiile parametrice: { y=2—t ,t€R.
z=1+4+2t



-1 -2 -1
Ecuatiile canonice: v T = Y =z :

—1 2
b) Un versor director al dreptei este @ = cos120° - 7+ cos 60° - 7+ cos45° - k =
1 1 2 -
= —57 §ﬁ+ 7k si procedam ca la punctul a).

¢) Doua drepte paralele au un acelasi vector director, deci putem considera ¥ = 7’ drept
vector director al dreptei cautate.
d) Vectorul director al dreptei este AB = (xp —xa)t+ (yp — ya)J+ (25 — zA)E =
=37— 3k. Atunci ecuatia vectoriala este 7= 74 + tA—B), t € R etc.
r—3 y+2 =z2-—4
-5 7 -3

a) Determinati cosinusurile directoare ale drepte;

21 Se da dreapta (D) :

b) Aflati intersectiile dreptei cu planele de coordonate.

Solutie
a) Vectorul director al dreptei este 7 = —57'+ 77— 3k de norm |7 = /25 + 49 + 9 =

5\/§Tj: 7\/§* 3\/8_12 asadar cosa =
T8 g3 /T gz M -

= +/83; atunci un versor director este @ =

VB3 g 4TV __3V83
F 33 , COS O = 33 , COSy = F 33

b) Intersectia cu planul 2Oy se obtine considerand z = 0. Folosind ecuatiile paramet-

rice:
r=3-—>5t
(D) § y=-2+T7t, teR,
z2=4-3t
. : . . 4 . . 11 22 .
din ultima ecuatie obtinem ¢ = 3 si atunci x = — 3 y = 3; agadar punctul cautat este

11 22 4

Al ——,—, = ).

( 373 3)

L . 11 11 .

Analog se obtin intersectia cu planul yOz, B (0, R E) si cea cu planul 2Oz,

11 22
C|{—,0,—|.

(70%)
22 Sa se scrie ecuatiile laturilor si medianelor triunghiului cu varfurile in punctele
A(2,0,4), B(6,2,0) si C(4,4,2).

Solutie
-2 —4
Ecuatia canonica a dreptei AB: xT = % _Z T
-2 —4
Ecuatia canonica a dreptei AC" :ET = % - 5



. . r—06 -2 z
Ecuatia canonica a dreptei BC: —— = y—=2_z.

-2 2 2
Mijloacele laturilor [BC], [C'A], [AB] sunt punctele M(5,3,1), N(3,2,3) respectiv
P(4,1,2).
-2 —4
Ecuatia canonica a dreptei AM: xT = % - 5
- —2
Ecuatia canonica a dreptei BN: v 36 Y o= %
—4 —4 -2
Ecuatia canonica a dreptei CP: L o= Y 5 = z 0
1 1 1 -
Un versor director al dreptei BC' este 0] = ——374— —3f+ —Sk:
1 2 1 -
Un versor director al dreptei AC' este U = —1'+ —)— —k-
p 2 G \/5] \/6
2 1 2
Un versor director al dreptei AB este v3 = gf + 3 J— §k
L : r—1 y—-1 =z y L
23 Studiati pozitia dreptei (Dy) : T =3 =3 fata de dreapta (Ds): 7 = Fg+tv,
unde:
a) B(1,2,3), 7 = 27+ 67— 4k;
b) B(2,4,-2), T =27+ 67— 4k;
¢) B(0,-2,2), T =7+ T+ k;
d) B(4,3,1), =20+ ]—k
Solutie

(ii) @, U coliniari, dar necoliniari cu g — i’y == (D), (D2) paralele;
(iii) u, ¥ necoliniari, dar (g — 74,4, ) = 0 = (D), (D) concurente;
(iv) (g — 74, U, V) # 0 = (Dy), (D2) necoplanare.
In cazul nostru, A(1,1,0) si @ = 7+ 37— 2k.

a) U= 20 i g — F'a = J+ 3k, deci (Dy)||(Ds).

b) 7 = 2ii §i 75 — 74 = 7'+ 37— 2k = @, deci (Dy) = (Dy).

c¢) Vectorii ¢ i 4 sunt necoliniari; verificaim conditia de coplanaritate:

-1 -3 2
(g — Fa,u,¥)=| 1 3 =2|=0,

1 1 1
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deci (D), (D2) sunt drepte concurente. Pentru aflarea punctului comun, este convenabil

sa scriem ecuatia parametrica a dreptei (D ):

r=1+1
(Dy) : y=1+3t ,t€eR
z=—2t
si sa cautam un punct M (zo, Yo, 20) care sa verifice si ecuatia lui (Dg). Atunci t = —1,
deci g = 0, yo = —2, 29 = 2 i intersectia lui (D;) cu (Ds) este tocmai B.
d) Avem:
32 1
(rp — Fa,u,0) =|1 3 =2 | =—-14#0,
21 -1
deci (D) si (D9) sunt necoplanare.
24 Sa se determine a € R astfel incat dreptele (Dy) : x;—l = y;l = Z_;)—l §1
(Dy) : x;l = y;—l = z;l sa fie concurente.
Solutie
Dreapta (D;) trece prin punctul A;(—1,1,—1) si are vectorul director #; = 2i+

+7+ 3k, iar dreapta (Ds) trece prin punctul As(1,—1,1) gi are vectorul director v, =
= ar+ 2]+ k. Dreptele (D;) si (D) sunt coplanare daca si numai daca vectorii vy, v
. ___) . . — — ___)

si A1Ay sunt coplanari, ceea ce este echivalent cu (vy, v, AjAy) = 0. Este necesar ca

2 13
21]=0 decia—l-
a =0, =1

2 —2 2
-2 -1 -1 -1
25 Aratafi ca dreptele (Dy) : xl = % = ZO ., (Dy) : x3 = yl = ; si
—4 -2 -1
(Ds) : L = i = : 5 sunt concurente si aflati punctul lor comun.
Solutie

Incercim si gisim un eventual punct de intersectie a dreptelor (Dy) si (Ds). Avem:

=2+t
(Dl)l y:t ,tE]R,
z=1

si inlocuind in ecuatia lui (Ds) obtinem ca ¢ = 2. Rezulta ca (Dy) si (Ds) sunt concurente

in M(4,2,1). Se verifica usor ca M apartine si dreptei (Dj).
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26 Sa se determine distanta de la punctul A(—1,2,1) la dreapta (D) : 3342—3 -
y—1 z+1
Solutie

-

Dreapta (D) trece prin punctul B(—3,1,—1) si are vectorul director 7 = 27+ 37 — k.
—
Distanta d intre A si (D) este egala cu Inaltimea paralelogramului construit pe AB si U

in raport cu baza determinata de ¢. Se obtine

_ .
gV 14
27 Sa se calculeze distanta dmtlre dreptelle )
r+1 y— z+ , r—1 y+ z—1
D) = = D,) : = = .
(D) — 1 (D) = 2 1

Solutie
Dreapta (D;) trece prin punctul A;(—1,1,—1) si are vectorul director 7 = 20+ 47+ k,
iar dreapta (Dy) trece prin punctul Ay(1,—1,1) si are vectorul director v, = 37"+ 274
+4k. Distanta d dintre (D;) si (Ds) este egala cu inaltimea paralelipipedului construit
pe vectorii m, U1, U5 In raport cu baza determinata de ¥ si U5. Se obtine
()| o

d — = — — .
Ty X s V285

28 Determinati locul geometric al punctelor M(x,y,z) din spatiu ale caror coordonate

verifica relatia
(z—-1? _ (y—2°"_ (2-3)°
9 4 16

Solutie

Relatia data devine ;
z—1 Y z—
=+ =+
3 2 4 7

cu 8 posibilitati de alegere a semnelor. Urmeaza ca locul geometric cerut este reuniunea

+

a 8 drepte ce trec prin punctul A(1,2,3) si care au vectorii directori (£3, +2, £4).

29 Scrieti ecuatiile planelor determinate prin:
punctul A(1,0,2) si vectorii directori @ = 20+ 7+ k, 7= 27— k

punctele A(1,-3,2), B(5,1,—4), C(2,0,3);
taieturile pe aze A(1,0,0), B(0,3,0), C(0,0,—2);

a

b

C

d

I

— ~—

punctul A(1,2,1) si normala la plan N =27"— T+ k.

~—
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Solutie

a) Ecuatia vectoriala a planului este
(P): r=7y+ti+ sv, t,s € R.

Ecuatia canonica se obtine din (7 — 74, @, ¥') = 0, deci

r—1y 2—2
(P): 21 11=0, i.e. (P): 3z —2y—42z+5=0.
02 -1
r y z1
, ) . ) 1 -3 21 )
b) Ecuatia planului (P) sub forma de determinant este (P) : c 1 a1l 0 si
2 0 31

dupa dezvoltarea determinantului se obtine ecuatia canonica
(P): 1llxz—b5y+4z—34=0.
¢) Ecuatia planului (P) prin taieturi este

(P): %+%+i2—1:0, ie. (P): 6z +2y—32—6=0.

d) Ecuatia normala a planului este

(P): 2(x—1)—(y—2)+(2—1)=0, ie. (P): 2z —y+2—1=0.

30 Sa se determine punctele de intersectie ale planului (P): 3x —2y+2z—12=0 cu

azele de coordonate.

Solutie
Punctul de intersectie cu axa Ox este A(4,0,0).
Punctul de intersectie cu axa Oy este B(0,—6,0).

Punctul de intersectie cu axa Oz este C(0,0,12).

31 Sa se determine ecuatia planului (P) paralel cu planul (P) : 20 —y +2z—3 =0
i care trece prin centrul de greutate al triunghiului cu varfurile in punctele A;(1,2,5),
Ay(3,3,—1), A3(2,1,2).
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Solutie
Centrul de greutate G al triunghiului A; A; A3 are coordonatele

_ T T Ta, + Ta, _ _ Ya, + YA, + Ya, ZA T ZA, t 24y
TG = - 27 Ya =

3 3 3

Fiind paralele, cele doua plane au aceeasi normala, deci planul cerut are ecuatia 2oz —y +

22z —a = 0, a € R. Punand asupra lui G conditia de apartenenta la plan, deducem ca
a=0.

32 Sa se determine ecuatia planului (P) stiind ca perpendiculara din origine pe acest

plan il intersecteaza in punctul A(2,3,4).

Solutie
In aceste conditii, OA =27+ 37+ 4k este vectorul director al normalei la planul (P).
Ecuatia planului (P) este atunci 2x 4+ 3y + 42 + a = 0, @ € R. Punand conditia ca A sa

apartina planului (P) se obtine a = —29.

33 Sa se determine ecuatia planului mediator al segmentului [AB] determinat de punctele

A(3,1,2) si B(1,5,4).

Solutie
Ecuatia dreptei suport (D) a segmentului [AB] este
r—3 y—1 =z2-2

D) :
(D) -2 4 2
iar mijlocul M al segmentului are coordonatele
TA+ TR Ya +YB Za+ 2B

Planul cautat (P) va fi perpendicular pe (D) si va trece prin M. Se obtine ecuatia

canonica (P): —2x +4y + 2z — 14 = 0.

34  Sa se determine ecuatia unui plan (P) care contine punctul A(1,3,—2) si dreapta
(D).a:+9_y+1_ z
T 4 A

Solutie
Dreapta (D) contine punctul B(—9,—1,0) i are vectorul director & = 77+ 47 — k.
Vectorul director al normalei la plan va fi N =ABx 7 = —47 4+ 47 — 12k = —4(7—
-7+ 315) Se obtine ecuatia (P): v —y+32z+8=0.
Altfel, putem considera inca un punct C' € (D), apoi scriem ecuatia planului ce contine
punctele A, B, C.
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35 Sa se gaseasca ecuatia planului (P) determinat de dreptele paralele:

r—1 y+2 =242 r+1 y+3 =z-1

(D) = 2 3 (D2): = 9 3

Solutie

Dreapta (D;) trece prin punctul A;(1, —2,—2) gi are vectorul director 7 = 7'+ 27+ 3k,
iar dreapta (Ds) trece prin Ay(—1,—3, 1) si are acelasi vector director. Normala la planul
(P) cautat are vectorul director N = m x ¥ = —97+ 97— 3k. Ecuatia planului (P)
va fi atunci —9x 4+ 9y — 32 + @ = 0. Punand asupra lui A; conditia de apartenenta la
(P) obtinem a = 21. Ecuatia lui (P) este deci —9z + 9y — 3z + 21 = 0 sau, echivalent,
(P): 3z —3y+2z—T7=0.

36 Sa se determine ecuatia planului care trece prin punctul M(1,1,2) si este perpendic-

ular pe planele (Py) : z—y+2z—1=0 gi respectiv (P): x+2y—2z+1=0.

Solutie

Vectorul director al normalei la (P;) este Ny = 7 — J'+ 2k, iar vectorul director al
normalei la (P,) este Ny = 7+ 27— k. Fiind perpendicular pe (Py) §i (P2), planul
cerut este perpendicular pe dreapta de intersectie a acestora, deci vectorul director N
al normalei la plan coincide cu vectorul director al dreptei de intersectie a celor doua
plane. Deci N = N; x Ny = —37— 37+ 3k si, in concluzie, ecuatia generald a lui (P) este

—3r —3y+ 32 =0.

37 Sa se determine ecuatia dreptei ce trece prin A(1,2,1) si este perpendicularda pe

dreapta
(D) : x—lzy—lzf
' 2 1 3

Solutie

Planul (P) care trece prin A si este perpendicular pe dreapta (D’) are ecuatia

(P): 2x+y+32+a=0, aeR

Impunand conditia ca A sa apartina lui (P) deducem ca a = —7. Intersectia dreptei (D’)
11 9 6
cu planul (P) este B (7, = ?> Ecuatia dreptei (D) va fi atunci
r—1 y—2 2z-1
(D) _e 2
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38 Aflati proiectia punctului M(1,3,2) pe planul (P): 2z —y+22—1=0.

Solutie
Sa observam intai ca M nu apartine planului. Normala la plan N (2, —1,2) este vector
director pentru perpendiculara din M pe plan, care are deci ecuatiile sub forma paramet-
rica
(D): z=1+4+2t, y=3—t, 2=2+2t, teR.

Proiectia My a lui M pe plan se afla intersectand (D) cu (P), deci

2
21426 = (3-1) +22+2) ~1=061=—,

529 14
adica M, < )

9999
39 Sa se afle simetricul punctului M (1,3, —2) fata de planul
(P): 3z4+2y—2+3=0.

Solutie
Vectorul director al normalei la planul (P) este N =37+ 27— E, deci dreapta perpen-

diculara pe planul (P) care trece prin M are ecuatia:

r—1 y—3 z2+2

3 2 -1
Punctul de intersectie S al acestei drepte cu planul (P) are coordonatele S(—2,1,
—1). Fie @ simetricul punctului M fatd de planul (P). Deoarece S este mijlocul
—i—xQ

segmentului [M@Q)] vom obtine zg = Tu T T

5 ydeci g = 229 — vy = —5. Analog

Yo =2ys —ym = —1, 29 = 225 — 2y = 0.

40 Se considera dreptele

2c+y—32—4=0 r+y—4z—1=0
(Ds) : 4 L (Ds) : 4 .
r—y+z2=0 ar+y+z—6=0

Sa se determine a astfel incat (Dy) si (Dy) sa fie coplanare.

Solutie

Determinantul sistemului
2c +y — 3z —4 =0

T -y + z =0
r 4y — 4z =1 =0
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este D = —5 # 0, deci dreapta (D;) si planul (P;) : z+y —4z—1 = 0 au un unic
punct comun M. Prin calcul se afla coordonatele acestui punct xy, = 2, ypr = 3, 2y = 1.

Punand conditia ca M sa apartina planului (P) : az +y+ 2z — 6 = 0 se obtine ca a = 1.

41 Sa se determine care dintre urmatoarele perechi de plane sunt alcatuite din plane
paralele:

a) (P): v —y+2:4+5=0si(R): x+2y—z+3=0;

b) (P): 4+3y+2z—1=0gi (P): 2246y +2z+1=0;

) (P): z+dy+z—1=0gi(P): 3x+2y+62+5=0.

Solutie
a) N, =7— T+ 2/2, Ny =7+ 27— E; N, x N, £ 0, deci (Py) si (P,) nu sunt paralele.
b) N, =7+37+k, Ny =27+ 67+ 2k; N; x Ny = 0, deci (Py) si (P,) sunt paralele.
c) N, =7+ 47+ E, N, = 37+ 27+ 6/2; N, x N, =+ 0, deci (P1) si (Py) nu sunt paralele.

42 Sa se determine valorile parametrilor reali a si b pentru care urmatoarele perechi de
plane sunt alcatuite din plane paralele:

a) (P): 2z —ay+bz—1=0si(P): z—2y+324+4=0;

b) (P): ax+2y+bz+2=0gi(P): 2z+ay+32+3=0;

c)(P): 3z—ay—bz+1=0¢gi(P): ax+by+ z—1=0.

Solutie

a) N, = 27— aj+ bE, Ny =7— 27+ 3/;; N, este paralel cu N, daci si numai daca a = 4
si b= 6.

b) N, = ai'+ T+ b/g, Ny = 27+ aj+ SI;; N, este paralel cu N, daci si numai daca
a:—\/§§ib:¥saua:— 2§ib:%\/§-

c) N, = 37— ajy — b/;, N, = ai'+ by + E; N, este paralel cu N, daci si numai daca

a:€/§§ib:€/§.

43 Sa se determine care dintre urmadatoarele perechi de plane sunt alcatuite din plane

perpendiculare:
a) (P): 2—2y+z2-5=0si(P): x+y+32—4=0;
b) (P): 2e+y+32—1=0gi(FP): x+y— z2+2=0;
) (P): 3z— y+ 2—2=0s(P): x+y—22+1=0.
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a) Ny = 7= 274k, Ny = T+ 7+ 3k; Ni- Ny #£ 0, deci (Py) si (P2) nu sunt perpendiculare.
LNy = 0, deci (P;) si (P») sunt perpendiculare.
c) Ny =3r—J+ k, Ny = 7'+ 7— 2k. N; - N, # 0, deci (Py) si (P») sunt perpendiculare.

44 Sa se determine ecuatia planului (P) paralel cu planul (Py) : x —3y+2—1=0 gi
aflat la distanta d = 1 de acesta.

Solutie
Fiind paralel cu planul (P;), (P) are ecuatia x — 3y + 2z + a = 0. (P;) contine punctul
A(0,0,1) si distanta de la A la (P) este egala cu distanta dintre plane. Se obtine

11+ al

V12 +32+ 12

Exista doua plane cu proprietatile cerute, anume

=1, decia=—-14+v11.

(P: 2—3y+2—1+V11=0; (P"): 2—3y+2—1—-V11=0.

45 Sa se determine distanta d dintre planele

(P): 20 —y+22+43=0; (P): 20 —y+22+6=0.

Solutie

Fie N, = 27— T+ 2/2, N, = 27— 7+ 2k vectorii directori ai normalelor la planele (P;)
si respectiv (Py). Np si Ny sunt paraleli, deci planele (Py) si (P,) sunt paralele. Pentru a
calcula distanta intre plane este deci suficient sa calculam distanta de la un punct A al

primului plan la cel de-al doilea. Se considera A(0, 3,0) apartinand lui (P;) si se obtine

g 2-0—-1-3+2-0+6]
V22 + (—1)2 4 22

1.

46 Sa se calculeze unghiurile formate de urmatoarele perechi de plane:
a) (P): 2z —y+32—1=0gi(FP2): 3o +y+22—2=0;
b) (P): 32 +2y+52—1=0gi(FP): 3x—2y—z+3=0;
) (P): o+2y+2—1=0gi (P2): 2x+4y+22—1=0.
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Solutie

a) Vectorii directori ai normalelor la planele (P)), respectiv (P;) sunt Ny = 27—
-7+ 312, N, = 37+ T+ 2k, Unghiul @ dintre plane este egal cu unghiul vectorilor N,
si ]\72, deci

N,-N, 11
cos) = ——=— = —; 0 = arccos—.
IN1| - |N,| 14 14

b) N, = 37+ 27+ 5k, Ny = 37— 27— k; (]\7'1 . ]\72) =0, deci N;, N, sunt perpendiculari
si planele (P;), (P,) sunt, de asemenea, perpendiculare. Atunci 6 = g
c) N, =7+27+ /;, Ny = 20+ 47+ 2/;; N1, N, sunt paraleli, deci i planele (P), (P)

sunt paralele. Prin urmare, 6§ = 0.

47 Sa se scrie ecuatia cercului (C') determinat prin:

a) Centrul C(—2,1) si un punct al sau A(1,3);

b) Extremitatile unui diametru A(—2,3), B(0,1);

¢) Punctele A(1,1), B(—1,0), C(0,—1);

d) Centrul C(1,2), tangenta la cerc (D): z+y+1=0.

Solutie
a) Raza cercului este CA = V13, deci

(C): (z+2)*+(y—1)*=13.

b) Centrul cercului este mijlocul segmentului AB, adica C'(—1,2). Raza cercului este

1 1
§AB = 5 . 2\/5 = \/5 §1 atunci

(C): (x+1)°+(y—2)°=2.

¢) Ecuatia cercului determinat de trei puncte (x;,y;), ¢ = 1,3 este data de

224+ x oy 1
©)- w3yl xoy 1
23+ ys To Yo 1

a}+y3 s ys 1

Prin inlocuire si dezvoltarea determinantului obtinut, gasim ecuatia cercului prin punctele
A B, C:
(C): 322 +3y° —x—y—4=0.



19

d) Raza cercului este egala cu distanta de la centrul sau la tangenta (D):

d(C, (D)) = ‘1;7\/2%11’ = % =2V2.

Ecuatia cercului cautat este

(C): (=12 +(y—2)?>=8.

48 Sd se scrie ecuatia cercului (C') de centru C(4,3), tangent cercului (C') : z* + y? —
20+ 2y —2=0.

Solutie
Cercul (C) are centrul C’(1,—1) si raza R’ = 2. Distanta centrelor va fi CC" =5 si cum

C' € Ext (C"), cele doua cercuri vor fi tangente obligatoriu exterior. Atunci raza cercului
(C) este R =CC" — R = 3, deci ecuatia lui (C) va fi

(C): (x—4)*+(y—3)=0.

49 Se dd cercul (C): x* +y*+2x—2y —2 = 0. Sd se scrie ecuatiile tangentelor la cerc

care:
a) trec prin punctul A(0,1+ /3);
b) trec prin punctul B(3,5);
c) sunt paralele cu dreapta (D) : 3z —y+1=0.

Solutie
a) Verificam pozitia punctului A fata de (C):

0>+ (1+v3)?+2-0-2(1+V3)—2=0,

deci A € (C). In acest caz, ecuatia tangentei in A la cerc se obtine prin dedublare:

T+ Ta Y+ ya

5 -2 —2:O,i.e.x+y\/§—3—\/§:O.

T-TA+Y-Yyat2-
b) Verificam pozitia punctului B fata de (C):

32 4+5242.3-2-5-2>0,
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deci B € Ext (C). Rezulta ca din B putem duce doua tangente la cercul (C'). Determinam
punctul de tangenta M (xo,y0). Ecuatia tangentei in acest punct la (C') se obtine prin

dedublare, sub forma
xz0 + yyo + (x + x0) — (¥ + yo) —2=10.

Cum B(3,5) apartine tangentei, obtinem ca 4xg + 4yo — 4 = 0. deoarece M (xg,yo)

apartine cercului (C), urmeaza ca x3 + y2 + 279 — 2yp — 2 = 0. Se obtine ci (zo,y0) €

“1-VT 3+VT, —1+V7 3-V7

( 5 9 ), ( 5 5 ) ¢, de unde se deduc ecuatiile tangentelor cautate.
c) Ecuatia tangentei respective este 3x — y + a = 0. Din conditia de tangenta,
| — 4+ al

=2, deci a = 4 £+ 2V/10.
V10

50 Se dau cercurile
(C): 2?4+ +20+2y—2=0, (Cy): 2 +y* — 60 —4y+4=0.
Sa se arate ca cercurile sunt tangente $i sa se scrie ecuatia tangentei comune interioare.

Solutie

Centrele celor doua cercuri sunt C(—1, —1), respectiv Cy(3, 2), iar razele lor sunt Ry = 2,
Ry = 3. Distanta centrelor este C1Cy = 5 si deoarece C1Cy = Ry + Ry, cercurile sunt
tangente exterior.

Tangenta comuna interioara este perpendiculara pe linia centrelor in punctul de con-
tact a cercurilor. Pentru a afla acest punct, fie intersectam cele doua cercuri, fie aflam
punctul de pe segmentul [CC5] aflat la distanta 2 de C;.

Mai direct, tangenta comuna interioara a doua cercuri tangente este tocmai axa radi-

cala a acestora, adica (D) : 4z + 3y —3 =0.

51 Sa se determine centrul si raza pentru urmatoarele sfere:

1) (S): (2+3)2+(y+4)>2+(2-2)%=9;

2) (S2): 2+ (y—6)+ (243> =1,

3) (S3): 2?4+ y?+ 22— 122 — 4y + 4 = 0;

4) (Sy): 2+ y*+ 22— 20+ 2y — 62— 14 =0.
Solutie

1) Centrul sferei (S7) este C'(—3, —4,2), iar raza ei este 3.
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2) Centrul sferei (S;) este C(0,6,—3), iar raza ei este 1.

3) Ecuatia sferei (S3) se mai poate scrie sub forma (S3) : (x —6)?+ (y —2)?+ 2% = 36,
deci centrul sferei (S3) este C'(6,2,0), iar raza ei este 6.

4) Ecuatia sferei (S;) se mai poate scrie sub forma (S;) : (z—1)*+(y+1)*+(2—3)* =

= 25, deci centrul sferei (S,) este C(1,—1,3), iar raza ei este 5.

52 Sa se determine ecuatia sferei (S) stiind ca segmentul determinat de punctele A(1,1,2)

st B(5,3,6) este un diametru al ei.

Solutie
Centrul C' al sferei este mijlocul segmentului [AB], deci z¢ = 3, yo = 2, z¢ = 4. In
AB
plus, cum AB este diametru, avem ca R = - = 3. Ecuatia sferei este (S): (z —3)% +

(y—2)? + (2 — 42 =9,

53 Sa se scrie ecuatia sferei care trece prin  punctele A(1,0,0), B(0,2,0),
C(0,1,1) si D(2,1,2).

Solutie

Ecuatia sferei cautate este data de formula

24y +22 oy 21
TR+ yA+ 24 xa ya 2a 1
(S): |eb+yp+ 25 @ yp 25 1| =0.

rH+yE+ 28 xo yo 2o 1

th+yh+2h p yp zp 1

54 a) Sa se determine ecuatia sferei cu centrul in C(1,2,1), tangenta la planul (P) :
20 +y+2z—-3=0.

b) Sa se determine ecuatia sferei de raza R = 2, tangentd planului (P) : x + y+
+2z+1=0 in punctul A(1,-2,0).

Solutie
a) Distanta de la punctul C' la planul (P) este
2-1+1-24+2-1-3|
T VPirr2
Fiind tangenta la (P) si avand centrul in O, sfera cautata are raza egala cu d. Ecuatia sa
va fi atunci (S): (z—1)*+(y—2)?+ (2 —1)*=1.

d 1.
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b) Centrul sferei se afla pe dreapta normala la (P) care trece prin A. Normala la plan

este N =7+ T+ E, deci dreapta prin A de directie N este

r—1 y+2 =z
D): = = -,
(D) 1 1 1

Fie C centrul sferei dorite; cum C' € (D), obtinem z¢ = z¢ + 1, yo = zc — 2. Atunci

CA=/(xzc—24)2+ (yo — ya)? + (2c — 24)2 = |2c| - V3.
2V/3

Dar CA = R, deci z¢ = iT- In fiecare caz, gasim usor centrul sferei, apoi ecuatia

acesteia. Problema are doua solutii

55 Sa se determine ecuatia sferei (S) cu centrul C(—1,—2,—1) astfel incat

1) (S) tangentd interior la sfera (S1) : 2® + y* + 2% — 62 + 8y + 10z + 41 = 0;
2) (S) tangentd exterior la sfera (So) : x> +y* + 22 — 2x — 4y — 62 — 11 = 0.

Solutie
1) Sfera (S;) are centrul O;(3,—4,—5) si raza R; = 3. Conditia ca (5) si (S1) sa fie
tangente interior este ca R = R;4+0;C (nu putem avea Ry = R+0;C deoarece O;C' = 6 >
R1). Se deduce de aici ca R = 9, deci ecuatjia sferei (.9) este (z+1)2+(y+2)*+(2+1)% = 81.
2) Sfera (S2) are centrul Os(1,2,3) si raza Ry = 5. Conditia ca (S) si (Ss) sa fie
tangente exterior este ca Ry + R = OC. Dar OoC = 6, deci R = 1 i ecuatia sferei (5)
este (x+ 12+ (y+2)2*+(z+1)? =1

56 Sd se determine pozitiile urmdtoarelor plane fatd de sfera (S) : (v — 1)*+
+y—22+(2—-1)2=9:

1) (P): 4z +2y+42+6 =0;
2) (P): 8x+4y+2+2=0;
3) (Ps): e4+y+2+4=0;
4) (Py): z=05.

Solutie

Centrul sferei (S) este C(1,2,1), iar raza ei este R = 3. Planul (P) este tangent sferei
daca d(C, (P)) = R, este secant daca d(C, (P)) < R si este exterior daca d(C, (P)) > R.
C4-142-2+4-1+6]

1) d(C,(P)) = Ve =3 = R, deci (P,) este tangent la sfera.
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8-1+4-241+2 19 | .
2)d(C, (P)) = =—<3,d P t t sf S).
) d(C, (F%)) TPWESE 5 , deci (P,) este secant sferei (.5)

1+ 1-2+1-144] 8

3) d(C, (Ps)) NiEESEEnT =7 > 3, deci (Ps) este exterior sferei (.5).
1-5
4) d(C, (Py)) = % =4 > 3, deci (P,) este exterior sferei (5).

57 Sd se determine ecuatia planului (P) tangent la sfera (S) : (v — 2)® + (y—
—1)?+ (2 — 3)? = 21 in punctul M(3,5,5).

Solutie

Observam intai ca M este un punct al sferei date. Atunci ecuatia planului (P) se obtine
prin dedublare i este (P): (z—2)(3—2)4+(y—1)(5—1)+(2—3)(b—3) —21 = 0, adica
(P): x+4y+22—-33=0.

58 Scrieti ecuatia unei elipse raportata la azele sale de simetrie stiind ca:

1) Focarele sunt F'(4,0), F'(—4,0), iar semiaza mare este a = b;

2) Contine punctele M(3,4), N(6,2).

Solutie
2 2
1) Fie (E) : x_2+ z—Q = 1 ecuatia elipsei. Focarele sunt F'(c,0), F'(—c,0), cu ¢* = a* —b*.
R @ Y
In cazul nostru a =5, ¢ =4, deci b=3si (F) : %%—5:1
2?2 P .
2) Fie (E) : — + i 1 ecuatia elipsei. Inlocuind z si y cu coordonatele punctelor
a
M si N obtinem sistemul
9 16 1
a2tp =1 9u+ 16v =1 U=
= =
36 4 1
T | 36u+4v =1 S
2P ST
1 1 2 2
unde u = 2 V= Prin urmare, (F) : j—5 g_O =1.

3
59 Fie (E): x*+4y*> =4 o elipsd si fie punctele M <1, g) , N(2,2).

a) Verificati ca M € (E); scrieti ecuatia tangentei la elipsa prin M.

b) Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa duse prin N.
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Solutie

2

V3

a) Deoarece 1% + 4 -5 ] = 4, urmeaza ca M € (E). Ecuatia tangentei in M la (E)

se obtine prin dedublare:

(D) : zxp 4 4yyny =4, de. (D) : x4+ 2V3y —4=0.

b) Deoarece 22 +4 - 2% > 4, urmeaza cd N este un punct exterior elipsei. Determinim
punctul de tangenta T'(x¢, yo). Ecuatia tangentei in acest punct la (E) este xxg+yyo = 4.

Cum N(2,2) apartine tangentei, obtinem ca 2xy + 8y = 4. Deoarece T apartine elipsei
3 4

(E), urmeaza ca 22 +4y2 = 4. Obtinem c& (g, yo) € {(2, 0), (—1—0, S)}’ de unde se obtin

tangentele (D) : 3z — 2y +10=0, (D)" : x = 2.

60 Sa se scrie ecuatia parabolei raportata la azxele sale de simetrie, fizata prin:
1) focarul F(3,0);
2) directoarea (D) : © = —2;
3) trece prin punctul A(2,4).

Solutie
Ecuatia unei parabole raportata la axele sale de simetrie este y? = 2pz, avand focarul
F (g, O) si directoarea de ecuatie (D) : x = —g. In aceste conditii, avem:
)5 =3=p=6=(P): y’ =12z
2) —§:—2:>p:4:>(P): y? = 8;
3)42=2p-2=p=4= (P): y*> =8z



